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Аннотация

Построение решений уравнения магнитостатики∇×∇×𝐴⃗ = 𝐽 сводится
к представлению обеих сторон уравнения в виде разложений по собствен-
ным векторным полям оператора ∇ × ∇×. В настоящей работе поеказан
метод построения этих полей путем добавления времени как четвертого
измерения и построения в пространстве-времени полей замкнутых самоду-
альных 2-форм с определенной формой зависимости от времени. Полный
набор таких полей 2-форм построен, в частности, в нашей работе [1]. Ниже
будет предполагаться, что они известны в различных пространственных
системах координат.

Óðàâíåíèå ìàãíèòîñòàòèêè∇×∇×𝐴⃗ = 𝐽 âî ìíîãîì ïîäîáíî óðàâíåíèþ
Ïóàññîíà. Îáà óðàâíåíèÿ èãðàþò ðîëü îñíîâíûõ óðàâíåíèé â ñâîèõ òåîðè-
ÿõ � ñîîòâåòñòâåííî ýëåêòðîñòàòèêå è ìàãíèòîñòàòèêå; ðåøåíèÿ îáîèõ ïî
îïðåäåëåíèþ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòè÷åñêèõ ïîëåé. Ïîñëåäíåå
îçíà÷àåò, ÷òî â ýòèõ òåîðèÿõ ïîëÿ îïðåäåëåíû íà ïðîñòðàíñòâå è íèêà-
êèõ ïðè÷èí ââîäèòü âðåìÿ êàê åùå îäíó íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ â ýòèõ
òåîðèÿõ íåò. Îáà óðàâíåíèÿ ëèíåéíû è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èõ ïîëíûå ðåøå-
íèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñàì â ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ðàçíèöó ñîñòàâëÿåò òî, ÷òî îäíî èç íèõ ñêà-
ëÿðíîå, à äðóãîå � âåêòîðíîå, è ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò ðåøåíèÿ ïîñëåäíåãî � ýòî ïðîñòðàí-
ñòâî ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, áàçèñ êîòîðîãî ñîñòàâëÿþò ñîáñòâåííûå
âåêòîðíûå ïîëÿ îïåðàòîðà ∇ × ∇×, òàê ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû åãî ïîñòðî-
èòü, íåîáõîäèìî ïðåæäå âñåãî ïîñòðîèòü ïîëíóþ òåîðèþ ýòèõ ïîëåé. Êàê
áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ýòî ïðîùå âñåãî ñäåëàòü, ðàñïîëàãàÿ ïîëÿìè çàìêíó-
òûõ ñàìîäóàëüíûõ 2-ôîðì â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Ïðèìåð
ïîëíîãî íàáîðà òàêèõ 2-ôîðì ïðèâåäåí â íàøåé ðàáîòå [1].

Â ïðîâîäèìûõ íèæå ðàññóæäåíèÿõ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå
ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðîñòðàíñòâî � ýòî òèïè÷íàÿ 3-ìåðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ýòè ãèïåðïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû è êàæäîå îòìå-
÷åíî åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà 𝑡, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé ëîðåí-
öåâî âðåìÿ. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî 1-ôîðìà d𝑡 íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó. Õî-
òÿ îáû÷íî îíî èñïîëüçóåòñÿ êàê îäíà èç êîîðäèíàò, â äàííîì ñëó÷àå ýòî �
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åäèíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà, ò.ê. â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ êàêàÿ-ëèáî ñèñòåìà
êîîðäèíàò íå èñïîëüçóåòñÿ. Áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ïîëå îðòîíîðìè-
ðîâàííûõ êî-ðåïåðîâ {𝜈𝑎} â ïðîñòðàíñòâå, òàê ÷òî â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
òàêæå çàäàíî ïîëå îðòîíîðìèðîâàííûõ êî-ðåïåðîâ {d𝑡, 𝜈𝑎}.

Ïóñòü òåïåðü Φ � çàìêíóòàÿ ñàìîäóàëüíàÿ 2-ôîðìà, çàâèñÿùàÿ îò âðå-
ìåíè êàê 𝑒𝚤𝜔𝑡. Ïðåäñòàâèì åå êàê

Φ = d𝑡 ∧ 𝐸 +𝐻, (1)

ãäå 𝐸 è 𝐻 � ÷èñòî ïðîñòðàíñòâåííûå ôîðìû:

𝐸 = 𝐸𝑎𝜈
𝑎, 𝐻 = 𝐻𝑎𝑏𝜈

𝑎 ∧ 𝜈𝑏. (2)

Åå ñàìîäóàëüíîñòü âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî

*(d𝑡 ∧ 𝐸) = 𝚤𝐻, *𝐻 = −𝚤d𝑡 ∧ 𝐸. (3)

Èç òîãî, ÷òî îíà çàìêíóòà, ñëåäóåò, ÷òî

𝐻 = 0, −d𝑡 ∧ d𝐸 − d𝑡 ∧𝐻 = 0.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ýòîì ðàâåíñòâå ñîìíîæèòåëü d𝐸 íå ñîäåðæèò ïðî-
èçâîäíîé ïî âðåìåíè è ïîýòîìó èç íåãî íåëüçÿ ïðîñòî óáðàòü ñîìíîæèòåëü
d𝑡. Èëè, åñëè ýòî äåëàòü, òî ñëåäóåò ïîíèìàòü ñîìíîæèòåëü d𝐸 êàê åñëè
îí âçÿò íå â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, à â ïðîñòðàíñòâå. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè èñêëþ÷èòü ÷åòâåðòîå èçìåðåíèå, òî ïîëó÷àåòñÿ ÷èñòî ïðîñòðàíñòâåííîå
ðàâåíñòâî

d𝐸 = −𝜔𝐻. (4)

Èñêëþ÷àÿ ýòî èçìåðåíèå, ñëåäóåò çàìåíèòü âòîðîå ðàâåíñòâî â ôîðìóëàõ(3)
÷èñòî ïðîñòðàíñòâåííûì *𝐻 = −𝚤d𝑡 ∧ 𝐸 è òîãäà èç ðàâåíñòâà (4) ñëåäó-
åò *d𝐸 = −𝚤𝜔𝐸. Ïðèìåíèâ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà îïåðàòîð *d è
ïîäñòàâèâ â íåãî, íàõîäèì, ÷òî 1-ôîðìà 𝐸 â ïðîñòðàíñòâå óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

*d *d𝐸 = −𝜔2𝐸.

Îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ íà ñîáñòâåííûå âåêòîðíûå ïîëÿ îïåðàòîðà
∇×∇

∇×∇× 𝐸⃗ = −𝜔2𝐸⃗,

, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Òàêèì îáðàçîì, åñëè Φ � çàìêíóòàÿ ñàìîäóàëüíàÿ 2-
ôîðìà, çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè êàê 𝑒𝚤𝜔𝑡 è ïðåäñòàâåííàÿ â âèäå 1), òî ïåðâîå
ñëàãàåìîå â íåì åñòü ñîáñòâåííîå âåêòîðíîå ïîëå îïåðàòîðà ∇ × ∇×, âû-
ðàæåííîå êàê 1-ôîðìà, óìíîæåííîå íà d𝑡.
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