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Аннотация

Настоящая
монография развивает метод синтетической оптимизации через топос-теоретическую динамику
(SOTT-D) как формальный аппарат для анализа глобальной оптимизации в неинтегрируемых га-
мильтоновых системах. Центральный объект исследования - задача построения и обоснования
глобально оптимальных траекторий в моделях типа MGA–DSM, где классическая динамика
сочетает неинтегрируемость, резонансный транспорт, гомоклинные структуры, фрактальную
многоэкстремальность и высокую вычислительную сложность.

Работа стро-
ит переход от классического описания фазовой динамики к гладкому когезивному топосу, в кото-
ром синтетическая дифференциальная геометрия обеспечивает алгебраическое исчисление ин-
финитезималей, а когезивные модальности позволяют отделить микроскопическую символиче-
скую сложность от наблюдаемой гомотопической формы. В этой схеме гамильтонова механика
формулируется внутренне: симплектическая структура переносится в хорошо адаптированную
модель, векторное поле определяется уравнением ιXH

ω = dH , а сохранение формы Лиувилля
выводится из синтетического варианта картанова исчисления.

Основные
результаты имеют условно-строгий характер. Доказаны синтетическая теорема Лиувилля,
параметрическая оценка робастности типа Грёнвалля в метрике C1, теорема подтерминаль-
ного спуска для пучка минимизаторов, конструктивная форма принципа Вейерштрасса для
нижневещественных функционалов на вполне ограниченных полных пространствах, схема
Γ-сходимости регуляризованных функционалов и факторная теорема для Shape-энтропии.
Глобальная оптимальность получается не как безусловное преодоление хаоса, а как следствие
явно заданного набора предпосылок: хорошей адаптированности модели, компактности допу-
стимого класса траекторий, подтерминальности Argmin-объекта, совместимости экстракции
глобальных сечений с функционалом стоимости и устойчивой Γ-сходимости при снятии
регуляризации.

Отдельно
выделены отрицательные и предельные результаты. Показано, что гладкость синтетической
вселенной сама по себе не уничтожает гиперболический хаос; что классическое канторово
инвариантное множество нельзя без дополнительных когезионных гипотез объявлять стягивае-
мым по форме; что конструктивное существование минимума не устраняет экспоненциальную
информационную сложность полного поиска; и что перенос оптимальности через Γ требует не
одной логической инвариантности, а полного механизма спуска. Тем самым SOTT-D получает
форму проверяемой математической теории: сильные утверждения доведены до теорем там,
где это возможно, а оставшиеся разрывы выражены как точные гипотезы и открытые задачи.
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слова: топосы; синтетическая дифференциальная геометрия; когезивные топосы; Cohesive
HoTT; гамильтонова динамика; неинтегрируемость; глобальная оптимизация; MGA–DSM;
CR3BP; нижние вещественные; конструктивная компактность; пучковый спуск; Γ-сходимость;
Shape-энтропия.
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Часть I

Теоретическое ядро и основные
результаты

1



Глава 1

Логическая карта и архитектура доказательств

1.1 Замысел и математическая установка

Метод SOTT-
D формулируется как синтетическая теория глобальной оптимизации, построенная на четырех
последовательных переходах:

классическая динамика −→ гладкий топос −→ когезивная модальная регуляризация −→ конструктивная оптимизация и экстракция.

Основная установка состоит в сохранении максимальной силы утверждений при явном кон-
троле их логических оснований. Главная методологическая поправка состоит в том, что фраза
“доказано” используется только после указания математической вселенной, класса объектов и
логического фрагмента, в котором находится доказательство. Если утверждение не следует из
базовой аксиоматики, оно получает точную форму: дополнительная аксиома, условная теорема
или открытая задача.

Такой под-
ход переводит метод из декларативной схемы в систему проверяемых утверждений. Если
сильное утверждение не может быть доказано в выбранной базе, оно не удаляется, а перево-
дится в формат гипотезы с явным списком достаточных условий. Это позволяет работать с
ним математически: проверять в моделях, искать контрпримеры, формализовать в системах
доказательства, уточнять вычислительные последствия.

1.2 Статус основных утверждений

Обозначим
через E гладкий когезивный топос, через i : Man ↪→ E хорошо адаптированное вложение
классических гладких многообразий, через

∫
модальность формы, через Rℓ объект нижних

вещественных, через T пространство допустимых траекторий и через J : T → Rℓ функционал
стоимости.

Блок Усиленное утверждение Статус

SDG-
дифференцирование

Каждая внутренняя отображаемая за-
висимость f : R → R имеет синтети-
ческую производную, определяемую
аксиомой Кока-Ловера.

Теорема внутри KL-
модели.

Синтетическая меха-
ника

Если ω замкнута и невырождена, то
поток XH , когда он существует, со-
храняет ω и ωn/n!.

Теорема.

2
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Глобальный поток Полнота потока на всем интервале
миссии.

Условная теорема: требу-
ется коэрцитивность или
априорная компактность
траекторий.

Shape-регуляризация Энтропия динамики на факторе фор-
мы не превосходит классическую эн-
тропию, а при коллапсе регуляризо-
ванного фрактального слоя равна ну-
лю.

Теорема о факторе; стро-
гий коллапс требует гипо-
тезы когезионного утолще-
ния.

“Форма Кантора стя-
гиваема”

Для классического канторова компак-
та это нельзя утверждать без уточне-
ния модели shape. Для синтетически
утолщенного канторова слоя с

∫
C '

1 утверждение тавтологически следу-
ет из аксиомы.

Исправлено: гипоте-
за/условная теорема.

Конструктивный
минимум

На Bishop-компактном метрическом
объекте равномерно непрерывный
нижнеполунепрерывный функци-
онал в Rℓ имеет конструктивный
инфимум; достижение минимума
требует локаторов или дополнитель-
ной компактности графа.

Условная теорема.

Подтерминальный
спуск

Локальные минимизаторы склеи-
ваются в глобальный, если пучок
Argmin(J) подтерминален и локаль-
но населен.

Теорема пучковой логики.

Экстракция Глобальный синтетический миними-
затор дает классический объект, ес-
ли Γ сохраняет используемые струк-
туры и выполнен Beck-Chevalley для
пространства траекторий.

Условная теорема.

Практическая вычис-
лимость

GCS не устраняет проклятие размер-
ности; он делает существование кон-
структивным, но цена покрытия мо-
жет быть экспоненциальной.

Теорема-
оценка/негативный ре-
зультат.

1.3 Основная формула метода

Схема SOTT-
D задается четверкой

SOTT-D = (E , i,
∫
,Desc)

и задачей оптимизации
min
γ∈T

J(γ), T ⊆ C1([0, Tf ],M),

гдеM является фазовыммногообразием, а допустимые траектории удовлетворяют управляемой
гамильтоновой системе

ẋ = XH(x, t; θ) +B(x, t)u(t), u ∈ U .
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Перенос в E имеет вид

(M,ω,H, J, T ) 7→ (M∼, ω∼,H∼, J∼, T∼).

Две цели метода различны. Первая цель - структурная: упростить наблюдаемую модальную
сложность через

∫
. Вторая цель - оптимизационная: получить конструктивный глобальный сви-

детель минимума через компактность, подтерминальность и спуск.

Определение 1.1 (Доказательная допустимость результата). Результат SOTT-D называется до-
казательно допустимым, если он представлен как секвенция

Ax(E) ∧ Reg(T, J) ∧ Desc(Argmin J) ` Φ,

где все негеометрические операции указаны явно, а каждый переход через Γ снабжен картаом
сохранения соответствующей структуры.



Глава 2

Аксиоматическая база: гладкий когезивный топос

2.1 Минимальная система аксиом

Мыфиксиру-
ем базовую среду E как топос, в котором можно одновременно вести синтетическую диффе-
ренциальную геометрию и когезивный анализ. Важно не смешивать три уровня: элементарно-
топосный, гладкий SDG-уровень и когезивный модальный уровень.

Аксиома 2.1 (Топосная база). E является топосом Гротендика с конечными пределами, экспо-
ненциалами, классификатором подобъектов Ω и внутренней интуиционистской логикой. Суще-
ствует геометрический морфизм

γ : E → Set, ∆ a Γ,

где Γ есть функтор глобальных сечений.

Аксиома 2.2 (Хорошая адаптированность). Существует полный и строгий функтор

i : Man ↪→ E

такой, что для классических гладких многообразийM,N

C∞(M,N) ∼= HomE(iM, iN).

Кроме того, i сохраняет трансверсальные pullback-и и открытые покрытия в той мере, которая
требуется для построения фазовых пространств, касательных расслоений и локальных траекто-
рий.

Аксиома 2.3 (Кока-Ловер). Существует коммутативный кольцевой объектR и инфинитезималь-
ный объект

D = {d ∈ R | d2 = 0}

такие, что отображение

R×R −→ RD, (a, b) 7→ (d 7→ a+ bd)

является изоморфизмом.

Аксиома 2.4 (Интегрирование). Для каждого внутреннего f : [0, 1] → R существует первооб-
разная F с F ′ = f , единственная с точностью до константы, в классе объектов, используемых в
динамической задаче.

Аксиома 2.5 (Когезия). Имеется цепочка сопряжений

Π a ∆ a Γ a ∇,

5
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индуцирующая модальности∫
= ∆Π, qquad[ = ∆Γ, ] = ∇Γ.

Для объектов, фигурирующих в SOTT-D,
∫
сохраняет требуемые конечные произведения и за-

дает фактор наблюдаемой формы.

2.2 Синтетическая производная

Теорема 2.6 (Уникальность синтетической производной). Пусть f : R→ R - внутренний мор-
физм. Для каждого x ∈ R существует единственный элемент f ′(x) ∈ R, удовлетворяющий

f(x+ d) = f(x) + f ′(x)d (d ∈ D).

Доказательство. Зафиксируем x. Рассмотрим отображение gx : D → R, gx(d) = f(x+ d). По
аксиоме Кока-Ловера существует единственная пара (a, b) ∈ R × R такая, что gx(d) = a + bd

для всех d ∈ D. Подстановка d = 0 дает a = gx(0) = f(x). Поэтому коэффициент b определен
единственно; он и называется f ′(x).

Предложение 2.7 (Правило цепи). Для внутренних f, g : R→ R

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x))f ′(x).

Доказательство. Для d ∈ D имеем f(x + d) = f(x) + f ′(x)d. Положим δ = f ′(x)d. Тогда
δ2 = f ′(x)2d2 = 0, значит δ ∈ D. Поэтому

g(f(x+ d)) = g(f(x) + δ) = g(f(x)) + g′(f(x))δ = g(f(x)) + g′(f(x))f ′(x)d.

Уникальность коэффициента при d завершает доказательство.

Замечание 2.8. Фраза “все функции гладкие” в строгой формулировке должна читаться так: все
внутренние морфизмы между выбранными гладкими объектами имеют синтетические произ-
водные всех порядков. Это не означает, что произвольная внешне заданная функция множеств
автоматически становится гладкой морфизмом E .

2.3 Иерархия инфинитезималей

Для k ≥ 1

положим
Dk = {d ∈ R | dk+1 = 0}.

Если модель удовлетворяет обобщенной аксиоме Кока-Ловера KLk, то всякое f : Dk → R

единственно записывается как

f(d) = a0 + a1d+ · · ·+ akd
k.

Для гладкой динамики это означает, чтоDk-окрестность кодирует k-струю траектории. Именно
эта интерпретация делает осмысленной регуляризацию импульсных маневров: вместо разрыва
скорости вводится формальная струя высокого порядка, несущая тот же интегральный импульс.



Глава 3

Классическая управляемая гамильтонова задача

3.1 Фазовое пространство и управление

Пусть (M,ω)

- 2n-мерное симплектическое многообразие. Гамильтониан

H :M × [0, Tf ]×Θ → R

задает поле XH условием
ιXH

ω = dH.

Управляемая система имеет вид

ẋ(t) = XH(x(t), t; θ) +
m∑
a=1

ua(t)Ya(x(t), t),

где Ya - гладкие поля управления, а u принадлежит допустимому классу U . Для MGA-DSM u

включает как непрерывные малые управления, так и импульсные или кусочно-гладкие компо-
ненты. Последние требуют регуляризации.

Определение 3.1 (Допустимое пространство траекторий). Фиксируем граничные условия
B0(x(0)) = 0, Bf (x(Tf )) = 0, ограничения на управление и область безопасности K ⊂ M .
Пространство допустимых траекторий есть

T = {(x, u, θ) : x ∈ C1([0, Tf ],M), u ∈ U , ẋ = XH(x, t; θ) +B(u), x(t) ∈ K}.

В конструктивном варианте T заменяется завершенным и вполне ограниченным объектом Tc,
если такая замена совместима с динамическими ограничениями.

3.2 Функционал стоимости

Типичный
функционал имеет вид

J(x, u) = α

∫ Tf

0
L(x(t), u(t), t) dt+ βTf +

∑
j

λjΦj(x(t
−
j ), x(t

+
j ), uj),

где Φj кодирует стоимость DSM или гравитационного маневра. В синтетическом варианте им-
пульсные слагаемые заменяютсяDk-локальными сглаженными вкладами, чтобы весь функцио-
нал стал внутренним морфизмом в Rℓ.

7
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Гипотеза 3.2 (Адекватность модели H1). Перенос (M,ω,H, T, J) 7→ (M∼, ω∼,H∼, T∼, J∼)

сохраняет: фазовую геометрию, граничные условия, значение функционала на глобальных се-
чениях и класс допустимых регуляризаций. Формально требуется коммутативность диаграммы

T R

Γ(T∼) Γ(Rℓ)

J

ΓJ∼

∼= ι

после выбора нижневещественной интерпретации стоимости.



Глава 4

Синтетическая гамильтонова механика

4.1 Касательное пространство и дифференциальные формы

В SDG каса-
тельное расслоение микролинейного объектаM определяется как

TM =MD,

а касательный вектор в точке x - это инфинитезимальная кривая v : D →M с v(0) = x. Диффе-
ренциальная k-форма задается как альтернированная R-мультлинейная функция на k-кортежах
таких инфинитезимальных направлений.

Определение 4.1 (Синтетическое гамильтоново поле). Пусть (M,ω) - микролинейный симплек-
тический объект,H :M → R. Гамильтоново поле XH определяется равенством

ιXH
ω = dH.

Невырожденность ω означает, что морфизм TM → T ∗M , X 7→ ιXω, является изоморфизмом.

4.2 Синтетическая теорема Лиувилля

Теорема 4.2 (Сохранение симплектической формы). Если dω = 0 иXH определено равенством
ιXH

ω = dH , то
LXH

ω = 0.

Доказательство. По формуле Картана

LXH
ω = d(ιXH

ω) + ιXH
dω.

Первое слагаемое равно ddH = 0; второе равно нулю, так как dω = 0. Следовательно, LXH
ω =

0.

Следствие 4.3 (Сохранение объема Лиувилля). Для µ = ωn/n!

LXH
µ = 0.

Доказательство. Производная Ли является дифференцированием по внешнему произведению:

LX(ωn) = n(LXω) ∧ ωn−1 = 0.

9
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4.3 Потоки и полнота

Локальный
поток ϕt поля XH определяется как решение внутреннего ОДУ

d

dt
ϕt(x) = XH(ϕt(x)), ϕ0(x) = x.

Аксиома интегрирования дает локальный механизм построения, но глобальная полнота не яв-
ляется формальным следствием KL.

Теорема 4.4 (Достаточное условие глобальной полноты). Пусть существует собственная
функция энергии-барьера V : M → Rℓ и константы a, b ∈ Rℓ, такие что вдоль всех допу-
стимых решений

d

dt
V (x(t)) ≤ aV (x(t)) + b.

Если начальные значения лежат в уровне V ≤ R0, а подуровни {V ≤ R} Bishop-компактны,
то решения существуют на любом конечном интервале [0, Tf ].

Доказательство. Из неравенства Грёнвалля следует

V (x(t)) ≤ eatV (x(0)) +
b

a
(eat − 1)

при a > 0, и V (x(t)) ≤ V (x(0)) + bt при a = 0. Поэтому траектория не покидает общий
компактный подуровень на [0, Tf ]. Локальные решения можно продолжать, пока они остаются
в таком компактном множестве. Конструктивная компактность дает конечное число локальных
продолжений, покрывающих интервал.



Глава 5

Модальная регуляризация хаоса

5.1 Что именно можно доказать

Гиперболический
хаос не исчезает от того, что система описана гладко. Классический факт состоит в том, что
аналитические диффеоморфизмы могут иметь подковы Смейла, а подкова кодирует полный
сдвиг на двух символах. Поэтому корректная

Определение 5.1 (Shape-фактор динамики). Пусть f : X → X - внутренняя динамика в E .
Shape-фактором называется динамика∫

f :

∫
X →

∫
X

при условии, что
∫
применим к данной диаграмме и сохраняет требуемые композиции.

Определение 5.2 (Shape-энтропия). Если
∫
X имеет внешний компактный метризуемый пред-

ставитель и
∫
f непрерывно, положим

h
∫
top(f) = htop(

∫
f).

Если представитель является более общим гомотопическим типом, требуется выбрать мо-
дель энтропии для эндоморфизмов типа; в настоящей работе используется только компактно-
метризуемый случай.

Теорема 5.3 (Монотонность энтропии относительно фактора). Пусть π : X → Y - непрерывная
сюръекция компактных метрических пространств, f : X → X , g : Y → Y , и π ◦ f = g ◦ π.
Тогда

htop(g) ≤ htop(f).

Доказательство. Это стандартное свойство топологической энтропии фактора. Для любого ко-
нечного открытого покрытия V пространства Y покрытие π−1V пространстваX имеет не мень-
шую сложность уточнений, а число элементов в минимальных подпокрытиях для V ∨ g−1V ∨
· · ·∨g−(n−1)V ограничено сверху соответствующим числом для pullback-покрытия наX . После
деления на n, перехода к пределу и супремума по покрытиям получаем неравенство.

Следствие 5.4 (Строгий коллапс энтропии при терминальной форме). Если
∫
X ' 1, то

h
∫
top(f) = 0.

Доказательство. На одноточечном пространстве существует единственная динамика, и ее то-
пологическая энтропия равна нулю.

11
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5.2 Исправленная формулировка о множестве Кантора

Классическое
множество Кантора C является компактным, совершенным, вполне несвязным пространством.
В обычной shape theory его нельзя без дополнительной работы объявлять стягиваемым: нуль-
мерная форма кодирует большое число компонент. Поэтому исходное утверждение “форма
Кантора стягиваема” требует уточнения.

Гипотеза 5.5 (Когезионное утолщение канторова слоя). Для гиперболического инвариантного
множества Λ, топологически эквивалентного канторовому символическому слою, существует
внутренний регуляризованный объект Λ† ↪→M∼, такой что:

(i) ]Λ† сохраняет символическую микроструктуру, достаточную для восстановления локаль-
ной подковы;

(ii)
∫
Λ† ' 1 или, слабее,

∫
Λ† имеет строго меньшую энтропийную сложность, чем полный

символический сдвиг;

(iii) включение Λ† →M∼ совместимо с динамикой на уровне ] и
∫
.

Теорема 5.6 (Модальное сглаживание подковы при когезионном утолщении). При выполнении
гипотезы когезионного утолщения и при

∫
Λ† ' 1 Shape-энтропия динамики на регуляризо-

ванной подкове равна нулю, тогда как классическая энтропия полного сдвига на двух символах
равна log 2. Следовательно,

h
∫
top(f |Λ†) = 0 < log 2 = htop(σ|{0,1}Z).

Доказательство. Классическая подкова дает фактор/сопряжение с полным сдвигом, у которо-
го энтропия log 2. С другой стороны, по предыдущему следствию терминальная форма имеет
нулевую энтропию. Строгое неравенство следует из log 2 > 0.

Замечание 5.7. Это доказательство сильнее исходной неформальной формулировки в одном от-
ношении и слабее в другом. Оно сильнее, потому что дает точную энтропийную теорему. Оно
слабее, потому что явно показывает: коллапс формы не выводится из существования класси-
ческого Кантора; он является отдельным когезионным условием, которое нужно доказывать в
конкретной модели.

5.3 Сеть Арнольда

Сеть Ар-
нольда не является одним канторовым множеством; это многомасштабная организация
резонансных каналов, разделенных остаточными КАМ-торами и стохастическими слоями.
Поэтому ее модальное сглаживание должно формулироваться через фильтрацию.

Определение 5.8 (Резонансная фильтрация). Пусть Rq - объединение резонансных слоев по-
рядка не выше q. Получаем возрастающую фильтрацию

R1 ⊂ R2 ⊂ · · · ⊂ R∞.

Синтетическим утолщением называется системаR†
q с морфизмамиR†

q → R†
q+1, совместимыми

с динамикой.
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Теорема 5.9 (Достаточное условие снижения Shape-сложности сети). Пусть для каждого q су-
ществует конечный граф Gq, такой что

∫
R†

q ' Gq, и динамика индуцирует отображение
gq : Gq → Gq. Если

sup
q
htop(gq) < htop(f |R∞)

в классическом представителе, то модальное наблюдение снижает энтропийную сложность
сети Арнольда.

Доказательство. По определению Shape-энтропии фильтрованной сети левая часть является
верхней оценкой сложности всех конечнопорядковых модальных наблюдений. Если она строго
меньше классической энтропии полной сети, то снижение следует непосредственно.



Глава 6

Нижние вещественные и геометрическая формулировка
оптимума

6.1 Почему нужны нижние вещественные

В конструк-
тивной логике классические вещественные Дедекинда, вещественные Коши и нижние
вещественные не являются взаимозаменяемыми. Для минимизации естественны Rℓ, потому
что инфимумы семейств нижних сечений имеют геометрическое описание. Элемент x ∈ Rℓ

можно понимать как нижнее сечение Lx ⊆ Q, удовлетворяющее округленности и нижней
замкнутости.

Определение 6.1 (Нижнее вещественное). Нижнее вещественное число x есть подмножество
Lx ⊂ Q, такое что:

(i) q ∈ Lx и p < q ⇒ p ∈ Lx;

(ii) q ∈ Lx ⇒ ∃r ∈ Lx (q < r);

(iii) Lx населено и не равно всей Q, если требуется конечность.

Лемма 6.2 (Инфимум нижних вещественных). Для населенного семейства (xi)i∈I нижних ве-
щественных его инфимум задается объединением сечений:

Linfi xi
=

⋃
i∈I

Lxi .

Доказательство. Рациональное q лежит ниже infi xi тогда и только тогда, когда q является ниж-
ней информацией, подтвержденной хотя бы одним членом семейства в порядке нижних сечений.
Объединение сохраняет нижнюю замкнутость и округленность: если q ∈ Lxi , то по округлен-
ности xi существует r ∈ Lxi с q < r, а значит r лежит в объединении.

Определение 6.3 (Пучок минимизаторов). Пусть J : T → Rℓ. Пучок минимизаторов определя-
ется подобъектом

Argmin(J) ↪→ T

с внутренней формулой

γ ∈ Argmin(J) ⇐⇒ ∀η ∈ T J(γ) ≤ J(η).

Поскольку ∀ и ≤ не всегда являются геометрическими в требуемом смысле, для экстракции
используется санированная формула через рациональные уровни:

γ ∈ Argminδ(J) ⇐⇒ ∀q ∈ Q
(
q < J(γ) + δ ⇒ ∃η ∈ T q < J(η) + δ

)
,

а затем предел δ ↓ 0 при наличии локатора минимума.
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Замечание 6.4. В точной формализации часто удобнее работать не с самим Argmin, а с пуч-
ком δ-минимизаторов. Он конструктивно более устойчив: даже если точный минимум не имеет
вычислимого свидетеля, последовательность δn-минимизаторов может быть построена и затем
сжата компактностью.



Глава 7

Конструктивная компактность и теорема
существования

7.1 Bishop-компактность

Определение 7.1 (Bishop-компактный метрический объект). Метрический объект (X, d) назы-
вается Bishop-компактным, если он полон и вполне ограничен: для всякого рационального ε > 0

существует конечная ε-сеть Fε ⊂ X , то есть

∀x ∈ X ∃y ∈ Fε d(x, y) < ε.

Теорема 7.2 (Конструктивная теорема Вейерштрасса в рабочей форме). Пусть (X, d) Bishop-
компактен, а J : X → Rℓ равномерно непрерывен с известным модулем µ. Тогда для каждого
рационального ε > 0 можно построить xε ∈ X , такое что

J(xε) ≤ inf
X
J + ε

в нижневещественном смысле. Если дополнительно имеется локатор минимума, превращаю-
щий всякую последовательность почти-минимизаторов в сходящуюся подпоследовательность
с эффективным пределом, то существует точный минимизатор.

Доказательство. Выберем δ так, что d(x, y) < δ ⇒ |J(x) − J(y)| < ε/2 в рационально-
локализованном смысле. По вполне ограниченности существует конечная δ-сеть F =

{y1, . . . , yN}. На конечном множестве конструктивно сравним рациональные аппроксимации
значений J(yi) до точности ε/2 и выберем yj с минимальной аппроксимацией. Для любого
x ∈ X найдется yi ∈ F с d(x, yi) < δ, поэтому J(yi) ≤ J(x) + ε/2, а выбранный yj не ху-
же yi с точностью ε/2. Следовательно, J(yj) ≤ J(x) + ε для всех x. Инфимальная формули-
ровка дает первое утверждение. Второе следует из полноты и локатора, который обеспечивает
эффективный предел почти-минимизаторов.

7.2 Компактность пространства траекторий

Для про-
странства C1-траекторий компактность не автоматична. Достаточный набор условий имеет
вид:

(H2.1) фазовые значения лежат в компактном подмножествеK ⊂M ;

(H2.2) скорости равномерно ограничены: ‖ẋ‖∞ ≤ A;

(H2.3) ускорения или модуль непрерывности скоростей равномерно ограничены;

(H2.4) управление принадлежит вполне ограниченному классу, например конечномерной пара-
метризации или компактному слабому классу с усилением до C1-контроля.
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Теорема 7.3 (Достаточная компактность C1-траекторий). Если семейство допустимых траек-
торий T ⊂ C1([0, Tf ],K) равномерно ограничено, а {ẋ : x ∈ T } равностепенно непрерывно и
вполне ограничено, то замыкание T Bishop-компактно в метрике

dC1(x, y) = sup
t
dM (x(t), y(t)) + sup

t
‖ẋ(t)− ẏ(t)‖ .

Доказательство. Это конструктивный вариант теоремы Арцела–Асколи. Вполне ограничен-
ность значений и равностепенная непрерывность дают конечные сетки для траекторий на конеч-
ной временной сетке. Аналогично для скоростей. Интерполяция между узлами контролируется
модулем непрерывности. Полнота следует из полнотыK и полноты пространства непрерывных
функций с супремум-метрикой.



Глава 8

Подтерминальный спуск и глобальная склейка

8.1 Локальное существование не равно глобальному

В пучковой
семантике утверждение ∃x : X означает наличие локальных свидетелей на покрытии. Глобаль-
ный элемент 1 → X может отсутствовать. SOTT-D использует особый случай, где проблема
согласования исчезает за счет уникальности.

Определение 8.1 (Подтерминальный объект). Объект A топоса называется подтерминальным,
если морфизм A→ 1 является мономорфизмом. Эквивалентно, для любого U множество A(U)

имеет не более одного элемента.

Теорема 8.2 (Подтерминальный спуск). Пусть A - пучок на сайте (C, J). Если A подтермина-
лен и существует покрытие {Ui → 1}, такое что A(Ui) населено для всех i, то A(1) населено.
Более того, глобальное сечение единственно.

Доказательство. Выберем локальные сечения ai ∈ A(Ui). На пересечении Ui × Uj ограниче-
ния ai|ij и aj |ij являются двумя элементами A(Ui ×Uj). Подтерминальность дает их равенство.
Следовательно, семейство (ai) является согласованными данными спуска. Так какA пучок, оно
склеивается в единственное сечение a ∈ A(1).

Следствие 8.3 (Глобальный минимизатор из локальных). Если Argmin(J) подтерминален и ло-
кально населен на покрытии терминального объекта, то существует единственный глобаль-
ный минимизатор.

8.2 Как обеспечить подтерминальность

Подтерминальность
Argmin(J) означает глобальную уникальность минимизатора. В невыпуклой гамильтоновой
задаче это редко выполняется без регуляризации. Один способ - добавить регуляризатор
Тихонова относительно фиксированного центра γ0:

Jε(γ) = J(γ) + εdC1(γ, γ0)
2.

Но сам по себе такой член не делает произвольный невыпуклый функционал глобально строго
выпуклым. Поэтому нужна более точная гипотеза.

Гипотеза 8.4 (H3: строгая изоляция минимума). Существует ε > 0 иα > 0, такие что для любых
двух различных допустимых траекторий γ1, γ2 из геодезически выпуклой области U ⊂ T

Jε(m(γ1, γ2)) ≤
1

2
Jε(γ1) +

1

2
Jε(γ2)− αdC1(γ1, γ2)

2,

гдеm - выбранная середина. Кроме того, все глобальные минимизаторы лежат в U .
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Теорема 8.5 (H3 влечет подтерминальность). Если H3 выполнена, то Argmin(Jε) подтермина-
лен.

Доказательство. Пусть γ1 и γ2 - два минимизатора и γ1 6= γ2. Тогда

Jε(m) <
1

2
Jε(γ1) +

1

2
Jε(γ2) = min Jε,

что невозможно. Значит, два минимизатора равны. Локально то же рассуждение действует на
каждой стадии, следовательно пучок минимизаторов подтерминален.



Глава 9

Гамма-сходимость регуляризаций

9.1 Рабочее определение

Пусть (X, d)

- метрическое пространство. Семейство Jε : X → Rℓ Γ-сходится к J , если выполнены два
условия.

Определение 9.1 (Γ-сходимость). (i) Liminf: для всякой последовательности xε → x

J(x) ≤ lim inf
ε→0

Jε(xε).

(ii) Recovery: для всякого x ∈ X существует xε → x, такая что

J(x) ≥ lim sup
ε→0

Jε(xε).

Теорема 9.2 (Сходимость минимумов). Пусть Jε
Γ→ J , семейство (Jε) равнокоэрцитивно, и xε -

минимизаторы Jε. Тогда всякая кластерная точка x0 семейства (xε) является минимизатором
J , а

lim
ε→0

inf
X
Jε = inf

X
J.

Если минимизатор J единственен, то xε → x0.

Доказательство. Равнокоэрцитивность дает предкомпактность (xε); возьмем сходящуюся под-
сеть xε → x0. По liminf

J(x0) ≤ lim inf Jε(xε).

Для произвольного y ∈ X выберем recovery-последовательность yε → y. Минимальность xε
дает Jε(xε) ≤ Jε(yε). Поэтому

J(x0) ≤ lim inf Jε(xε) ≤ lim sup Jε(yε) ≤ J(y).

Так как y произволен, x0 минимизирует J . Равенство инфимумов следует теми же двумя нера-
венствами. Единственность исключает разные кластерные точки.

9.2 Применение к Тихоновской регуляризации

Пусть

Jε(γ) = J(γ) + εR(γ),

где R ≥ 0 непрерывен и его подуровни вместе с подуровнями J дают равнокоэрцитивность.
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Предложение 9.3 (Простая recovery-последовательность). Если Jε = J +

epsR и R(γ) < ∞, то для каждого γ recovery-последовательность можно взять постоянной:
γε = γ. Тогда

lim sup
ε→0

Jε(γ) = J(γ).

Предложение 9.4 (Liminf для неотрицательной регуляризации). Если J нижнеполунепрерывен
и R ≥ 0, то для γε → γ

J(γ) ≤ lim inf
ε→0

J(γε) ≤ lim inf
ε→0

Jε(γε).



Глава 10

Робастность: параметрическая лемма Грёнвалля

10.1 Постановка

Пусть xθ(t)

и xθ′(t) решают
ẋ = F (x, t, θ), x(0) = x0(θ).

Предположим, что на рабочей области

‖F (x, t, θ)− F (y, t, θ)‖ ≤ L ‖x− y‖ ,

и ∥∥F (x, t, θ)− F (x, t, θ′)
∥∥ ≤ A

∥∥θ − θ′
∥∥ .

Теорема 10.1 (Параметрическая робастность). Для e(t) = ‖xθ(t)− xθ′(t)‖

e(t) ≤ eLte(0) +
A

L
(eLt − 1)

∥∥θ − θ′
∥∥

при L > 0, и
e(t) ≤ e(0) + At

∥∥θ − θ′
∥∥

при L = 0.

Доказательство. Вычитаем два уравнения и используем треугольное неравенство:

ė(t) ≤ Le(t) +A
∥∥θ − θ′

∥∥ .
Умножение на e−Lt и интегрирование дают

e−Lte(t)− e(0) ≤ A
∥∥θ − θ′

∥∥ ∫ t

0
e−Lsds.

Отсюда следует заявленная оценка.

Следствие 10.2 (Оценка ошибки функционала). Если J KJ -липшицев в C0-норме траектории,
то

|J(xθ)− J(xθ′)| ≤ KJ

(
eLTf e(0) +

A

L
(eLTf − 1)

∥∥θ − θ′
∥∥) .

10.2 Смысл для эфемерид

Для CR3BP
и эфемеридных моделей типа DE ошибка параметров не просто добавляет малое возмущение к
стоимости; она усиливается экспоненциально на горизонтах с положительными показателями
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Ляпунова. Поэтому H1 должна включать не только гладкость аппроксимации, но и допустимый
коридор робастности:

KJ
A

L
(eLTf − 1)

∥∥θ − θ′
∥∥ ≤ ηmission.

Если это неравенство нарушается, синтетически доказанный оптимум относится к регуляризо-
ванной модели, но не дает надежной гарантии для физической задачи.



Глава 11

Гибридная динамика MGA-DSM

11.1 Импульс как предел гладких управлений

Классический
DSM часто записывается как скачок скорости

v(t+j ) = v(t−j ) + ∆vj .

Такое описание удобно инженерно, но плохо совместимо с гладкой внутренней логикой SDG. В
SOTT-D скачок заменяется семейством гладких импульсных профилей uj,τ с∫ tj+τ

tj−τ
uj,τ (t) dt = ∆vj .

Синтетическая

Определение 11.1 (Dk-DSM). Dk-регуляризацией импульса ∆v в момент tj называется внут-
ренняя кривая v : Dk(tj) → V , такая что ее k-струя удовлетворяет моментным условиям∫

Dk(tj)
a(d) dd = ∆v,

∫
Dk(tj)

dra(d) dd =Mr, 1 ≤ r ≤ k − 1,

гдеMr задают выбранную схему сглаживания.

Предложение 11.2 (Согласованность импульсной стоимости). Если uτ ⇀ ∆v δtj как меры и
лагранжиан управления имеет вид Lu(u) = ‖u‖ с подходящей нормировкой, то

lim
τ→0

∫
Lu(uτ (t))dt = ‖∆v‖.

Доказательство. Для профилей фиксированного направления uτ (t) = ∆vρτ (t), ρτ ≥ 0,
∫
ρτ =

1, имеем ∫
‖uτ (t)‖dt = ‖∆v‖

∫
ρτ (t)dt = ‖∆v‖.

Общий случай требует нижней полунепрерывности вариации меры.

11.2 Гравитационный маневр и blow-up

Сингулярности
близких пролетов имеют вид 1/r или 1/r2. Регуляризация через blow-up заменяет точку столк-
новения сферой направлений. Локально для r = ‖q − qp‖ вводится переменная направления
s = (q − qp)/r и радиальная переменная r ≥ rmin. Синтетическое blow-up интерпретируется
как замена диагонали q = qp на объект направлений, где предельная динамика зависит от угла
подхода, но не становится неразрешимым разрывом.
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Гипотеза 11.3 (Регуляризация пролетов). Для каждого гравитационного маневра существует
синтетически гладкая замена локальной области U \ {qp} на BlqpU , такая что функционал стои-
мости и Poincare-map продолжаются до микролинейного объекта с конечнымиDk-струями.



Глава 12

Алгоритм GCS и сложность

12.1 Алгоритмическая форма доказательства

GCS - не эв-
ристика, а извлеченная форма доказательства конструктивного минимума. Упрощенная схема:

1. Построить конечную ε-сеть Fε ⊂ Tc.

2. Вычислить интервальные нижневещественные аппроксимации J(Bε(y)) для ячеек покры-
тия.

3. Отбросить ячейки, нижняя граница которых выше текущей верхней оценки.

4. Уточнять покрытие до достижения локатора минимума.

5. Если Argmin подтерминален, склеить локальные свидетели.

Теорема 12.1 (Оценка покрытия). Пусть Tc имеет метрическую энтропию

N(Tc, d, ε) ≤ Cε−deff .

Тогда любой полный сеточный конструктивный поиск с разрешением ε требует в худшем слу-
чае Ω(N(Tc, d, ε)) локальных проверок. Если deff растет линейно с числом маневров, слож-
ность экспоненциальна по числу маневров.

Доказательство. В худшем случае функционал может различать каждую ячейку покрытия, а
глобальный минимум может находиться в любой из них. Без дополнительной информации алго-
ритм обязан проверить достаточно ячеек, чтобы исключить все, кроме минимальной. Поэтому
нижняя оценка пропорциональна числу элементов покрытия. Если deff = cN , то ε−deff =

(ε−c)N .

Теорема 12.2 (Снижение сложности через Shape-фактор). Пусть существуетфактор π : Tc →
Q, индуцированный

∫
, такой что J = J̄ ◦π+ r, где |r| ≤ ρ. ЕслиQ имеет метрическую энтро-

пию NQ(ε) � NT (ε), то поиск ρ + ε-оптимума может быть выполнен с числом глобальных
ячеек порядка NQ(ε), после чего требуется локальное уточнение внутри волокон.

Доказательство. Глобальная часть стоимости зависит отQ с ошибкой ρ. Поэтому ячейкаQ, оп-
тимальная для J̄ до ε, дает значение J не хуже inf J+ρ+ε после выбора лучшего представителя
в соответствующем волокне. Число глобальных сравнений определяется покрытием Q.

Замечание 12.3. Это не отменяет NP-трудность: если волокна сохраняют сложную невыпук-
лость или если r велик, выигрыш исчезает. SOTT-D дает путь к снижению сложности только
когда Shape-фактор действительно коррелирует с функционалом стоимости.
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Глава 13

Фундаментальная теорема SOTT-D

13.1 Формулировка

Теорема 13.1 (Фундаментальная условная теорема SOTT-D). Пусть выполнены следующие
условия:

(H1) Адекватность модели: перенос задачи в E удовлетворяет H1, включая сохранение функ-
ционала на глобальных сечениях.

(H2) Компактность: регуляризованное пространство допустимых траекторий T∼
c Bishop-

компактно в C1-метрике.

(H3) Подтерминальность: для некоторого ε > 0 пучок Argmin(J∼
ε ) подтерминален и локаль-

но населен.

(H4) Экстракция: выполнены условия Beck-Chevalley и совместимость Γ с интегрированием,
экспоненциалами траекторий и нижневещественным порядком в используемом логиче-
ском фрагменте.

(H5) Сходимость: Jε
Γ→ J и семейство (Jε) равнокоэрцитивно.

Тогда существует глобальный синтетический минимизатор γ∗ε регуляризованной задачи, его
глобальное сечение Γ(γ∗ε ) является классическим глобальным минимизатором регуляризован-
ной задачи, а всякая предельная точка при ε → 0 является глобальным минимизатором исход-
ной задачи. Если исходный минимум единственен, то γ∗ε → γ∗ в C1-метрике.

Доказательство. По H2 и конструктивной теореме Вейерштрасса получаем локальные почти-
минимизаторы; при наличии локатора и H3 получаем локальные точные минимизаторы регуля-
ризованного функционала. Подтерминальность H3 обеспечивает их согласование на пересече-
ниях, а теорема подтерминального спуска склеивает глобальное сечение γ∗ε ∈ Γ(Argmin(J∼

ε )).
H4 позволяет интерпретировать это сечение как классическую траекторию и перенести преди-
кат оптимальности для значений Jε. Наконец, H5 и теорема Γ-сходимости дают сходимость
минимумов и минимизаторов к исходной задаче.

13.2 Диаграмма зависимости
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Глава 14

CR3BP как тестовый полигон

14.1 Уравнения

В нормиро-
ванных координатах круговой ограниченной задачи трех тел гамильтониан в вращающейся
системе имеет эффективный потенциал

Ω(x, y, z) =
1− µ

r1
+
µ

r2
+

1

2
(x2 + y2),

где
r21 = (x+ µ)2 + y2 + z2, r22 = (x− 1 + µ)2 + y2 + z2.

Уравнения движения:

ẍ− 2ẏ = Ωx, ÿ + 2ẋ = Ωy, z̈ = Ωz.

Для DSM добавляется управление u(t):

q̈ + 2J q̇ = ∇Ω(q) + u(t).

14.2 SOTT-D-протокол для CR3BP

Протокол 14.1 (Проверка H1–H5). 1. Удалить столкновительные сингулярности или заме-
нить их blow-up-моделью с минимальным радиусом пролета rmin > 0.

2. Выбрать компактную областьK вокруг допустимого транспортного канала.

3. Ограничить ‖u‖, число DSM и класс параметризации управления.

4. Проверить равностепенную непрерывность скоростей из уравнений движения.

5. Построить C1-компактное замыкание допустимых траекторий.

6. Добавить регуляризатор, проверить изоляцию минимума или явно признать H3 открытой.

7. Выполнить интервальную оценку робастности по параметру µ и начальным условиям.

8. Проверить Γ-сходимость при снятии регуляризации.

Статус результата 14.2. Для CR3BP наиболее реалистично доказуемы H1, H2 и часть H5 по-
сле регуляризации столкновений и управления. H3 является узким местом: глобальная уникаль-
ность оптимума в реальной многоманевровой задаче обычно не следует из физики и требует
либо симметрийно-разрушающего регуляризатора, либо перехода от одиночного минимизато-
ра к компактному пучку множества минимизаторов.
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Глава 15

Негативные результаты и границы честности

15.1 SOTT-D не уничтожает классический хаос

Предложение 15.1. Если классическая система имеет гиперболическое инвариантное множе-
ство, сопряженное полному сдвигу, то один лишь факт гладкого вложения i : Man → E не
уничтожает символическую динамику на уровне глобальных сечений.

Доказательство. Полнота и строгость i сохраняют классические гладкие морфизмы и их ком-
позиции. Если подкова задана классическим диффеоморфизмом и инвариантным множеством,
то ее образ в E имеет те же глобальные сечения, соответствующие классическим точкам и орби-
там. Без применения дополнительной модальности или регуляризации нет механизма, который
отождествлял бы символические ветви.

15.2 Нет бесплатного обхода NP-трудности

Предложение 15.2. Конструктивное доказательство существования глобального минимума
на компактном пространстве не дает само по себе полиномиального алгоритма поиска мини-
мума.

Доказательство. Даже для конечной ε-сети размерности N полный поиск требует в худшем
случае N проверок. Если N ∼ ε−d, а d растет с числом параметров миссии, то сложность экс-
поненциальна. Конструктивность устраняет неконструктивный разрыв существования, но не
устраняет информационную нижнюю оценку поиска.

15.3 Где остаются открытые места

Открытая задача 15.3 (Модельная проверка когезионного утолщения). Построить явный объ-
ект Λ† в конкретной гладкой когезивной модели, для которого одновременно выполняются со-
хранение ]-символики и коллапс

∫
Λ† ' 1.

Открытая задача 15.4 (Подтерминальность без искусственной регуляризации). Найти дина-
мические условия, гарантирующие подтерминальность Argmin(J) для естественного функцио-
нала MGA-DSM без внешнего выбора центра Тихонова.

Открытая задача 15.5 (Формализация в proof assistant). Формализовать минимальный фраг-
мент: KL-исчисление, синтетическую теорему Лиувилля, пучковый подтерминальный спуск и
конструктивную теорему почти-минимума. Это реалистичный первый этап до полной Cohesive
HoTT-формализации.
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Глава 16

Заключение

SOTT-D в
усиленной формулировке является не утверждением, что выбор топоса магически решает
неинтегрируемость, а точной архитектурой разделения уровней сложности. Классическая
хаотическая микроструктура сохраняется там, где мы смотрим на глобальные сечения или
дискретные символические данные. Она может упрощаться там, где задача допускает когези-
онный фактор формы, релевантный функционалу стоимости. Конструктивная оптимизация
дает сильную гарантию лишь при компактности и подтерминальности; именно эти условия
являются математической ценой глобальности.

Главные
результаты можно резюмировать следующим образом. Во-первых, SOTT-D представлен как
система теорем с явными предпосылками. Во-вторых, исправлено наиболее опасное место
- безусловное сглаживание Кантора - и заменено на доказуемую факторную теорему плюс
явную гипотезу когезионного утолщения. В-третьих, добавлены работающие доказательные
блоки: Лиувилль, Грёнвалль, Вейерштрасс в конструктивной форме, подтерминальный спуск,
Γ-сходимость и сложностные нижние оценки. В-четвертых, сохранена амбиция: конечная цель
остается построением новой математики глобальной оптимизации, где логика, геометрия и
динамика образуют единую вычислительную теорию.
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Часть II

Развернутое изложение метода SOTT-D
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Глава 17

Развернутая аннотация и постановка задачи

Аннотация
Данная науч-

ная монография посвящена разработке и строгому математическому обоснованиюМетода Син-
тетической Оптимизации через Топос-Теоретическую Динамику (SOTT-D) — инновационного
теоретического подхода к анализу существования и конструктивного поиска глобальных опти-
мумов в сложных нелинейных динамических системах. Исследование сфокусировано на неинте-
грируемых Гамильтоновых задачах, в частности, на проектировании межпланетных траекторий
с множественными гравитационными маневрами и маневрами в глубоком космосе (MGA-DSM).
Работа предлагает фундаментальный пересмотр математических оснований, лежащих в основе
моделирования динамики и оптимизации, осуществляя парадигмальный переход от классиче-
ской теории множеств (ZFC) и атомистической модели континуума к парадигме Гладких и Ко-
гезивных Топосов.

Целью ис-
следования является теоретическое преодоление фундаментальных ограничений, присущих
задаче N -тел и подобным системам, характеризующимся неинтегрируемостью (подтвер-
жденной теорией Моралеса-Рамиса), хаотической динамикой (Сеть Арнольда, Подковы
Смейла) и вычислительной неразрешимостью или NP-трудностью глобальной оптимизации в
классических рамках (модель Блюма-Шуба-Смейла). Мы исследуем Гипотезу Модальной Ре-
гуляризации, согласно которой патологическая сложность и вычислительная неразрешимость
могут быть переосмыслены и теоретически регуляризованы путем выбора математической
вселенной, обладающей имманентной гладкостью и когезией.

Новизна ме-
тода заключается в переносе анализа динамики в Гладкий Когезивный Топос (конкретно Топос
Дюбюка E), который является хорошо адаптированной моделью Синтетической Дифференци-
альной Геометрии (SDG). В этом контексте все отображения автоматически гладкие (C∞), дей-
ствует интуиционистская (конструктивная) логика, а континуум обладает когезионными свой-
ствами (в частности, доказана его неразложимость).

Ключевыми
теоретическими инновациями являются:

1. Синтетическая Гамильтонова Механика (SGM): Переформулировка механики с ис-
пользованием нильпотентных инфинитезималей (Dk), обеспечивающая строгий алгебра-
ический формализм (включая алгебраическое доказательство Теоремы Лиувилля), точ-
ное вычисление производных (Градиент, Гессиан) и регуляризацию гибридной дина-
мики (DSM/MGA) через инфинитезимальное раздутие (Synthetic Blowing-Up) и Dk-
регуляризацию с явным алгоритмическим критерием выбора порядка k (IAC).

2. Теория Модальной Когезионной Регуляризации: Приведено строгое доказательство
Теоремы о Модальном Сглаживании Сети Арнольда. Используя аппарат Когезивных

33



SOTT-D Глава 17. Развернутая аннотация и постановка задачи 34

Топосов (Cohesive HoTT) и модальный оператор Shape (
∫
), показано, что хотя механиз-

мы хаоса могут существовать в SDG на микроуровне (доступном через модальность ]),
их наблюдение через

∫
приводит к упрощению гомотопического типа инвариантных

множеств. Доказано, что форма аналога Множества Кантора в E является гомотопиче-
ски стягиваемой. Введено строгое определение Shape-энтропии htop(

∫
), и доказано, что

htop(
∫
) < htop(class) для гиперболических систем, что указывает на теоретическое сни-

жение наблюдаемой сложности.

3. Синтетическая Теория Оптимизации (SOT): Использование Геометрической Логики и
Нижних Вещественных чисел (Rℓ, для которых доказана геометричность порядка и сохра-
нение инфимумов). Введены строгие определения метрики C1 на пространстве траекто-
рий и конструктивной компактности (Бишопа). Разработан теоретический Алгоритм Гло-
бального КонструктивногоПоиска (GCS). При выполнении строгих условий (H1-H3: адек-
ватность модели, компактность в C1 и подтерминальность Argmin-шифа, требующая гло-
бальной уникальности оптимума через строгую выпуклую регуляризацию Тихонова), ал-
горитм конструктивно доказывает существование глобального минимума через механизм
спуска (подтерминальной склейки). Даны явные геометрические формулы для Argmin и
рассмотрены условия для Парето-фронта.

4. Теория Γ-Сходимости в Топосе и Анализ Робастности: Введена строгая процедура ана-
лиза сходимости регуляризованных функционалов (ε → 0) в конструктивном контексте
(доказаны условия Liminf и Recovery Sequence), обеспечивающая сходимость минимиза-
торов при условии равнокоэрцитивности (следующей из Н2). Проведен детальный анализ
робастности вC1-метрике с использованиемПараметрическойЛеммыГрёнвалля, выявив-
ший критическую чувствительность Гамильтоновых систем к возмущениям модели (де-
монстрационный расчет для CR3BP/DE440).

Доказана
строгая Теорема о Геометрической Экстракции, использующая детализированный Логиче-
ский Паспорт Переносимости (включая Условие Бек-Шевалье и коммутацию Γ с интегрирова-
нием) и механизм подтерминального спуска.

Метод SOTT-
D обеспечивает условную (при Н1-Н3) теоретическую гарантию глобальной оптимальности на
фундаментальном логико-геометрическом уровне. Проведенный анализ вычислительной слож-
ности GCS показал его практическую нереализуемость для задач высокой размерности из-за
экстремальной стоимости конструктивного покрытия, несмотря на теоретическое снижение эн-
тропии. Работа позиционируется как фундаментальный теоретический вклад в основания ди-
намики и оптимизации, открывающий новую парадигму для анализа сложности. Приведен вос-
производимый протокол верификации на примере CR3BP.

Ключевые
слова: Теория Топосов, Синтетическая Дифференциальная Геометрия (SDG), Когезивные
Топосы, Cohesive HoTT, Геометрическая Логика, Конструктивная Математика, Гамильтонова
Динамика, Хаос, Глобальная Оптимизация, MGA-DSM, Γ-Сходимость, Теория Спуска, Условие
Бек-Шевалье, CR3BP, Вычислительная Сложность, Философия Математики.



Глава 18

ПРЕДИСЛОВИЕ: ПАРАДИГМА КОГЕЗИИ И
ГЕОМЕТРИЗАЦИЯ ЛОГИКИ

Выбор фун-
даментальных аксиом и базового языка для описания физической реальности определяет не
только доступный инструментарий, но и саму структуру возможных теорий, а также границы
того, что мы можем вычислить и предсказать. История науки — это история смены математи-
ческих парадигм, каждая из которых открывала новые горизонты понимания: от статической
геометрии Евклида к динамическому исчислению Ньютона и Лейбница, от линейного ана-
лиза Фурье к нелинейной геометрии Римана и Пуанкаре, и далее к абстрактным структурам
современной математики.

В XX веке
доминирующей парадигмой стали основания, заложенные Кантором, Фреге и Гильбертом,
формализованные в Теории Множеств Цермело-Френкеля (ZFC). Эта парадигма, основан-
ная на атомистическом взгляде на континуум как на совокупность дискретных точек и на
классической логике с Законом Исключенного Третьего (LEM), послужила фундаментом для
беспрецедентного развития науки и технологий. Однако на рубеже XXI века, столкнувшись
с системами экстремальной сложности — нелинейными, хаотическими, неинтегрируемыми,
такими как турбулентность, квантовая гравитация или задача многих тел в астрофизике, — мы
всё острее ощущаем пределы этой парадигмы.

Сложность,
которую мы наблюдаем в этих системах, часто характеризуется фрактальностью, бесконечной
иерархией масштабов и, что наиболее критично, вычислительной неразрешимостью или непри-
ступностью (например, NP-трудностью в непрерывных моделях вычислений, таких как BSS).
Мы выдвигаем тезис о том, что эти ”патологии”могут быть не только отражением физической
реальности, но и артефактами выбранного нами математического языка. Атомистическая
модель ZFC лишена внутренней когезии (cohesion) — имманентной связности и гладкости,
которые интуитивно присущи физическому пространству-времени, как это отмечали ещё пи-
онеры интуиционизма Броуэр и Вейль. Классический континуум R допускает существование
объектов, таких как Множество Кантора (C), которые являются структурным ядром многих
хаотических процессов (например, Подковы Смейла), но чья физическая релевантность на
фундаментальном уровне (например, на планковских масштабах) остается предметом глубоких
дискуссий.

Эта моногра-
фия предлагает переход к новой парадигме — Парадигме Когезии, основанной на революци-
онных идеях Александра Гротендика в алгебраической геометрии, Уильяма Ловера в теории
категорий и логике, и Владимира Воеводского в гомотопической теории типов. Мы использу-
ем Теорию Топосов, Синтетическую Дифференциальную Геометрию (SDG) и Когезивную Го-
мотопическую Теорию Типов (Cohesive HoTT) для построения математической вселенной, где
гладкость и непрерывность являются не дополнительными структурами, наложенными на ато-
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мистическое множество, а базовыми, имманентными свойствами самой вселенной.
В этой все-

ленной логика является интуиционистской (конструктивной), что восстанавливает прямую
связь между существованием и вычислимостью (Соответствие Карри-Ховарда-Ламбека). Это
не просто техническое изменение; это фундаментальный эпистемологический сдвиг, ведущий
к геометризации логики (где логические операции соответствуют геометрическим конструк-
циям в Топосе) и алгебраизации анализа (где аналитические пределы заменяются точными
алгебраическими операциями с нильпотентными инфинитезималями).

Метод SOTT-
D (СинтетическаяОптимизация через Топос-ТеоретическуюДинамику), представленный в этой
работе, является попыткой теоретической реализации этой парадигмы в контексте прикладной
задачи экстремальной сложности. Применяя его к одной из самых сложных задач современной
астродинамики — глобальной оптимизации межпланетных траекторий (MGA-DSM), — мы де-
монстрируем, как изменение оснований позволяет переосмыслить природу хаоса на модальном
уровне (используя модальности

∫
, [, ]) и достичь условных теоретических гарантий глобаль-

ной оптимальности там, где классические методы сталкиваются с фундаментальными барьера-
ми неразрешимости. Хотя практическая реализация предложенного конструктивного алгоритма
(GCS) сталкивается с экстремальной вычислительной сложностью (проклятием размерности),
теоретические результаты открывают новый, фундаментально обоснованный путь для понима-
ния и анализа сложных систем, предлагая новый язык для науки о сложности.



Глава 19

НОМЕНКЛАТУРА, ОБОЗНАЧЕНИЯ И
РАСШИРЕННЫЙ ГЛОССАРИЙ

Данный раз-
дел систематизирует используемые аббревиатуры, обозначения и ключевые термины, обеспе-
чивая однозначность интерпретации и строгость изложения в соответствии с требованиями к
фундаментальным монографиям.

19.1 Аббревиатуры и Акронимы

• AC: Аксиома Выбора (Axiom of Choice)

• AIT: Алгоритмическая Теория Информации (Algorithmic Information Theory)

• BCC: Условие Бек-Шевалье (Beck-Chevalley Condition)

• BSS:Модель Блюма-Шуба-Смейла (Blum-Shub-Smale model)

• CR3BP: Круговая Ограниченная Задача Трех Тел (Circular Restricted Three-Body Problem)

• CoHoTT (Cohesive HoTT): Когезивная Гомотопическая Теория Типов

• DSM:Маневр в Глубоком Космосе (Deep Space Maneuver)

• DST: Теория Динамических Систем (Dynamical Systems Theory)

• GCS: Алгоритм Глобального Конструктивного Поиска (Global Constructive Search)

• HoTT: Гомотопическая Теория Типов (Homotopy Type Theory)

• IAC: Критерий Инфинитезимальной Адекватности (Infinitesimal Adequacy Criterion)

• ISC(-k): Критерий Инфинитезимальной Стабильности (порядка k) (Infinitesimal Stability
Criterion)

• ITT: Интуиционистская Теория Типов (Intuitionistic Type Theory)

• КАМ: Теория Колмогорова-Арнольда-Мозера

• KL: Аксиома Кока-Ловера (Kock-Lawvere Axiom)

• LEM: Закон Исключенного Третьего (Law of Excluded Middle)

• MGA:Множественный Гравитационный Маневр (Multiple Gravity Assist)

• SDG: Синтетическая Дифференциальная Геометрия (Synthetic Differential Geometry)

37



SOTT-DГлава 19. НОМЕНКЛАТУРА, ОБОЗНАЧЕНИЯ И РАСШИРЕННЫЙ ГЛОССАРИЙ 38

• SGM: Синтетическая Гамильтонова Механика (Synthetic Hamiltonian Mechanics)

• SOT: Синтетическая Теория Оптимизации (Synthetic Optimization Theory)

• SOTT-D:Метод Синтетической Оптимизации через Топос-Теоретическую Динамику

• TOF: Время Перелета (Time of Flight)

• ZFC: Теория Множеств Цермело-Френкеля с Аксиомой Выбора

19.2 Обозначения и Символика: Категории, Функторы, Модальности

Мы ис-
пользуем стандартные обозначения из теории категорий, дифференциальной геометрии и
логики.

Таблица 4.1.
Ключевые Категории, Функторы и Модальности

Символ Описание Тип/Структура

Категории и Топосы
Set Категория Множеств Классический (ZFC) Контекст, Базовый Топос
Man Категория Гладких Многообразий Классический Контекст
E Топос Дюбюка Гладкий Когезивный Топос (Модель SDG/CoHoTT)
L,G Сайт Локусов, Расширенный Сайт Основа для построения E (Сайты Гротендика)
H ∞-Топос (напр.∞-Группоиды) Базовый топос в общем определении CoHoTT
Функторы и Сопряжения
i Функтор Вложения i : Man ↪→ E (Полный и Строгий)
∆ Функтор Константного Пучка (Inverse Image) ∆ : Set → E . Дискретное пространство.
Γ Функтор Глобальных Сечений (Direct Image) Γ : E → Set. Функтор точек.
Π (или Π∞) Функтор Фундаментального∞-Группоида Π : E → H (Shape Realization)
∇ Функтор Кодискретного Пространства ∇ : Set → E
γ Канонический Геометрический Морфизм γ : E → Set (∆ a Γ)
a Отношение Сопряженности Левый Функтор a Правый Функтор
Когезивные Модальности (CoHoTT)∫
(или Sh) Shape (Форма)

∫
= ∆Π. Извлекает гомотопический тип. (Комонада)

[ Flat (Плоскость) [ = ∆Γ. Забывает когезию (дискретизация). (Монада/Комонада)
] Sharp (Острота) ] = ∇Γ. Усиливает дискретность. (Монада)
= (или <) Infinitesimal Shape (Редукция) Модальность доступа к инфинитезимальной структуре.

Триада Сопряжений
∫
a [ a ]

19.3 Таблица Соответствий Контекстов: Классика vs. Синтетика

Для обеспе-
чения ясности мы четко разграничиваем объекты, определенные в Классическом (Множествен-
ном) Контексте (ZFC/Set) и в Синтетическом Контексте (Топос E).

Таблица 4.2.
Таблица Соответствий Обозначений
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Описание Классический Контекст (Set/ZFC) Синтетический Контекст (Топос E)

Континуум (Вещественные) R (Классические) R∼ (Дедекинда), Rℓ (Нижние)
Фазовое Пространство M (Многообразие) M∼ = i(M) (Микролинейный Объект)
Гамильтониан H :M → R H∼ :M∼ → R∼

Симплектическая Форма ω ω∼ = i(ω)

Траектория γ(t) (Кривая вM ) γ∼(t) (Морфизм в E)
Пространство Траекторий T = Ck(I,M) T∼ = (M∼)I

∼ (Экспоненциал)
Функционал Стоимости J : T → R J∼ : T∼ → Rℓ

Истинностные Значения {0, 1} (Булева Алгебра) Ω (Классификатор Подобъектов, Гейтингова Алгебра)
Инфинитезимали Не существуют (в стандартном анализе) D,Dk (Нильпотентные Объекты)
Внешний Дифференциал d d∼

Множество Кантора C (Полностью несвязное) C∼ (Замкнутое, когезионно связное)

Логические
и Аналитические Символы:

• ⊩: Отношение вынуждения (Forcing relation) в Семантике Крипке-Жояля. U ⊩ ϕ.

• `x: Отношение выводимости (Секвенция) в Геометрической Логике (напр. ϕ `x ψ).

• ↪→: Строгое вложение (Мономорфизм).

• Γ→: Γ-сходимость функционалов (в смысле Де Джорджи).

• htop: Топологическая энтропия.

• htop(
∫
): Shape-энтропия (Топологическая энтропия на уровне Формы).

• ‖ · ‖C1 , ‖ · ‖W 1,p : Нормы в пространствах C1 и СоболеваW 1,p.

19.4 Расширенный Концептуальный Глоссарий

• Атомистическая Модель Континуума: Классическая модель R в ZFC, рассматриваю-
щая континуум как множество изолированных точек. Противопоставляется Когезионной
модели.

• Бек-Шевалье, Условие (Beck-Chevalley Condition, BCC):Условие коммутативности для
сопряженных функторов при стягивании (pullback) в коммутативной диаграмме. Критиче-
ски важно для корректной экстракции экспоненциальных объектов (например, T∼) через
Γ. См. Раздел 11.5.

• ГеометрическаяЛогика:Фрагмент логики первого порядка, использующий только∧ (ко-
нечные),

∨
(произвольные, возможно бесконечные) и ∃. Формулируется через секвенции.

Инвариантен относительно Inverse Image функторов (f∗) геометрических морфизмов.

• Геометрическая Экстракция: См. Спуск. Процесс переноса результата из Топоса E в
Классический Контекст (Set) с использованием функтора Γ и механизмов склейки, опира-
ющийся на Геометрическую Логику.

• Инфинитезималь (Нильпотентный): Элемент синтетического континуума d ∈ R∼, для
которого существует k ∈ N такое, что dk+1 = 0. Например, d ∈ D =⇒ d2 = 0. В
интуиционистской логике не доказуемо, что d = 0.
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• Классический (Множественный) Контекст:Математическая вселенная, основанная на
Теории Множеств (обычно ZFC) и классической логике. Эквивалентен Топосу Set.

• Когезия (Cohesion): Свойство пространства, части которого ”склеены”вместе (например,
гладкой или топологической структурой). Формализуется через цепочку сопряженных
функторов (Π a ∆ a Γ a ∇), порождающих модальности

∫
, [, ]. В SDG обеспечивает-

ся микролинейностью.

• Компактность Бишопа: Конструктивный аналог компактности для метрических про-
странств: Полнота + Вполне Ограниченность. Используется для доказательства существо-
вания минимума (Гипотеза Н2).

• Микролинейность: Свойство объекта в SDG, означающее его ”линейность”на инфини-
тезимальном масштабе. Формализуется Аксиомой Кока-Ловера (KL). Обеспечивает авто-
матическую гладкость.

• Нижние Вещественные (Rℓ):Объект вещественных чисел в конструктивной математике,
определяемый как нижние сечения Дедекинда. Обладает геометрическим порядком (<),
полнотой по инфимумам и нижней полунепрерывностью (Топология Скотта). См. Раздел
9.5.

• Подтерминальность (Subterminal): Свойство объекта (пучка) X иметь не более одного
глобального сечения (т.е. Γ(X) содержит 0 или 1 элемент). Локально, на стадии U , X(U)

также содержит не более одного элемента. Ключевое условие (Гипотеза Н3) для глобаль-
ной склейки.

• Равнокоэрцитивность (Equicoercivity): Свойство семейства функционалов Jϵ, гаранти-
рующее, что их множества уровня равномерно ограничены (содержатся в общем компак-
те). Необходимо для Γ-сходимости минимизаторов.

• Спуск (Descent) / Подтерминальная Склейка: Процедура перехода от локально опреде-
ленных данных (локальных свидетелей существования на покрытии) к глобальному объ-
екту. Эквивалентен Аксиоме Склейки для пучков. В SOTT-D используется склейка под-
терминальных объектов, где согласование обеспечивается уникальностью (Н3).

• Топос (Topos): Категория, обладающая свойствами, аналогичными категории множеств
(конечные пределы, экспоненциалы, классификатор подобъектов Ω). Является самодоста-
точной математической вселенной с внутренней логикой (обычно интуиционистской).

• Топос Дюбюка (E):Конкретная модель Гладкого Когезивного Топоса, используемая в дан-
ной работе. Является хорошо адаптированной моделью SDG, обеспечивающей полное и
строгое вложение классических многообразийMan.

• Форма (Shape,
∫
): Модальный оператор в Когезивном Топосе (

∫
= ∆Π), отра-

жающий глобальную геометрическую структуру (гомотопический тип) и ”сглаживаю-
щий”локальные фрактальные детали.



Часть III

Фундаментальный кризис сложности
и парадигмальная мотивация
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Глава 20

ВВЕДЕНИЕ: ПРЕДЕЛЫ КЛАССИЧЕСКИХ
ОСНОВАНИЙ ПЕРЕД ВЫЗОВОМ СЛОЖНОСТИ

Прогресс на-
уки и технологий неуклонно ставит перед человечеством задачи анализа, прогнозирования и
управления системами возрастающей сложности. От моделирования турбулентности и кванто-
вой хромодинамики до планирования межзвездных миссий и анализа климатических измене-
ний, мы сталкиваемся с явлениями, которые бросают вызов нашим существующим математи-
ческим инструментам. Центральной проблемой в этом контексте является феномен детермини-
рованного хаоса и связанная с ним вычислительная неприступность задач глобальной оптими-
зации и долгосрочного прогнозирования.

Мы стоим на
пороге эпохи, когда дальнейший прогресс зависит не столько от увеличения вычислительных
мощностей (которые приближаются к физическим пределам), сколько от глубины нашего по-
нимания фундаментальных принципов, лежащих в основе сложности. Мы утверждаем, что для
преодоления этого барьера необходим парадигмальный сдвиг не только в методологии, но и в
самих основаниях математики. Классическая математика, основанная на теории множеств ZFC,
демонстрирует структурные ограничения при столкновении с неинтегрируемыми, хаотически-
ми системами, где сложность проявляется на всех масштабах.

20.1 Задача MGA-DSM: Канонический Эталон Неинтегрируемости и Вычисли-
тельной Неприступности

Задача гло-
бальной оптимизации межпланетных траекторий с множественными гравитационными
маневрами (MGA) и импульсами двигателя в глубоком космосе (DSM) — MGA-DSM —
является каноническим примером системы экстремальной сложности. Её цель — найти опти-
мальную последовательность маневров u(t) и фазирования для достижения целевой орбиты
при минимизации многокритериального функционала стоимости, обычно включающего
характеристическую скорость (∆V ) и время перелета (TOF).

Динамика
космического аппарата описывается задачей N -тел, формализуемой как Гамильтонова система
с управлением:

ẋ = XH(x, t) + Bu(t)

Фундаментальный
результат Пуанкаре (Poincaré, 1892) [10] установил, что эта задача при N ≥ 3 в общем случае
неинтегрируема. Это не просто техническое препятствие, а глубокое структурное свойство
гравитационного взаимодействия, подтвержденное современной теорией дифференциальных
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Галуа (Morales-Ruiz & Ramis, 2001) [8], которая устанавливает алгебраические препятствия для
существования достаточного числа первых интегралов движения.

Неинтегрируемость
порождает хаотическую динамику. Фазовое пространство (M,ω) расслаивается на области ре-
гулярного движения (инвариантные торы КАМ) и стохастические слои, связанные бесконечной
иерархией резонансов — Сетью Арнольда (Arnold, 1964) [1]. Эффективные низкоэнергетиче-
ские перелеты, такие как использующие Межпланетную Транспортную Сеть (ITN) (Koon et
al., 2008) [5], эксплуатируют эту тонкую, фрактальную структуру инвариантных многообразий
(устойчивыхW s и неустойчивыхW u).

Схематическая диаграмма соответствующего механизма.

Рис. 5.1. Схе-
матическое изображение расслоения фазового пространства и порождения вычислитель-
ной сложности в Гамильтоновых системах.

В результате
ландшафт целевой функции J(γ) на пространстве траекторий T становится многоэкстремаль-
ным, негладким (в практическом смысле, из-за бесконечной иерархии масштабов, хотя фор-
мально он может быть C∞) и фрактальным. Оптимальные решения часто скрыты в узких
”каналах”резонансов, ширина которых экспоненциально мала по отношению к параметру воз-
мущения ε.

20.2 Кризис Классической Парадигмы: Структурная Сложность, Хаос и Барье-
ры Вычислимости (BSS, AIT)

Существующие
методы оптимизации достигли своего предела эффективности перед лицом этой сложности.
Мы наблюдаем фундаментальный кризис, проявляющийся на нескольких уровнях:

1. Численные и Стохастические Методы: (Генетические алгоритмы, дифференциальная
эволюция, MCMC, методы прямого колокации). Они не гарантируют глобальности. Они
статистически семплируют пространство поиска и часто застревают в локальных мини-
мумах из-за фрактальной структуры бассейнов притяжения. Их эффективность экспонен-
циально падает с ростом размерности (Проклятие Размерности, Curse of Dimensionality).

2. Методы Теории Динамических Систем (DST): Основанные на анализе инвариантных
многообразий, эти методы упираются в сложность анализа глобального транспорта (Диф-
фузия Арнольда). Они предоставляют глубокое понимание локальной динамики, но не
масштабируются до гарантированной глобальной оптимизации в системах высокой раз-
мерности (N > 3).

3. Фундаментальные Барьеры Вычислимости: Попытки применить более мощный ма-
тематический аппарат (например, Симплектическую Топологию) сталкиваются с Кризи-
сом Вычислимости. Инварианты, достаточно тонкие для описания глобальной структу-
ры хаотической системы (например, Гомологии Флоера [43]), оказываются вычислитель-
но неразрешимыми в рамках классической математики (ZFC).

Это подтвер-
ждается теорией сложности непрерывных вычислений. В модели Блюма-Шуба-Смейла (BSS)
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над R (Blum et al., 1989) [35], которая моделирует вычисления с вещественными числами, по-
казано, что задачи глобальной оптимизации даже для полиномиальных функций являются NP-
трудными или неразрешимыми [39]. Алгоритмическая Теория Информации (AIT) также уста-
навливает пределы вычислимости сложности, показывая, что сложность динамики (Колмого-
ровская сложность траекторий) может быть невычислимой [36]. Мы наблюдаем фундаменталь-
ный барьер: сложность задачи структурно превосходит возможности классических алгоритмов,
оперирующих в рамках ZFC.

20.3 Роль Математических Оснований: От Атомизма (ZFC) к Имманентной Ко-
гезии

Мы утвер-
ждаем, что этот кризис сложности коренится не только в природе задачи, но и в самих
основаниях математики — Классической Теории Множеств (ZFC).

ZFC строит
континуум R как множество изолированных точек (атомистическая модель). Эта модель
лишена того, что Уильям Ловер (Lawvere, 2007) [44] назвал внутренней когезией (связностью).
Гладкость и топология вводятся как внешние, дополнительные структуры, наложенные поверх
атомистического множества. Этот подход порождает математические патологии, чуждые
физической интуиции о непрерывности пространства-времени:

1. Существование нигде не дифференцируемых непрерывных функций (Вейерштрасс).

2. Существование фрактальных, полностью несвязных (totally disconnected) множеств (Мно-
жество Кантора C), которые лежат в основе механизма Подковы Смейла и являются струк-
турным ядром гиперболического хаоса.

Мы выдвига-
ем гипотезу (детализирована в Разделе 6.4): Патологическая сложность, характеризующая
классический хаос, может быть частично обусловлена неадекватностью атомистической
модели континуума, и может быть теоретически регуляризована в более богатых основа-
ниях, обладающих когезией.

Более того,
классическая логика (с LEM и AC) допускает неконструктивные доказательства существования.
Это разрывает связь между существованием решения и возможностью его алгоритмического
нахождения (вычислимостью) (Pour-El & Richards, 1989) [40]. В задачах оптимизации это озна-
чает, что оптимум может существовать в платоническом смысле ZFC, но быть недостижимым
алгоритмически.

20.4 ПредставлениеМетода SOTT-D: Синтез Геометрии, Логики иМодальностей

Для преодо-
ления этих ограничений мы предлагаем смену парадигмы: изменение самой математической
вселенной, в которой мы моделируем динамику. Мы представляемМетод Синтетической Оп-
тимизации через Топос-Теоретическую Динамику (SOTT-D).

Метод осно-
ван на Теории Топосов [22]. Мы переносим анализ из классического контекста (Set) в Гладкий
Когезивный Топос (конкретно, Топос Дюбюка E).

В этом Топо-
се реализуется Синтетическая Дифференциальная Геометрия (SDG) (Kock, 2006) [27], обла-
дающая тремя критическими свойствами:
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1. Имманентная Гладкость (Микролинейность): Все функции в E являются гладкими
(C∞). КонтинуумR∼ обладает когезионными свойствами (в частности, доказана его нераз-
ложимость, Теорема 13.2.1).

2. Инфинитезимали: Существуют строгие нильпотентные инфинитезимали (Dk), позволя-
ющие заменить аппарат пределов точной алгеброй (алгебраическое дифференцирование).

3. Конструктивная Логика: Внутренняя логика интуиционистская (без LEM). Существо-
вание (в принципе) эквивалентно вычислимости (через соответствие Карри-Ховарда-
Ламбека).

Метод SOTT-
D использует эти свойства для достижения двух синергетических целей:

Цель 1: Мо-
дальная Когезионная Регуляризация Хаоса. Мы используем аппарат Когезивных Топосов
(Cohesive HoTT) [45] и модальность Формы (Shape,

∫
). Мы доказываем (Теоремы 13.3.2.1,

13.4.1), что хотя хаотические структуры могут существовать в SDG на микроуровне (доступном
через модальность ]), наблюдение через

∫
(которое извлекает гомотопический тип) ”сглажи-

вает”фрактальные детали, регуляризуя динамику на этом уровне наблюдения. Это приводит к
снижению Shape-энтропии htop(

∫
).

Цель 2: Кон-
структивнаяГлобальнаяОптимизация.Мыиспользуем интуиционистскую логику и технику
Геометрической Логики (в частности, Нижние Вещественные Числа Rℓ), чтобы разработать
теоретический Алгоритм Глобального Конструктивного Поиска (GCS). При выполнении стро-
гих условий регулярности (H1-H3, включая сильное условие глобальной уникальности оптиму-
ма Н3, обеспечиваемое регуляризацией), алгоритм предоставляет условную конструктивную
гарантию нахождения глобального минимума путем склейки (спуска) локальных свидетелей
(Глава 14).

Теорема о
Геометрической Экстракции (Глава 18) гарантирует, что найденный синтетический оптимум
строго переносится обратно в классический контекст функтором глобальных сечений Γ. Это
опирается на строгий протокол геометрической логики (Логический Паспорт 18.1), анализ Γ-
сходимости (Раздел 14.8) и выполнение фундаментальных условий согласованности (Условие
Бек-Шевалье, Лемма 11.5.1).

Важно под-
черкнуть, что хотя метод предоставляет теоретические гарантии, анализ сложности (Глава
15) показывает, что алгоритм GCS обладает экстремальной вычислительной сложностью
(экспоненциальной по размерности), делая его практическое применение к MGA-DSM высокой
размерности невозможным на текущем уровне технологий. SOTT-D является фундаменталь-
ным теоретическим вкладом в основания анализа сложных систем.

20.5 Структура Монографии и Дорожная Карта Основных Результатов

Монография
организована в четыре части, логически выстроенные для последовательного развития теории
SOTT-D.

Часть I (Гл.
5-7) анализирует кризис сложности, проводит глубокий анализ анатомии Гамильтонова хаоса
(включая теорию КАМ и Моралеса-Рамиса), выявляет ограничения ZFC и проводит расширен-
ный критический обзор литературы.
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Часть II (Гл.
8-10) излагает необходимый математический аппарат: Теория Топосов, Геометрическая Логика,
Семантика Крипке-Жояля, SDG, КонструктивныйАнализ (с детальным анализомRℓ) и Cohesive
HoTT (аксиоматика Ловера, модальности).

Часть III
(Гл. 11-18) является ядром метода SOTT-D:

• Гл. 11: Перенос динамики, детальныйАнализ Робастности (Параметрическая Лемма Грён-
валля в C1) и доказательство Базовых Лемм Экстракции (BCC, Интегрирование).

• Гл. 12: Разработка SGM, алгебраический формализм динамики.

• Гл. 13: Доказательство Теории Модального Сглаживания Хаоса (Теоремы о Неразложи-
мости и Сглаживании Подков/Сети Арнольда) и определение htop(

∫
).

• Гл. 14: Разработка SOT: анализ топологий (C1 vs W 1,p), верификация Н2 (Компактность
Бишопа), обеспечение Н3 (Подтерминальность через Регуляризацию), Теория Спуска
(Подтерминальная Склейка), Γ-сходимость в Топосе.

• Гл. 15: Теоретический Алгоритм GCS и детальный анализ его сложности на основе мет-
рической энтропии.

• Гл. 16: Моделирование Гибридной Динамики (Dk-регуляризация, Synthetic Blowing-Up).

• Гл. 17: Анализ Стабильности (Синтетический Гессиан, Shape-Ляпунов, ISC).

• Гл. 18: Фундаментальная Теорема об Экстракции и Логический Паспорт.

Часть IV
(Гл. 19-22) обсуждает вычислительные аспекты и перспективы реализации, включает деталь-
ный теоретический протокол применения к CR3BP (Приложение А) и обсуждает философские
импликации Когезионной Парадигмы.

(Визуальная
карта зависимостей доказательств представлена в Разделе 18.3.1, Рис. 18.2).
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ГЛУБОКИЙ АНАЛИЗ ГАМИЛЬТОНОВА ХАОСА И
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Чтобы обос-
новать необходимость смены математических оснований, необходимо провести глубокий ана-
лиз природы сложности в классической динамике и установить её прямую связь с аксиоматикой
ZFC и фундаментальными пределами вычислимости. Эта глава посвящена детальному разбору
механизмов, порождающих хаос, и выявлению того, как эти механизмы опираются на свойства
классического континуума.

21.1 Гамильтонова Динамика и Барьеры Интегрируемости: Теория Моралеса-
Рамиса

Классическая
механика формулируется в рамках Гамильтонова формализма на симплектическом многооб-
разии (M2n, ω). Эволюция системы задается Гамильтонианом H : M → R, порождающим
Гамильтоново векторное поле XH через уравнение Гамильтона ιXH

ω = dH . Система назы-
вается интегрируемой в смысле Лиувилля, если она обладает n независимыми первыми
интегралами {Fi}ni=1 в инволюции (т.е. их скобки Пуассона равны нулю: {Fi, Fj} = 0). В
этом случае, согласно Теореме Лиувилля-Арнольда, фазовое пространство расслаивается на
инвариантные торы Tn, и движение является квазипериодическим и регулярным.

Однако
Гамильтоновы системы в общем случае неинтегрируемы. Теорема Пуанкаре о неинтегрируе-
мости задачи трех тел (1892) стала первым строгим результатом, указавшим на существование
фундаментальных препятствий к интегрируемости. Пуанкаре обнаружил существование гомо-
клинных пересечений, которые исключают существование аналитических первых интегралов.

Современная
теория неинтегрируемости, основанная на Теории Дифференциальных Галуа (Теория
Моралеса-Рамиса) [8], предоставляет мощные алгебраические критерии для доказательства
отсутствия мероморфных первых интегралов. Эта теория является аналогом классической
теории Галуа для дифференциальных уравнений. Она анализирует структуру группы Галуа
вариационных уравнений вдоль конкретного решения (нормальных вариационных уравне-
ний, NVE). NVE описывают эволюцию малых возмущений ξ(t) вдоль траектории γ(t) и
являются линейными дифференциальными уравнениями с переменными коэффициентами:
ξ̇ = DXH(γ(t))ξ.

Группа Га-
луа этого линейного уравнения (точнее, её алгебра Ли) отражает симметрии пространства его
решений и кодирует алгебраические зависимости между решениями.

Теорема
6.1.1 (Morales-Ruiz, Ramis, 2001). Если Гамильтонова система мероморфно интегрируема
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в смысле Лиувилля в окрестности решения γ(t), то компонента связности единицы (identity
component, G0) её дифференциальной группы Галуа G (для NVE вдоль γ(t)) должна быть
абелевой (т.е. разрешимой группой Ли).

Детализация
доказательства (Эскиз):

1. Интегрируемость предполагает существование n первых интегралов Fi.

2. Дифференцирование этих интегралов вдоль потока NVE показывает, что они также явля-
ются интегралами для линеаризованной системы.

3. Существование этих интегралов накладывает сильные ограничения на структуру группы
Галуа G. В частности, если интегралы находятся в инволюции, это приводит к коммута-
тивности (абелевости) алгебры Ли группы G0.

4. Обратно, если G0 неабелева, то система не может обладать полным набором мероморф-
ных интегралов.

Применение
этой теории к задаче N -тел подтверждает результат Пуанкаре на более глубоком алгебраи-
ческом уровне. Например, для ограниченной задачи трех тел в определенных режимах было
показано, что группа Галуа содержит неабелевы подгруппы, такие как SL(2,C). Наличие этих
неразрешимых групп является непреодолимым препятствием для интегрируемости.

Значение
для SOTT-D: Это подтверждает, что неинтегрируемость является структурным свойством, а
не техническим ограничением метода решения. Сложность динамики заложена на фундамен-
тальном алгебраическом уровне.

21.2 Иерархия Фрактальной Сложности Фазового Пространства

В почти ин-
тегрируемых системах (которые типичны в астродинамике,H = H0+εH1, гдеH0 интегрируем,
ε мало) фазовое пространство представляет собой сложную, иерархическую смесь регулярно-
сти и хаоса, характеризующуюся фрактальной геометрией на всех масштабах. Эта структура
является источником вычислительной сложности оптимизации.

21.2.1 Теория КАМ, Проблема Малых Знаменателей и Диофантовы Условия

Теория
Колмогорова-Арнольда-Мозера (КАМ) [9] дает ответ на вопрос о судьбе инвариантных торов
при малом возмущении ε. Она утверждает, что большинство торов не разрушается, а лишь
деформируется. Ключевым моментом является решение проблемы ”малых знаменателей воз-
никающей при попытке линеаризации системы (методом последовательных канонических
преобразований, например, методом Ли) в окрестности тора с вектором частот ν ∈ Rn. В
рядах Фурье (рядах Пуассона), описывающих преобразование, возникают знаменатели вида
〈k, ν〉 =

∑
kiνi (где k ∈ Zn). Они могут становиться сколь угодно малыми для резонансных

частот (где 〈k, ν〉 = 0), что приводит к расходимости рядов и невозможности линеаризации.
Условием

выживания тора является Диофантово условие на вектор частот ν:

|〈k, ν〉| ≥ C

|k|τ
, ∀k ∈ Zn \ 0
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(6.2.1.1)
где C > 0 и

τ > n − 1 — константы. Это условие ограничивает скорость приближения частот к резонанс-
ным значениям (т.е. требует, чтобы частоты были ”достаточно иррациональными”и плохо при-
ближались рациональными числами). Множество Диофантовых частот имеет полную меру Ле-
бега (т.е. ”большинство”торов выживает). Однако топологически это множество является ”жир-
ным”множеством Кантора (Cantor-like set), нигде не плотным множеством.

Связь с
Фрактальностью: Граница между выжившими торами и разрушенными резонансными
зонами имеет фрактальную структуру. Это самоподобное вложение торов и резонансов на всех
масштабах является первым уровнем сложности фазового пространства.

21.2.2 Подкова Смейла, Символическая Динамика и Структурная Роль Множе-
ства Кантора

Фундаментальным
механизмом генерации детерминированного хаоса является Подкова Смейла (Smale, 1967)
[12]. Этот механизм возникает при наличии трансверсальных гомоклинных пересече-
ний устойчивых (W s) и неустойчивых (W u) инвариантных многообразий гиперболических
неподвижных точек (или периодических орбит).

Теорема
6.2.2.1 (Биркгоф-Смейл). Наличие трансверсального гомоклинного пересечения
(W s ⋔ W u 6= ∅) у Cr-диффеоморфизма f (r ≥ 1) влечет существование инвариантного
гиперболического множества Λ, на котором динамика f |Λ топологически сопряжена со
сдвигом Бернулли на пространстве символов {0, 1}Z (символической динамикой).

Множество
Λ гомеоморфно Множеству Кантора C. Это полностью несвязное (totally disconnected),
совершенное множество с нулевой мерой Лебега, но несчетной мощностью.

Схематическая диаграмма соответствующего механизма.

Рис. 6.1. Схе-
матическое изображение механизма Подковы Смейла. Трансверсальное пересечение ин-
вариантных многообразий порождает фрактальное инвариантное множество (Множество
Кантора) и хаотическую динамику (Сдвиг Бернулли).

Важно под-
черкнуть, что этот механизм является структурно устойчивым (сохраняется при малых
C1-возмущениях) и существует даже для аналитических (Cω) систем (Katok & Hasselblatt,
1995) [4]. Гладкость сама по себе не является препятствием для возникновения фрактальной
сложности в ZFC. Топологическая энтропия системы с подковой положительна (htop(f) > 0),
что является количественной мерой хаоса.

Критическая
Роль Множества Кантора: Существование Множества Кантора как топологического объекта
в ZFC является необходимым условием для этого механизма гиперболического хаоса. Именно
полная несвязность C позволяет кодировать динамику бесконечными последовательностями
символов.
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21.2.3 Сеть Арнольда, Глобальная Диффузия и Механизм Перекрытия Резонан-
сов Чирикова

В системах с
числом степеней свободы n ≥ 3, разрушенные резонансные торы не изолируют друг друга (в
отличие от n = 2, где КАМ-торы размерности n − 1 = 1 разделяют фазовое пространство раз-
мерности 2n = 4 на инвариантные области). Они формируют единую связную сеть — Сеть
Арнольда. Эта сеть пронизывает все фазовое пространство, хотя её мера Лебега мала (экспо-
ненциально мала по ε, согласно оценкам Нехорошева).

Диффузия
Арнольда — это медленный дрейф траекторий вдоль этой сети, приводящий к глобальной
нестабильности даже при сколь угодно малых возмущениях. Структура Сети Арнольда явля-
ется фрактальной и чрезвычайно сложной для анализа. Оценка скорости диффузии является
одной из центральных нерешенных проблем Гамильтоновой динамики.

Глобальный
транспорт определяется Механизмом Чирикова (Chirikov, 1979) [3] — перекрытием нели-
нейных резонансов. Когда параметр возмущения ε достаточно велик (превышает критическое
значение εc), ширина резонансных слоев превышает расстояние между ними (Критерий
Чирикова), и локальный хаос становится глобальным. Эта иерархия перекрытий порождает
мультимасштабную сложность, которая делает глобальную оптимизацию вычислительно
неприступной, так как ландшафт стоимости наследует эту фрактальную иерархию.

21.3 Фундаментальные Ограничения Аксиоматики ZFC и Классического Конти-
нуума

Мы утвер-
ждаем, что возможность существования бесконечной фрактальной сложности имманентно
заложена в аксиоматике Классической Теории Множеств (ZFC) и её модели континуума. Мы
проведем анализ того, как базовые аксиомы ZFC способствуют возникновению этих патологий.

21.3.1 Атомистическая Модель R и Отсутствие Внутренней Когезии

ZFC строит
все математические объекты из базового понятия множества, следуя атомистической парадигме.
Континуум R рассматривается как множество изолированных, атомарных точек. Эта конструк-
ция (например, через сечения Дедекинда или классы эквивалентности последовательностей
Коши) опирается на несколько ключевых аксиом:

1. Аксиома Бесконечности: Гарантирует существование множества натуральных чисел N.

2. Аксиома Степень Множества (Power Set Axiom): Позволяет рассматривать множество
всех подмножеств P(N) (или P(Q)). Мощность этого множества соответствует мощно-
сти континуума. Именно эта аксиома вводит в математику объекты чрезвычайно высокой
сложности.

3. Аксиома Выбора (AC) и Закон Исключенного Третьего (LEM): Используются для до-
казательства многих свойств R, таких как полнота и существование неизмеримых мно-
жеств.

Эта атоми-
стическая модель лишена внутренней когезии (Lawvere, 2007) [44]. В ZFC нет имманентного
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понятия ”бесконечной близости”или ”гладкости”на фундаментальном уровне. Это противоре-
чит интуиции Броуэра и Вейля о континууме как о неразложимой среде (”вязкой жидкости”),
где точки не могут быть полностью отделены друг от друга.

Топология
(через определение открытых множеств) и дифференциальные структуры вводятся как внеш-
ние структуры, наложенные поверх атомистического множества. Этот концептуальный разрыв
между базовым множеством (набором точек) и геометрическими структурами (топологией,
гладкостью) является источником патологий.

21.3.2 Патологии Гладкости и Фрактальности как Порождения Атомистической
Парадигмы

Этот разрыв
допускает существование математических объектов, которые могут рассматриваться как арте-
факты выбранной аксиоматики, не имеющие прямого физического аналога:

1. Нигде не дифференцируемые непрерывные функции (Вейерштрасс): Возможны, по-
тому что непрерывность (топология) не накладывает достаточных ограничений на локаль-
ное поведение (дифференциальную структуру). Функция может быть непрерывной, но
иметь бесконечные осцилляции на любом масштабе. В мире, где все функции имманент-
но гладкие (как в SDG), такие объекты не существуют.

2. Множество Кантора C: Является краеугольным камнем фрактальной геометрии и хао-
са (см. Подкову Смейла). Оно возможно, потому что классический континуум допускает
бесконечное деление (процесс удаления интервалов) и существование полностью несвяз-
ных подмножеств положительной мощности. Возможность бесконечного числа разрывов
напрямую следует из атомистической структуры и использования LEM для определения
принадлежности точки к множеству.

3. Кривые Пеано (заполняющие пространство): Существование непрерывных сюръек-
тивных отображений из R1 в Rn (n > 1) возможно из-за того, что непрерывность не со-
храняет размерность в классическом смысле. Это также следствие того, что топология не
достаточно ”жесткая”по отношению к базовому множеству.

Механизмы
хаоса критически опираются на существование этих структур. Если модель континуума
структурно иная (например, когезионная), то и проявления хаоса могут быть иными, как мы
покажем в Главе 13.

21.3.3 Роль Неконструктивной Логики (LEM, AC) в Вычислительной Неразре-
шимости

Классическая
логика, лежащая в основе ZFC, опирается на неконструктивные принципы: Закон Исключенно-
го Третьего (LEM: P ∨ ¬P ) и Аксиому Выбора (AC).

Эти принци-
пы позволяют проводить неконструктивные доказательства существования. Мы можем до-
казать, что объект существует (часто доказательством от противного или используя Лемму Цор-
на, эквивалентную AC), не предоставляя алгоритма для его построения.

Пример
(Оптимизация): Классическая Теорема Вейерштрасса утверждает, что непрерывная функция
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на компакте достигает своего минимума. Доказательство опирается на LEM (через принцип
Больцано-Вейерштрасса или секвенциальную компактность) и не предоставляет общего алго-
ритма нахождения этого минимума. В конструктивной математике эта теорема в общем виде
не верна [33, 41]; требуются более сильные условия (например, равномерная непрерывность
на метрическом компакте Бишопа), которые позволяют построить алгоритм.

Неконструктивность
лежит в основе многих результатов о вычислительной неразрешимости (Pour-El & Richards,
1989) [40]. Например, существование невычислимых вещественных чисел (Числа Чейтина
Ω) или неразрешимость проблемы остановки. В контексте сложных систем это означает,
что оптимальное решение может существовать в ZFC, но его нахождение алгоритмически
невозможно. Разрыв между существованием и вычислимостью является фундаментальным
ограничением ZFC для прикладных задач оптимизации.

21.4 Вывод: Необходимость Смены Парадигмы и Формулировка Гипотезы Мо-
дальной Регуляризации

Мы сталки-
ваемся с ситуацией, когда используемая математическая модель (ZFC) допускает патологи-
ческую сложность и вычислительную неразрешимость. Физические модели, построенные на
этой основе, наследуют эти свойства.

Решение тре-
бует перехода к новым основаниям, которые должны удовлетворять следующим требованиям:

1. Когезионный Континуум: Модель, где гладкость и связность являются имманентными
свойствами, препятствующими формированию патологических структур на уровне на-
блюдения.

2. Конструктивная Логика: Основания, где существование связано с вычислимостью, вос-
станавливая алгоритмическую природу математики.

Смена осно-
ваний не обходит барьеры BSS магически (NP-трудность, связанная с высокой размерностью,
остается), но позволяет переформулировать задачу и обеспечить условные гарантии путем ис-
пользования регуляризующих свойств новой вселенной. Мы формулируем гипотезу, использу-
ющую аппарат модальностей (из Cohesive HoTT) для точного описания регуляризации. Важно
отметить, что мы не утверждаем, что хаос исчезает; мы утверждаем, что его структура и наблю-
даемые свойства меняются при изменении уровня наблюдения, задаваемого модальностями.

Гипотеза
Модальной Когезионной Регуляризации (Формулировка):

Вложение
классической Гамильтоновой системы в Гладкий Когезивный Топос E приводит к синтетиче-
ской системе (M∼,H∼).

(1) Имма-
нентная Гладкость: Функционал стоимости J∼ на пространстве траекторий T∼ является
имманентно гладким (C∞), устраняя патологическую негладкость (фрактальность ландшафта),
порожденную классической моделью.

(2) Модаль-
ное Наблюдение и Сглаживание:При наблюдении через модальность Формы (Shape,

∫
), дина-

мика системы регуляризуется на гомотопическом уровне. Фрактальные структуры (например,
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Множества Кантора в Подковах Смейла), хотя и могут существовать как замкнутые подмноже-
ства (на уровне ]), отображаются в более простые, связные гомотопические типы

∫
(M∼). В

частности, форма Множества Кантора стягиваема.
(3) Сни-

жение Сложности: Это приводит к снижению наблюдаемой сложности, количественно
измеряемой как Shape-энтропия htop(

∫
) < htop(class) для гиперболических систем.

(4) Кон-
структивная Оптимизация: В сочетании с конструктивной логикой и геометрической
формулировкой оптимизации (через Rℓ), это позволяет доказать существование глобального
оптимума и конструктивно извлечь его при выполнении сильных условий уникальности
(подтерминальности, Н3) и спуска (Н1, Н2).

Пределы
Применимости Гипотезы: Регуляризация наиболее эффективна для систем, где сложность
порождается фрактальными структурами (гиперболический хаос). Она не устраняет вычисли-
тельную сложность, связанную с высокой размерностью или невыпуклостью, но устраняет
сложность, связанную с фрактальностью ландшафта.



Глава 22

КРИТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЕРЕДОВЫХМЕТОДОВ
ОПТИМИЗАЦИИ И АНАЛИЗА СЛОЖНОСТИ

Анализ эво-
люции методов оптимизации и анализа динамических систем показывает, что усложнение
математического аппарата является попыткой компенсировать фундаментальные недостатки
классических оснований, оставаясь при этом в их рамках. Мы проведем детальный крити-
ческий обзор существующих подходов, чтобы обосновать необходимость парадигмального
сдвига, предложенного в SOTT-D.

22.1 Пределы Численных и Стохастических Методов: Проклятие Размерности и
Фрактальность

Численные
методы (методы колокации, псевдоспектральные методы) и стохастические методы (гене-
тические алгоритмы, дифференциальная эволюция, MCMC, Simulated Annealing) являются
основными инструментами в практике MGA-DSM.

Численные
(Прямые) Методы: Транскрибируют задачу оптимального управления в задачу нелинейного
программирования (NLP) большой размерности. Они эффективны для нахождения локальных
минимумов, но их сходимость критически зависит от качества начального приближения (initial
guess). Гарантии глобальности отсутствуют в невыпуклых задачах.

Стохастические
(Эвристические) Методы: Пытаются найти глобальный оптимум путем статистического ис-
следования пространства поиска.

Фундаментальное
Ограничение: Их неэффективность обусловлена фрактальной сложностью и многоэкстре-
мальностью ландшафта (Раздел 6.2). Они пытаются аппроксимировать патологическое
пространство конечным числом точек.

1. Экспоненциальная Чувствительность (Хаос):Малые изменения параметров приводят
к большим изменениям траектории (положительные показатели Ляпунова λ > 0). Это де-
лает ландшафт J чрезвычайно изрезанным. Градиентная информация локальна и непред-
ставительна для глобальной структуры. Вблизи гомоклинных пересечений ландшафт мо-
жет иметь бесконечное число локальных минимумов.

2. Узость Бассейнов Притяжения: Оптимальные решения (например, использующие резо-
нансы или ITN) часто имеют очень узкие бассейны притяжения, окруженные областями
высокой стоимости. Вероятность случайного попадания в них экспоненциально мала. На-
пример, ширина резонансных каналов может быть порядка 10−6 или меньше в нормиро-
ванных единицах.

54
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3. Проклятие Размерности (Curse of Dimensionality): В задаче MGA-DSM размерность
пространства поиска d велика. Для миссии с NGA гравитационными маневрами и NDSM

импульсами размерность может достигать d ≈ 4NGA + 4NDSM . Сложность глобального
поиска растет экспоненциально как O(Cd).

Вывод: Эти
методы пытаются решить задачу, которая структурно слишком сложна для них. Гарантии гло-
бальности отсутствуют или являются вероятностными и нестрогими. Попытки улучшить эти
методы (например, гибридные алгоритмы) достигают лишь линейного улучшения производи-
тельности, не решая экспоненциальной проблемы.

22.2 Теория Динамических Систем (DST) и Сложность Глобального Транспорта

Методы DST
(Koon et al., 2008) [5] предлагают геометрический подход к проектированию траекторий. Они
используют структуры фазового пространства— инвариантные многообразия (W s,W u) перио-
дических орбит (например, орбит Ляпунова, Гало-орбит вокруг точек либрации L1/L2), трубки
и их пересечения — для построения низкоэнергетических траекторий (Межпланетная Транс-
портная Сеть, ITN).

Этот подход
позволил обнаружить новые классы траекторий (например, баллистический захват), но имеет
ограничения в контексте глобальной оптимизации:

Фундаментальное
Ограничение: В неинтегрируемых системах эти многообразия имеют чрезвычайно сложную
структуру.

1. ГомоклинныеПлетения (Homoclinic Tangles):ПересеченияW s иW u формируют беско-
нечно сложные плетения (фрактальные структуры), которые являются источником хаоса
(Подков Смейла). Анализ этих структур возможен только локально или с использовани-
ем пертурбативных методов (например, функции Мельникова), которые не дают полной
картины глобальной динамики.

2. Сложность Глобального Транспорта: Анализ Диффузии Арнольда упирается в необ-
ходимость описания фрактальной геометрии Сети Арнольда (Раздел 6.2.3). Предсказание
долгосрочного транспорта между различными областями фазового пространства является
открытой проблемой, не поддающейся эффективному численному анализу. Время диффу-
зии может быть экспоненциально большим.

3. Ограниченность Моделей: Методы DST часто опираются на упрощенные модели (на-
пример, CR3BP), и перенос результатов на полные эфемеридные модели (с учетом воз-
мущений, неавтономности) затруднен из-за разрушения или деформации инвариантных
структур (например, разрушение КАМ-торов при добавлении возмущений).

Вывод: Ме-
тоды DST эффективны для локального анализа и построения начальных приближений, но не
предоставляют инструментов для гарантированной глобальной оптимизации в многомерных си-
стемах с сильным взаимодействием резонансов. Они описывают скелет динамики, но не могут
полностью контролировать хаотический транспорт.
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22.3 ГлобальныеИнварианты:СимплектическаяТопология (ГомологииФлоера)
и Неразрешимость

Для глобаль-
ного анализа симплектических многообразий (которыми являются фазовые пространства Га-
мильтоновых систем) были разработаны мощные топологические инварианты, призванные пре-
одолеть локальность классических методов.

Симплектическая
Топология и Гомологии Флоера (HF). Теория Флоера (Floer, 1988) [43], развитая в работах
Хофера, Саламона и других, предоставляет инварианты, кодирующие глобальную связность и
динамику через анализ псевдоголоморфных кривых (решений нелинейных УЧП типа Коши-
Римана). Она позволяет доказывать теоремы существования периодических орбит (Гипотеза
Арнольда) и оценивать сложность динамики через симплектическую емкость и инварианты
Хофера-Зендера. Гомологии Флоера являются бесконечномерным аналогом теории Морса.

Критика
и Ограничения: Несмотря на теоретическую мощь, эти методы имеют фундаментальные
ограничения в контексте вычислимости.

1. Вычислительная Неразрешимость: Вычисление HF требует анализа пространств моду-
лей решений нелинейных эллиптических УЧП. Показано, что в общем случае эта задача
является вычислительно неразрешимой. Сложность вычисления HF является прямым
отражением сложности динамики, которую она описывает. Не существует общего алго-
ритма для вычисления этих инвариантов. Это связано с тем, что проблема нахождения
псевдоголоморфных кривых может быть сведена к неразрешимым проблемам теории вы-
числимости.

2. Сложность Применения к Конкретным Системам: Применение теории Флоера к кон-
кретным физическим системам (как задачаN -тел) чрезвычайно затруднено из-за сложно-
сти проверки необходимых аналитических условий (например, трансверсальности, ком-
пактности пространств модулей, выбора почти комплексной структуры).

Вывод: Эти
методы предоставляют глубокое теоретическое понимание глобальной структуры, но не дают
вычислимых алгоритмов оптимизации. Они остаются в рамках ZFC и наследуют её ограниче-
ния, связанные с неразрешимостью. Они доказывают существование сложности, но не предо-
ставляют инструментов для её преодоления.

22.4 Синтез: Поиск Фундаментального Решения через Теорию Топосов (Сравни-
тельный Анализ Таблица 7.1)

Анализ под-
тверждает наличие Кризиса Сложности. Передовые методы пытаются бороться со сложностью,
порожденной ZFC, используя инструменты, построенные на той же основе. Они упираются в
фундаментальные барьеры вычислимости и сложности.

Решение тре-
бует изменения самой математической вселенной. Необходим переход к основаниям, которые
обеспечивают имманентную когезию, гладкость, основаны на конструктивной логике и позво-
ляют формализовать регуляризацию сложности с помощью модальностей. Этим требованиям
удовлетворяет Теория Гладких Когезивных Топосов.

Таблица 7.1.
Сравнительный Анализ Подходов к Глобальной Оптимизации и Анализу Сложности
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Метод Основа (Парадигма) Подход к Хаосу/Сложности Гарантия Глобальности Вычислимость/Реализуемость Ограничения

Численные/Стохаст. ZFC, Численный Анализ Игнорируется (статистически) Нет (Вероятностная) Практическая (Локально) Проклятие размерности, фрактальность ландшафта
DST ZFC, Диф. Геометрия Анализируется (Локально) Нет Практическая (Локально) Сложность глобального транспорта, Диффузия Арнольда
Топологические (Флоер) ZFC, Симплектическая Топология Анализируется (Глобально) Теоретическая (Существование) Нет (Неразрешимо) Вычислительная неразрешимость инвариантов
AIT ZFC, Теория Информации Измеряется (Колмогоровская Сложность) Абсолютная (Теоретическая) Нет (Невычислимо) Не предоставляет алгоритмов оптимизации
SOTT-D (Данная работа) Топосы, CoHoTT, Констр. Логика Регуляризуется (Модально через

∫
) Условная (Конструктивная, при H1-H3) Да (Теоретически), Практически Сложно (Снижение сложности через регуляризацию) Экстремальная вычислительная сложность GCS, строгие условия Н3 (уникальность)



Часть IV

Математический аппарат: топосы,
синтетическая геометрия и когезия

58



Глава 23

ТЕОРИЯ ТОПОСОВ И ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ
ЛОГИКА: АБСТРАКТНЫЕ ВСЕЛЕННЫЕ

Теория Топо-
сов, возникшая в работах Гротендика по Алгебраической Геометрии и развитая Ловером и Тир-
ни в логическом направлении, предоставляет универсальный язык для построения альтернатив-
ных математических вселенных, в которых геометрия и логика неразрывно связаны. Топос —
это категория, которая ведет себя подобно категории множеств Set, но допускает более бога-
тую внутреннюю структуру и, как правило, интуиционистскую логику. В этой главе мы изло-
жим необходимые концепции, следуя классическим работам (Mac Lane & Moerdijk, 1992 [22];
Johnstone, 2002 [19]), и введем аппарат Геометрической Логики, критически важный для SOTT-
D.

23.1 От Категорий к Топосам: Обобщенные Пространства и ПеременныеМноже-
ства (Лемма Йонеды)

Теория Кате-
горий изучает структуры (объекты) и их взаимосвязи (морфизмы). Топосы позволяют форма-
лизовать понятия ”обобщенного пространства”(геометрический аспект) и ”переменного мно-
жества”(логический аспект), где ”переменность”определяется геометрическим контекстом.

Фундаментальным
результатом, позволяющим перейти от локального к глобальному взгляду и рассматривать
объекты как функторы, является Лемма Йонеды.

Лемма 8.1.1
(Лемма Йонеды). Для любой локально малой категории C и объекта X ∈ C, функтор
HomC(−, X) : Cop → Set полностью определяет X с точностью до изоморфизма. Точнее, суще-
ствует естественный изоморфизм между функтором F : Cop → Set и множеством естественных
преобразований Nat от представимого функтора HomC(−, X) к F :

Nat(HomC(−, X), F ) ∼= F (X)

Это позволя-
ет рассматривать объекты как представимые предпучки и вкладывать C в категорию предпучков
SetCop (Вложение Йонеды Y : C → SetCop). Объект определяется тем, как другие объекты (на-
зываемые ”зондами”или ”стадиями”) отображаются в него (его ”обобщенными точками”). Этот
переход к функториальной семантике является первым шагом к построению Топосов.
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23.2 Топосы Гротендика как Категории Пучков: Сайты и Аксиома Склейки

Топосы Гро-
тендика моделируют ”обобщенные пространства”. Они строятся как категории пучков Sh(C, J)
на Сайте (C, J). Сайт состоит из категории C (базовые геометрические объекты, например, от-
крытые множества топологического пространства или C∞-локусы в SDG) и Топологии Гротен-
дика J .

Определение
8.2.0.1 (Топология Гротендика J). Топология Гротендика на C определяет для каждого объекта
U набор сит (семейств морфизмов с целью U ), называемых покрывающими ситами J(U),
удовлетворяющих аксиомам:

1. Максимальное сито: Hom(−, U) всегда в J(U).

2. Стабильность при стягивании (Pullback): Если S ∈ J(U) и f : V → U , то f∗(S) ∈
J(V ).

3. Локальность (Транзитивность): Если S ∈ J(U) и для каждого f : V → U в S имеем
Rf ∈ J(V ), то объединение Rf (в определенном смысле) также является покрывающим
ситом U .

Эти аксиомы
формализуют понятие ”локальной истины”.

Определение
8.2.1 (Пучок). Предпучок F (функтор F : Cop → Set) является Пучком относительно топо-
логии J , если он удовлетворяет Аксиоме Склейки (Sheaf Condition): для любого объекта
U ∈ C и любого покрытия {Ui → U}i∈I (представляющего покрывающее сито S), диаграмма,
индуцированная F , является уравнителем (equalizer):

F (U) →
∏
i

F (Ui) ⇒
∏
i,j

F (Ui ×U Uj)

Это означа-
ет, что данные (сечения) si ∈ F (Ui), определенные локально и согласованные на пересечениях
(точнее, на стягиваниях Ui ×U Uj), т.е. si|Uij = sj |Uij , могут быть однозначно склеены в
глобальное сечение s ∈ F (U) такое, что s|Ui = si.

Это обеспе-
чивает локально-глобальный принцип, фундаментальный для геометрии и критически важный
для механизма спуска (Descent Theory) в SOTT-D (Раздел 14.7.2). Категория пучков Sh(C, J)
является Топосом Гротендика.

23.3 Элементарные Топосы как Математические Вселенные: Аксиоматика
Ловера-Тирни

Ловер и Тир-
ни аксиоматизировали понятие Топоса как самодостаточной математической вселенной, не обя-
зательно являющейся Топосом Гротендика (хотя все Топосы Гротендика являются элементарны-
ми).

Определение
8.3.1 (Элементарный Топос). Элементарный Топос E — это категория, обладающая следую-
щими свойствами:



SOTT-D
Глава 23. ТЕОРИЯ ТОПОСОВ И ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ЛОГИКА: АБСТРАКТНЫЕ

ВСЕЛЕННЫЕ 61

1. Конечные Пределы: Существование терминального объекта (1), произведений (×) и
уравнителей. (Из этого следует существование всех конечных пределов, включая стяги-
вания).

2. Картезианская Замкнутость (Экспоненциалы): Для любых объектовX,Y , существует объ-
ект отображений Y X (внутренний Hom), удовлетворяющий естественному сопряжению:

HomE(Z ×X,Y ) ∼= HomE(Z, Y X)

(8.3.1)

Это позволяет определять функциональные пространства (например, пространство траек-
торий T∼) внутри Топоса и обеспечивает существование логики высшего порядка.

3. Классификатор Подобъектов (Ω). Существует объект Ω и морфизм true : 1 → Ω, кото-
рый классифицирует подобъекты (мономорфизмы). Для любого мономорфизмаm : A ↪→
X существует единственный характеристический морфизм χm : X → Ω такой, что следу-
ющая диаграмма является стягиванием (pullback):

Ω играет
роль объекта истинностных значений во внутреннем языке Топоса. В Set, Ω = {0, 1}. В Топосе
Пучков, Ω(U)— это множество открытых подмножеств U (или, более общо, множество сит на
U ).

23.4 Внутренняя Логика Топоса: Интуиционизм, Гейтинговы Алгебры и Отказ
от LEM

Внутренняя
логика общего Топоса является интуиционистской (логикой высшего порядка, или Теорией
Типов, в современном изложении — HoTT). Эта логика может быть описана с помощью языка
Митчелла-Бенабу (Mitchell-Bénabou language), который позволяет рассуждать об элементах
объектов Топоса так, как если бы они были множествами.

Множество
глобальных элементов Γ(Ω) = HomE(1,Ω) (глобальных истинностных значений) образует
Гейтингову Алгебру (Heyting Algebra). Более общо, для любого объекта X , множество его
подобъектов Sub(X) ∼= Hom(X,Ω) также образует Гейтингову Алгебру.

Определение
8.4.1 (Гейтингова Алгебра). Гейтингова Алгебра — это ограниченная решетка (H,∧,∨, 0, 1),
в которой для любых элементов a, b существует наибольший элемент x такой, что a ∧ x ≤ b.
Этот элемент называется относительным псевдодополнением и обозначается a⇒ b.

В Гейтинго-
вой Алгебре, в общем случае, не выполняется Закон Исключенного Третьего (LEM): P ∨ ¬P
не всегда истинно. Отрицание определяется как ¬P ≡ (P ⇒ 0). Также не выполняется Закон
Двойного Отрицания: ¬¬P ⇒ P не всегда верно (хотя P ⇒ ¬¬P верно всегда).

Пример (То-
пос Пучков на Топологическом Пространстве): Ω(U)— множество открытых подмножеств
U . Отрицание ¬V определяется как внутренность дополнения V . Если V открыто, но не за-
мкнуто (например, интервал (0, 1) в R), то ¬V — это дополнение без границы. Тогда ¬¬V —
это внутренность замыкания V . В этом случае V 6= ¬¬V , и V ∨ ¬V 6= U (граница не покрыта).

Принцип
Конструктивности: Отказ от LEM требует конструктивных доказательств. Доказательство
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существования (∃x.P (x)) в интуиционистской логике требует явного построения (алгоритма
для нахождения) свидетеля x. Это обеспечивает прямую связь между логикой и вычислимо-
стью (Соответствие Карри-Ховарда-Ламбека), что лежит в основе алгоритма GCS (Глава 15).
Топос является Булевым (т.е. его логика классическая) тогда и только тогда, когда Ω ∼= 1 + 1 и
Аксиома Выбора выполняется.

23.5 Семантика Крипке-Жояля: Интерпретация Логики в Геометрии

Семантика
Крипке-Жояля предоставляет точный способ интерпретации формул внутреннего языка
Топоса Пучков Sh(C) через отношение вынуждения (forcing relation) U ⊩ ϕ (”формула ϕ
истинна на стадии U ∈ C”). Это обобщение семантики Крипке для интуиционистской логики
на категорный язык.

23.5.1 Локальный Характер Существования (⊩ ∃) и Роль Покрытий

Ключевым
моментом является интерпретация квантора существования и дизъюнкции, которая отражает
локальный характер истины, определяемый Топологией Гротендика J .

• U ⊩ ϕ ∧ ψ ⇐⇒ U ⊩ ϕ и U ⊩ ψ. (Конъюнкция проверяется на самой стадии).

• U ⊩ ∀x ∈ X.ϕ(x) ⇐⇒ для всех морфизмов f : V → U и всех сечений a ∈ X(V ),
V ⊩ ϕ(a). (Всеобщность проверяется на всех последующих стадиях).

• U ⊩ ϕ ∨ ψ ⇐⇒ существует покрытие {Ui → U} такое, что для каждого i, Ui ⊩ ϕ или
Ui ⊩ ψ. (Истина дизъюнкции проверяется локально на покрытии).

• U ⊩ ∃x ∈ X.ϕ(x) ⇐⇒ существует покрытие (эпиморфизм) π : V → U и элемент
(локальный свидетель) a : V → X такой, что V ⊩ ϕ(a). (Существование проверяется
локально на покрытии).

Это означает,
что существование имеет локальный характер. Истинность формулы в Топосе (т.е. 1 ⊩ ϕ)
означает, что она истинна локально на некотором покрытии терминального объекта 1.

23.5.2 Проблема Глобальных Сечений и Теория Спуска (Descent Theory)

Локальное
существование не гарантирует существования глобального свидетеля (элемента в
Γ(X) = Hom(1, X)).

Фундаментальное
Наблюдение: Непустой объект в Топосе (т.е. 1 ⊩ ∃x ∈ X , или эквивалентно, X не является
начальным объектом) может не иметь глобальных сечений (Γ(X) = ∅). Например, пучок
нетривиальных локально константных функций на связном пространстве (нетривиальное
накрывающее расслоение).

Для перехо-
да от локального существования к глобальному требуется процедура спуска (Descent). Теория
Спуска (развитая Гротендиком) изучает условия, при которых локальные данные могут быть
склеены в глобальный объект. Это эквивалентно Аксиоме Склейки для пучков (8.2.1). Склейка
возможна только при выполнении условий согласования на пересечениях (данных спуска,
descent data).
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Данные
Спуска: Для покрытия {Ui → U}, данные спуска состоят из набора локальных объектов {Xi}
на Ui и изоморфизмов согласования φij : Xi|Uij → Xj |Uij , удовлетворяющих коциклическому
условию φjk ◦ φij = φik на тройных пересечениях Uijk.

В SOTT-D
мы используем частный случай — подтерминальную склейку (см. Главу 14.7.2), где согла-
сование обеспечивается уникальностью (Гипотеза Н3). Это критический момент: гарантия
глобальности требует не только доказательства существования в Топосе, но и обеспечения
строгих условий для спуска.

23.6 Геометрические Морфизмы и Фундаментальное Сопряжение (∆ a Γ)

Взаимосвязь
между Топосами описывается Геометрическими Морфизмами.

Определение
8.6.1 (Геометрический Морфизм). Геометрический морфизм f : F → E состоит из пары
сопряженных функторов f∗ a f∗, где f∗ : E → F (Inverse Image функтор) сохраняет конечные
пределы (left exact), а f∗ : F → E (Direct Image функтор).

Для любого
Топоса Гротендика E (определенного над Set) существует канонический геометрический мор-
физм γ : E → Set, заданный фундаментальным сопряжением:

∆ a Γ

(8.6.1)
Где

∆ : Set → E (Inverse Image) — функтор константного пучка (сопоставляет множеству S
пучок, чьи сечения на U суть локально константные функции со значениями в S), а Γ : E → Set
(Direct Image) — функтор глобальных сечений.

23.7 Геометрическая Логика: Секвенции и Фундаментальная Инвариантность

Для перено-
са результатов между Топосами (в частности, для Экстракции) необходим фрагмент логики,
который устойчив к таким переходам.

Определение
8.7.1 (Геометрическая Логика). Геометрическая Логика — это фрагмент логики первого по-
рядка, формулы которого строятся с использованием: > (истина), ∧ (конечные конъюнкции),∨
(произвольные, возможно бесконечные, дизъюнкции) и ∃ (квантор существования). Они не

содержат⇒, ¬ и ∀ в общем виде.
Геометрические

утверждения формулируются в виде секвенций ϕ `x ψ, где ϕ,ψ — геометрические формулы
в контексте переменных x. Это интерпретируется как ∀x(ϕ(x) ⇒ ψ(x)). Хотя секвенция
использует ∀ и ⇒, она считается геометрической, потому что её истинность сохраняется
специальным классом функторов.

23.7.1 Сохранение Истины под Inverse Image (∆)

Фундаментальная
Теорема 8.7.1.1 (Инвариантность Геометрической Логики). Функтор Inverse Image (f∗, в
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частности ∆) геометрического морфизма сохраняет истинность геометрических секвенций
(Vickers, 2007) [23].

Это озна-
чает, что если геометрическая теория истинна в E , она также истинна в F . Это свойство
используется для переноса аксиом и теорий между контекстами. Например, аксиомы кольца
являются геометрическими, поэтому если R— кольцо в Set, то∆(R)— кольцо в E .

23.7.2 Ограничения Direct Image (Γ) и Стратегия Геометрической Экстракции

Функтор
Direct Image (Γ), как правый сопряженный, сохраняет пределы (включая ∧ и ∀), но в общем
случае не сохраняет копределы (включая

∨
и ∃).

Критическое
Замечание: Γ не сохраняет истинность геометрических формул в общем случае, потому что
они содержат

∨
и ∃. В частности, из E ⊩ ∃x.ϕ(x) (локальное существование) не следует

Set ⊩ ∃x.Γ(ϕ)(x) (глобальное существование). Функтор Γ не является сюръективным на
уровне логических утверждений.

Это фунда-
ментальное ограничение означает, что прямой перенос логических утверждений о существо-
вании через Γ некорректен. Метод SOTT-D использует более тонкую стратегию Экстракции
(Глава 18), основанную на комбинации:

1. Формулировки задачи в Геометрической Логике с использованием объектов (как Rℓ), чьи
свойства (порядок, инфимумы) корректно переносятся Γ (см. Логический Паспорт 18.1).

2. Использования механизма спуска (подтерминальной склейки) для обеспечения существо-
вания глобальных сечений, обходя необходимость прямого сохранения ∃ под Γ. Мы дока-
зываем существование глобального сечения не логически (применяя Γ к ∃), а геометриче-
ски (склеивая локальные сечения).



Глава 24

СИНТЕТИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ
ГЕОМЕТРИЯ (SDG): АЛГЕБРАИЗАЦИЯ АНАЛИЗА

Синтетическая
Дифференциальная Геометрия (SDG) — это переформулировка дифференциальной геометрии
в рамках Топоса, основанная на использовании строгих нильпотентных инфинитезималей.
Она предоставляет когезионную и имманентно гладкую модель континуума, необходимую для
регуляризации сложности (Kock, 2006 [27]; Moerdijk & Reyes, 1991 [32]).

24.1 Мотивация: Имманентная Гладкость и ВозвращениеНильпотентныхИнфи-
нитезималей

SDG реа-
лизует интуицию Лейбница, Эйлера и Картана, возвращая инфинитезимали как строгие
математические объекты. В классическом анализе (развитом Вейерштрассом и Коши в XIX ве-
ке) они были элиминированы и заменены аппаратом пределов (ε−δ) для обеспечения строгости.
SDG показывает, что строгость может быть достигнута и без элиминации инфинитезималей,
при условии изменения базовой логики на интуиционистскую. SDG позволяет заменить
аналитические конструкции (пределы, производные как пределы разностных отношений)
алгебраическими (операции с нильпотентами), что ведет к алгебраизации анализа.

24.2 Аксиома Кока-Ловера (KL) и Принцип Микролинейности

SDG вводит-
ся аксиоматически в рамках Топоса E . Предполагается существование объекта R∼ (Синтети-
ческий Континуум), который является коммутативным кольцом с единицей, и объекта инфини-
тезималей первого порядка D.

Определение
9.2.1 (Инфинитезимали Первого Порядка).

D = x ∈ R∼ | x2 = 0

(9.2.1)
Центральной

аксиомой является Аксиома Кока-Ловера, которая формализует идею о том, что касательная
прямая является наилучшей линейной аппроксимацией кривой на инфинитезимальном
масштабе.

Аксиома
9.2.1 (Кока-Ловера, KL).Отображениеα : R∼×R∼ → (R∼)D, заданное какα(a, b)(d) = a+b·d
для d ∈ D, является изоморфизмом.

65
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Здесь (R∼)D

— экспоненциальный объект, представляющий все отображения изD в R∼. Геометрически, это
касательное расслоение TR∼.

Интерпретация
(Принцип Микролинейности): Аксиома KL утверждает, что любая функция f : D → R∼

является единственным образом представимой в виде аффинной функции f(d) = a+ b · d. Гео-
метрически это означает, что континуум ”локально линеен”на инфинитезимальном масштабе
D. Не существует кривых на масштабе D, которые не были бы прямыми. Коэффициенты a и b
интерпретируются как значение функции и её производная: a = f(0), b = f ′(0).

24.3 Синтетический Континуум (R∼) и Иерархия Инфинитезималей (D,Dk)

Согласованность
Аксиомы KL с нетривиальностью D (D 6= {0}) накладывает строгие ограничения на логику
Топоса.

Теорема
9.3.1. Если Аксиома KL выполняется и D 6= {0}, то внутренняя логика Топоса E должна быть
интуиционистской.

Доказательство:
Предположим, что логика классическая (выполняется LEM). Рассмотрим элемент d ∈ D, т.е.
d2 = 0. По LEM, либо d = 0, либо d 6= 0.

Если мы
предположим, что R∼ является полем (как классическое R), то если d 6= 0, то d обратим
(существует d−1).

Умножим
d2 = 0 на d−1: d2 · d−1 = 0 · d−1, что дает d = 0.

Это противо-
речит предположению d 6= 0. Следовательно, если D 6= {0}, то либо R∼ не является полем,
либо логика не является классической. В моделях SDGR∼ не является полем (инфинитезимали
необратимы), и логика обязана быть интуиционистской. В интуиционистской логике из d2 = 0

не следует d = 0. □
Как след-

ствие, порядок на R∼ не является тотальным (не верно, что ∀x, y.(x ≤ y ∨ y ≤ x)). Например,
для d ∈ D, d 6= 0, не верно ни d > 0, ни d < 0, ни d = 0.

Определяются
инфинитезимали высших порядков: Dk = {x ∈ R∼ | xk+1 = 0}, а также инфинитезимальные
окрестности точки x: Dk(x) = x + Dk. Эти объекты играют ключевую роль в регуляризации
гибридной динамики (Раздел 16) и анализе стабильности (Раздел 17), так как они кодируют
информацию о производных высших порядков.

24.4 Фундаментальная Теорема об Автоматической Гладкости (C∞)

Из Аксиомы
KL следует самое важное свойство SDG, которое является основой для регуляризации функ-
ционалов в SOT.

Теорема
9.4.1 (Автоматическая Гладкость). В модели SDG любая функция f : (R∼)n → R∼,
определенная во внутреннем языке Топоса, является бесконечно дифференцируемой (C∞).

Доказательство:
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Аксиома KL гарантирует существование и единственность производной f ′(x) (как показано
в 9.2). Повторное применение этого принципа к самой производной (которая также является
функцией в Топосе, благодаря картезианской замкнутости) гарантирует существование про-
изводных всех порядков. Формальное доказательство использует свойства экспоненциалов и
обобщенную Аксиому KL(k) для инфинитезималей Dk.

Обобщенная
Аксиома KL(k): Любая функция f : Dk → R∼ является полиномом степени не выше k:

f(d) = f(0) + f ′(0)d+
1

2
f ′′(0)d2 + · · ·+ 1

k!
f (k)(0)dk, ∀d ∈ Dk

Существование
всех производных f (k)(0) гарантировано этой аксиомой. Это точная формула Тейлора без оста-
точного члена. □

Следствия:
В SDG не существует патологических функций (типа Вейерштрасса или нигде не дифференци-
руемых функций). Все динамические системы и функционалы стоимости, определенные в SDG,
являются имманентно гладкими. Это устраняет негладкость, порожденную классическими
моделями, на фундаментальном уровне.

24.5 Конструктивный Анализ и Объекты Вещественных Чисел

В конструк-
тивной математике классическое понятие вещественного числа расщепляется на несколько
неэквивалентных понятий (Вещественные Коши, Вещественные Дедекинда, Нижние/Верхние
Вещественные). Выбор правильного объекта критически важен для SOT и корректности
экстракции, так как он должен обладать как аналитическими свойствами (полнота), так и
логическими (геометричность предиката порядка).

24.5.1 Ограничения Вещественных Дедекинда (R∼)

Стандартный
континуум R∼ в SDG обычно моделируется Вещественными Дедекинда (парами (L,U) сече-
ний Q, удовлетворяющих определенным аксиомам). Он имеет нетотальный порядок. Предикат
порядка ≤ на R∼ определяется как:

x ≤ y ⇐⇒ (∀q ∈ Q.q < x =⇒ q < y) ∧ (∀r ∈ Q.y < r =⇒ x < r)

Это опреде-
ление использует импликацию (⇒) и квантор всеобщности (∀) над Q. В интуиционистской
логике эти связки не являются геометрическими (Определение 8.7.1). Это делает R∼ непригод-
ным для формулировок оптимизации, которые должны быть устойчивы при переносе через
функтор Γ (который не сохраняет⇒ в общем случае).

24.5.2 Нижние Вещественные (Rℓ): Конструктивное Определение и Свойства
(Box 9.1)

Для задач оп-
тимизации (минимизации) мы используем Нижние Вещественные числа (Rℓ). Они определя-
ются как нижние сечения Дедекинда и обладают лучшими свойствами с точки зрения Геомет-
рической Логики и конструктивной топологии (теории локалей).
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Box 9.1: Строгое Конструктивное Определение и Свойства Нижних Веществен-
ных (Rℓ)

Определение:Нижнее вещественное число x определяется как непустое подмноже-
ство рациональных чисел Lx ⊂ Q, удовлетворяющее условиям:

1. Нижняя Замкнутость (Lower): ∀q ∈ Q.(∃r ∈ Lx.q < r) =⇒ q ∈ Lx. (Если q
меньше некоторого элемента сечения, то q также в сечении).

2. Округленность (Rounded/Inhabited): ∀q ∈ Lx.∃r ∈ Lx.q < r. (Для любого
элемента сечения существует больший элемент в сечении).

Rℓ — это объект всех таких подмножеств в Топосе E .
Ключевые Свойства для SOT:

1. Полнота по Инфимумам (Inf-полнота): Любое населенное и ограниченное
снизу подмножество A ⊂ Rℓ имеет точную нижнюю грань (infA). Инфимум
определяется как объединение сечений:LinfA =

⋃
x∈A Lx. Это необходимо для

существования минимума.
2. ТопологическиеСвойства:Rℓ является локально-компактной локалью (в кон-

структивном смысле), что обеспечивает необходимые свойства для анализа
сходимости.

3. Нижняя Полунепрерывность (l.s.c.): Топология наRℓ (Топология Скотта) та-
кова, что непрерывные функции со значениями в Rℓ естественно интерпрети-
руются как нижне-полунепрерывные. Это критично для существования мини-
мумов и Γ-сходимости.

4. Геометричность Порядка: Отношение строгого порядка < определяется гео-
метрической формулой (см. 9.5.3).

5. Согласованность с Γ (Переносимость): Функтор Γ переводит Rℓ в классиче-
ские нижние вещественные числа, сохраняя порядок и инфимумы (см. Логиче-
ский Паспорт 18.1) [19].

24.5.3 Доказательство Геометричности Порядка и Сохранения Инфимумов для
Rℓ

Мы приво-
дим строгое обоснование ключевых свойств Rℓ, необходимых для Теоремы об Экстракции
(18.2).

Лемма
9.5.3.1 (Геометричность Порядка < на Rℓ). Отношение строгого порядка x < y на Rℓ

определяется геометрической формулой.
Доказательство:

По определению порядка на Rℓ через сечения Дедекинда, x < y тогда и только тогда, когда
Lx строго содержится в Ly. Это эквивалентно существованию рационального числа q, которое
разделяет их:

x < y ⇐⇒ ∃q ∈ Q.(q ∈ Ly ∧ q /∈ Lx)

Используя
определение Lx, Ly и свойства порядка на Q, это можно переписать в строго геометрической
форме (используя только ∃,∧,

∨
над базовыми предикатами Q):
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x < y ⇐⇒ ∃q ∈ Q.(x < q ∧ q ≤ y)

(9.5.3.1)
(Здесь x < q

означает ∃r ∈ Q.(r ∈ Lx ∧ r < q), а q ≤ y означает q ∈ Ly).
Поскольку

предикаты < и ≤ относительно рациональных чисел определены геометрически (как дизъюнк-
ции базовых отношений на N), вся формула (9.5.3.1) является геометрической. □

Лемма
9.5.3.2 (Сохранение Инфимумов под Γ). Функтор глобальных сечений Γ сохраняет инфиму-
мы в Rℓ.

Доказательство:
Пусть A ⊂ Rℓ — населенное и ограниченное снизу подмножество. Инфимум z = infA в Rℓ

определяется как сечение Lz =
⋃

x∈A Lx. Функтор Γ, будучи правым сопряженным, в общем
случае не сохраняет объединения (копределы). Однако для Rℓ в хорошо адаптированных
моделях (как E) показано [19, 32], что Γ(Rℓ) изоморфно классическим нижним вещественным
числам (с топологией Скотта), и этот изоморфизм сохраняет структуру Inf-полурешетки.
Перенос инфимума осуществляется корректно: Γ(infA) = infΓ(A). Это связано с тем, что
конструкция Rℓ как локали (фрейма нижних сечений) является геометрической, и Γ сохраняет
эту структуру. □

24.6 Синтетическое Исчисление: Алгебраическое Дифференцирование

Производная
определяется алгебраически из Аксиомы KL (9.2.1). Для f : R∼ → R∼ и точки x ∈ R∼, рас-
смотрим функцию gx(d) = f(x+d) для d ∈ D. По Аксиоме KL, gx(d) аффинна: gx(d) = a+b ·d.
Определяем f ′(x) = b.

f(x+ d) = f(x) + f ′(x) · d, ∀d ∈ D

(9.6.1)
Правила

дифференцирования (сумма, произведение, цепное правило) доказываются чисто алгебраиче-
ски из этого определения.

Пример (До-
казательство Цепного правила): Пусть h(x) = g(f(x)). Мы хотим найти h′(x).

Рассмотрим
h(x+ d) для d ∈ D.

h(x + d) =

g(f(x+ d)).
По KL для f :

f(x+ d) = f(x) + f ′(x)d.
Обозначим

y = f(x) и δ = f ′(x)d.
Критическое

наблюдение: δ также является инфинитезималем первого порядка. δ2 = (f ′(x))2d2. Так как
d2 = 0, то δ2 = 0. Следовательно, δ ∈ D.
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Теперь мы
можем применить KL к g в точке y с приращением δ:

g(y + δ) =

g(y) + g′(y)δ.
Подставляем

обратно y и δ:
h(x + d) =

g(f(x)) + g′(f(x))(f ′(x)d).
h(x + d) =

h(x) + [g′(f(x))f ′(x)]d.
С другой сто-

роны, по KL для h: h(x+ d) = h(x) + h′(x)d.
В силу един-

ственности коэффициента при d в Аксиоме KL, мы заключаем:
h′(x) =

g′(f(x))f ′(x). □
Это опреде-

ление не использует пределы и является вычислительно точным (Алгебраическое Дифферен-
цирование), что используется в алгоритме GCS (Раздел 15.3) и анализе стабильности (Раздел
17.1).

24.7 Аксиома Интегрирования и Существование Потоков (Box 9.2)

Интегрирование
вводится аксиоматически, поскольку его нельзя вывести из KL в общем случае (KL локальна,
интегрирование глобально).

Аксиома
9.7.1 (Аксиома Интегрирования, Reyes-Wraith). Для любой функции f : [0, 1]∼ → R∼

существует первообразная F : [0, 1]∼ → R∼ такая, что F ′ = f , и она единственна с точностью
до константы.

Эта аксиома
выполняется в Топосе Дюбюка [29, 32].

Box 9.2: Блок Последствий Аксиомы Интегрирования в SOTT-D

1. Локальное Существование Потоков: Гарантирует существование реше-
ний дифференциальных уравнений (синтетический аналог теоремы Пикара-
Линделёфа). Необходимо для SGM (Теорема 12.2.0.1).

2. Гладкость Функционалов: Обеспечивает гладкость интегральных функцио-
налов стоимости (необходимо для SOT, Теорема 14.3.1).

3. Когезия Континуума: Критически важна для доказательства неразложимости
R∼ (Теорема 13.2.1), так как позволяет заключить, что f ′ = 0 =⇒ f = const

(Теорема о среднем значении).

4. Коммутативность с Γ: В хорошо адаптированных моделях коммутирует с Γ
(необходимо для Экстракции, Лемма 11.4).



SOTT-D
Глава 24. СИНТЕТИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ (SDG):

АЛГЕБРАИЗАЦИЯ АНАЛИЗА 71

24.8 Касательные Пространства (TM∼) и Картаново Исчисление

Касательное
пространство TM∼ к микролинейному объекту M∼ определяется как экспоненциал (M∼)D.
Касательный вектор — это отображение v : D → M∼, т.е. инфинитезимальная кривая.
Касательное расслоение π : TM∼ →M∼ определяется как π(v) = v(0).

Весь аппарат
Картанова исчисления (внешний дифференциал d∼, производная Ли LX , внутреннее произве-
дение ιX ) переносится в SDG и является полностью алгебраическим. Векторные поля X отож-
дествляются с сечениями TM∼. Дифференциальные формы ω ∈ Ωk(M∼) определяются как
отображения, полилинейные и альтернирующие на инфинитезимальных k-симплексах (или, эк-
вивалентно, на k-кортежах касательных векторов).

Фундаментальные
тождества выполняются точно:

1. Нильпотентность внешнего дифференциала: (d∼)2 = 0. (Следует из симметрии вто-
рых частных производных, гарантированной KL(2) — Синтетическая Лемма Шварца).

2. Магическая Формула Картана: LXω = d∼(ιXω) + ιX(d∼ω).

Эти свойства
используются для строгого алгебраического доказательства фундаментальных теорем механи-
ки, например, Теоремы Лиувилля в SGM (Раздел 12.3) и анализа симплектической структуры.



Глава 25

ГЛАДКИЕ И КОГЕЗИВНЫЕ ТОПОСЫ:
ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛЕЙ И СТРУКТУРА

Для обес-
печения непротиворечивости аксиом SDG и их применимости к классическим задачам
необходимо построить конкретные модели — Гладкие Топосы. Мы также введем понятие
Когезивного Топоса, которое является ключевым для формализации Теории Модальной
Регуляризации Хаоса. Эта глава посвящена техническим деталям построения этих моделей.

25.1 Алгебраическая Теория Гладкости: C∞-кольца и Сайт Локусов (L)

Гладкие
Топосы строятся путем ”алгебраизации”понятия гладкости. Этот подход основан на теореме
(Теорема Милнора-Шварца), о том, что геометрическая структура гладкого многообразия M
полностью определяется алгеброй гладких функций на нем C∞(M).

Определение
10.1.1 (C∞-кольцо). C∞-кольцо — это алгебра A, для которой определены операции, соот-
ветствующие всем гладким функциям f : Rn → R. То есть, для любой такой f существует
операция Φf : An → A, удовлетворяющая условиям согласованности (сохранение компо-
зиции и тождеств). C∞(M) является каноническим примером. Морфизмы C∞-колец — это
гомоморфизмы, сохраняющие эти операции.

Гладкий
Топос строится как категория пучков на Сайте Локусов (L).

Определение
10.1.2 (Сайт Локусов L). L является дуальным к категории конечно представимых C∞-колец
(т.е. колец вида C∞(Rn)/I , где I — конечно порожденный идеал). Объекты L называются
C∞-локусами и формально представляют собой ”пространства определяемые уравнениями в
C∞-кольцах.

Они включа-
ют как обычные многообразия (где I = (0)), так и инфинитезимальные пространства.

Пример
(Инфинитезималь D как Локус): Объект D представляется локусом, дуальным к C∞-кольцу
D = C∞(R)/(x2). Это кольцо изоморфно кольцу дуальных чисел R[ε]/(ε2).

Топология
Гротендика на L обычно определяется как топология открытых покрытий (в смысле спектра
C∞-кольца).
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25.2 Топос Дюбюка (E): Эталонная Модель SDG

Существует
несколько моделей SDG (например, Топос Базеля, Топос Кауи). Топос Дюбюка (E) (Dubuc,
1981) [26] является наиболее развитой и предпочтительной моделью SDG для данной работы,
так как он обладает свойством хорошей адаптированности.

Он строится
на расширенном сайте G.

Определение
10.2.1 (Сайт G). Объекты G — это произведения U × L, где U — открытое подмножество Rn,
а L— локус из L. Топология Гротендика на G определяется открытыми покрытиями в смысле
классической топологии.

Топос Дю-
бюка определяется как E = Sh(G).

Это построе-
ние позволяет лучше моделировать локальные свойства гладких функций (в частности, функ-
ции, определенные только на открытых областях, и существование разбиений единицы) и обес-
печивает критически важные свойства вложения классической геометрии. В частности, оно га-
рантирует выполнение Аксиомы Интегрирования.

25.3 Хорошо Адаптированные Модели и Вложение Классической Геометрии
(Man)

Для приме-
нения SDG к классическим задачам (как MGA-DSM) критически важно, чтобы Гладкий Топос
был ”совместим”с категорией классических гладких многообразий Man. Это формализуется
понятием Хорошо Адаптированной Модели.

25.3.1 Теорема о Полном и Строгом Вложении (i : Man ↪→ E)

Определение
10.3.1.1 (Хорошо Адаптированная Модель). Топос E хорошо адаптирован, если существует
функтор вложения i : Man → E , который удовлетворяет условиям:

1. Полный и Строгий (Full and Faithful): HomMan(M,N) ∼= HomE(i(M), i(N)). Все мор-
физмымежду вложенными объектами в E соответствуют классическим гладким отображе-
ниям. (Это критично, так как гарантирует, что автоматическая гладкость в E не добавляет
”лишних”отображений между классическими объектами).

2. Сохранение Геометрических Структур: i сохраняет трансверсальные стягивания
(pullbacks) и открытые покрытия. Это гарантирует, что геометрические конструкции (пе-
ресечения, локальные свойства) сохраняются при переносе.

Теорема
10.3.1.2 (Dubuc, Moerdijk-Reyes). Топос Дюбюка E является хорошо адаптированной моделью
SDG.

Доказательство:
См. Moerdijk & Reyes (1991) [32], Глава III. Построение E на сайте G, включающем открытые
множества, гарантирует сохранение покрытий. Функтор i(M) определяется как пучок, пред-
ставляемый C∞-кольцом C∞(M): i(M)(U ×L) = HomC∞-Rings(C

∞(U)/IL, C
∞(M)). Полнота
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и строгость следуют из теорем о представлении гладких функций (Теорема Милнора) и свойств
вложения Йонеды. □

Значение:
Это гарантирует, что структура классических многообразий полностью и точно сохраняется
при переходе в E . E является консервативным расширением классической дифференциальной
геометрии. Это основа для корректного переноса задачи (Гипотеза Н1).

25.3.2 Паспорт Модели Дюбюка E (Таблица 10.1)

Мы сводим
ключевые аксиомы и свойства Топоса Дюбюка, используемые в данной работе, в единый
”Паспорт Модели”для обеспечения строгости и верифицируемости.

Таблица
10.1. Паспорт Модели Дюбюка E: Аксиоматическая База SOTT-D

Свойство / Аксиома Статус в E Используется в SOTT-D (Главы) Обоснование (Литература)

SDG Аксиоматика
Аксиома Кока-Ловера (KL) и KL(k) Выполняется 12 (SGM), 15 (Градиент), 17 (Гессиан) [27], [32]
Аксиома Интегрирования (Reyes-Wraith) Выполняется 12 (Потоки), 13 (Когезия R∼), 14 (Гладкость J) [29], [32]
Автоматическая Гладкость (C∞) Следствие KL 12, 14 (Гладкость Функционала) [27]
Свойства Адаптации (Н1)
Хорошая Адаптированность Выполняется 11 (Перенос), 18 (Экстракция) [26], [32]
Полное и Строгое Вложение i Выполняется 11.1 (Эмбеддинг) [32]
Коммутация Γ и Интегрирования Выполняется 11.4, 18.2.1 (Сохранение J) [32, Thm III.6.6]
Условие Бек-Шевалье (BCC) для i(M)D Выполняется 11.5, 12.5 (Экстракция Траекторий) [32, Prop III.4.5]
Когезивная Структура (CoHoTT)
Аксиоматика Когезии (Ловер) Выполняется 13 (Регуляризация Хаоса) [44], [45]
Существование

∫
, [, ] Выполняется 13.5 (Shape-Энтропия) [45], [46]

Когезионность Континуума R∼ Выполняется 13.2 (Неразложимость) [24]
Логические Свойства
Интуиционистская Логика (ITT/HoTT) Внутренняя 14 (SOT), 15 (GCS) [22]
Свойства Rℓ (Геометричность, Inf) Выполняется 9.5, 14.2, 18.2.3 [19], [23]

25.4 Введение в Когезивные Топосы и Модальную Логику (Cohesive HoTT)

Для форма-
лизации идеи ”сглаживания хаоса”необходим аппарат Когезивных Топосов, аксиоматизиро-
ванный Ловером [44] и развитый в рамках Гомотопической Теории Типов (Cohesive HoTT)
Шрайбером и др. [45, 46]. Топос Дюбюка является канонической моделью этой теории.

25.4.1 Аксиоматика Когезии (Ловер): Цепочка Сопряжений (Π a ∆ a Γ a ∇)

Когезивный
Топос формализует понятие пространства, части которого ”склеены”когезией (например,
гладкой или топологической структурой). Эта структура задается цепочкой сопряженных
функторов между Топосом E и базовым Топосом (здесь Set, хотя в общем случае это может
быть Топос∞-Группоидов H):

Π a ∆ a Γ a ∇
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(10.4.1.1)
Где функто-

ры имеют следующую интерпретацию:

• Γ: Функтор точек (глобальные сечения). Извлекает множество точек пространства.

• ∆: Функтор дискретного пространства (константный пучок). Забывает когезию, оставляя
только точки, наделенные дискретной структурой.

• Π: Функтор компонент связности (или Shape realization). Забывает локальную структуру,
оставляя глобальную форму (гомотопический тип).

• ∇: Функтор кодискретного (хаотического или индискретного) пространства. Наделяет
множество самой сильной когезией (любые две точки связаны).

Дополнительно
требуется, чтобы Π сохранял конечные произведения (Axiom of Cohesion [44]), и существовал
некоторый набор аксиом, обеспечивающих нетривиальность структуры (например, аксиома о
том, что∆ является полным и строгим).

25.4.2 Модальные Операторы: Триада Сопряжений (
∫
a [ a ])

Эта цепочка
сопряжений порождает три фундаментальные модальности (эндофункторы на E), связанные со-
пряжениями:

∫
a [ a ]

(10.4.2.1)

1. Shape (
∫
или Sh): (Форма).

∫
X = ∆Π(X). (Иногда обозначаетсяΠ∞ в контексте HoTT).

2. Flat ([): (Плоскость). [X = ∆Γ(X).

3. Sharp (]): (Острота). ]X = ∇Γ(X).

Эти модаль-
ности образуют (Идемпотентные) Монады ([, ]) и Комонады (

∫
, [), позволяя ввести модальную

логику (Модальную Теорию Типов) для рассуждения о когезии. В CoHoTT они интерпретиру-
ются как локализации и колокализации∞-топоса.

25.4.3 Геометрическая Интерпретация Модальностей: Форма, Точки и Дискрет-
ность

1. Shape (
∫
): ”Забывает”локальную когезию и оставляет глобальную форму (гомотопиче-

ский тип). Это результат ”сглаживания”или гомотопической локализации.
∫
отождествля-

ет точки, связанные когезией (например, гладким путем). Для классического многообра-
зия M ,

∫
i(M) соответствует его гомотопическому типу. Если пространство связно, его

форма ”более проста чем само пространство.

2. Flat ([): ”Забывает”когезию, оставляя базовое множество точек как дискретное простран-
ство. [M∼ — это множество точекM без гладкой структуры. Единица монады η : X →
[X вкладывает пространство в его дискретизацию.
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3. Sharp (]): Усиливает дискретность (переводит точки в кодискретные структуры) и чув-
ствителен к мелкомасштабным, формальным деталям. ] используется для доступа к фор-
мальной, алгебраической структуре гладкости (например, к струям функций). Коединица
комонады ε : ]X → X проецирует кодискретную структуру на пространство.

Ключевая
идея SOTT-D (Глава 13): хаотическая сложность проявляется при наблюдении через ] (ло-
кальные, фрактальные детали), но регуляризуется при наблюдении через

∫
(глобальная

форма).

25.4.4 Дополнительные Модальности: Инфинитезимальная Форма (=)

В Гладких
Когезивных Топосах (таких как E) существует дополнительная структура, связанная с инфи-
нитезималями, которая формализуется дополнительной триадой сопряжений, порождающей
модальности:

• Infinitesimal Shape (=) или Reduction (<): Эта модальность ”убива-
ет”инфинитезимальную структуру, переводя объект в его редуцированный вариант
(например, переводит D в точку).

Эта модаль-
ность позволяет формально отделить глобальную когезию (

∫
) от локальной инфинитезималь-

ной структуры. Анализ взаимодействия
∫
и = является ключевым для строгого доказательства

регуляризации хаоса в Главе 13.
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Глава 26

ПЕРЕНОС ДИНАМИКИ В ТОПОС E , АНАЛИЗ
РОБАСТНОСТИ И ЭКСТРАКЦИЯ

Мы пере-
ходим к первому этапу метода SOTT-D: точному переносу классической Гамильтоновой
системы в Топос Дюбюка E , анализу робастности этого переноса и доказательству ключевых
лемм о корректности экстракции базовых математических операций. Выбор E обоснован его
свойствами (Паспорт Модели 10.3.2).

26.1 Корректный Эмбеддинг Гамильтоновой Системы: От (M,H) к (M∼, H∼)

Мы исполь-
зуем функтор вложения i : Man → E (Теорема 10.3.1.2). Классическая система (M,ω,H)

переносится в Синтетическую Гамильтонову Систему (M∼, ω∼,H∼), где M∼ = i(M),
ω∼ = i(ω), H∼ = i(H). Полнота и строгость i гарантируют корректность переноса (Гипотеза
Н1). В частности, алгебра гладких функций изоморфна:

C∞(M,R) ∼= HomE(M
∼,R∼)

(11.1.1)
Это гаранти-

рует, что все локальные дифференциально-геометрические свойства системы (кривизна, сим-
плектическая структура) точно сохраняются при вложении.

26.2 Обработка Неавтономности, Эфемерид и Параметрических Неопределенно-
стей

В реальных
задачах Гамильтониан зависит от времениH(x, t) (через эфемериды планет) и может содержать
неопределенные параметры θ ∈ Θ (например, ошибки в массах тел GMi, негравитационные
возмущения, коэффициенты солнечного давления). Мы имеем семейство Гамильтонианов
H(x, t; θ).

Эфемеридные
данные (например, JPL DE440/DE441) заданы численно (полиномами Чебышева на интерва-
лах). Для переноса в E необходима гладкая аппроксимация Happrox(x, t; θ) с контролируемой
погрешностью. Для анализа динамики и оптимизации в C1-топологии (см. Раздел 14.5.1), ко-
торая необходима для обеспечения компактности (Н2) и применения Теоремы Асколи-Арцела,
требуется контроль ошибки в норме C2. Это необходимо для контроля ошибки как самого
векторного поля (зависит от ∇H), так и его Якобиана (зависит от Гессиана Hess(H)), который
определяет эволюцию возмущений.
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Требование
11.2.1 (Точность Аппроксимации). Должно выполняться:

|H −Happrox|C2(M×I×Θ) < δ

(11.2.1)
для заданно-

го допуска δ.
Эта аппрок-

симация переносится в E как H∼
approx. Метод SOTT-D гарантирует нахождение глобального

оптимума для аппроксимированной системы. Необходимо оценить влияние этой аппроксима-
ции и параметрической неопределенности на оптимальное значение функционала.

26.3 Анализ Робастности к Аппроксимации и Возмущениям: Параметрическая
Лемма Грёнвалля

Мы рас-
ширяем стандартный анализ робастности для учета параметрических семейств моделей и
анализа чувствительности в метрике C1. Этот анализ критичен для понимания практических
ограничений метода, связанных с точностью физических моделей.

26.3.1 Обобщенная Лемма Грёнвалля для Параметрических Семейств H(θ) в
Метрике C1

Рассмотрим
два близких семейства Гамильтонианов H(θ) и H ′(θ) (например, точная модель и её аппрокси-
мация), где θ ∈ Θ— компактное пространство параметров.

Лемма
11.3.1.1 (Параметрическая Робастность Траекторий в C1). Пусть ‖H(θ) − H ′(θ)‖C2 < δ

для всех θ ∈ Θ на временном интервале [0, T ]. Пусть векторные поля XH(θ) и их Якобианы
DXH(θ) равномерно ограничены и Липшицевы по состоянию x с константами LH (для поля)
и LDH (для Якобиана), равномерными по θ. Пусть K1,K2 — константы, связывающие C2-
норму Гамильтониана с C1-нормой векторного поля (например, в локальных координатах Ki

зависят от метрики). Тогда расхождение траекторий ∆θ(t) = ‖γθ(t) − γ′θ(t)‖C1 с одинаковыми
начальными условиями удовлетворяет равномерной оценке:

sup
θ∈Θ

∆θ(t) ≤ CG · δ · eL′
H t

(11.3.1.1)
где CG и L′

H

— константы, зависящие отKi, LH , LDH .
Доказательство

(Детализация для C1-нормы):

1. Анализ в C1-норме требует оценки расхождения как траекторий (положения, C0), так и
их производных (скоростей/импульсов).

2. Расхождение в C0: Пусть x(t), x′(t) — траектории. Оценим эволюцию разности e(t) =

x(t)− x′(t).
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d
dt‖e(t)‖ ≤ ‖XH(x(t))−XH′(x′(t))‖.
Используем неравенство треугольника:

≤ ‖XH(x(t))−XH′(x(t))‖+ ‖XH′(x(t))−XH′(x′(t))‖.
Первый член ограничен ‖XH − XH′‖C0 . Из C2-близости Гамильтонианов следует C1-
близость полей, и, следовательно, C0-близость: ‖XH −XH′‖C0 ≤ K1δ.

Второй член ограничен по условию Липшица: LH‖x(t)− x′(t)‖ = LH‖e(t)‖.
Получаем дифференциальное неравенство: d

dt‖e(t)‖ ≤ K1δ + LH‖e(t)‖.
Применение стандартной Леммы Грёнвалля дает оценку C0-расхождения:

‖e(t)‖ ≤ K1δ
LH

(eLH t − 1).

3. Расхождение скоростей (C1): Требует анализа эволюции касательных векторов, т.е. вариа-
ционных уравнений. Обозначим v(t) = ẋ(t), v′(t) = ẋ′(t). Эволюция разности скоростей
δv(t) = v(t)− v′(t) описывается уравнением, включающим Якобианы DX:
d
dtδv(t) = DXH(x(t))v(t)−DXH′(x′(t))v′(t).

Это уравнение можно переписать и оценить аналогично, используя близость Якобианов.
Из C2-близости Гамильтонианов следует C1-близость полей, т.е. C0-близость Якобианов:
‖DXH −DXH′‖C0 ≤ K2δ.

Применяя обобщенную Лемму Грёнвалля к связанной системе дифференциальных нера-
венств для (‖e(t)‖, ‖δv(t)‖), используя константу Липшица LDH для Якобиана, получаем
экспоненциальную оценку (11.3.1.1) для C1-нормы ‖ · ‖C1 = ‖ · ‖C0 +‖ · ‖скорость. Констан-
та L′

H определяется как max(LH , LDH) (или их комбинацией, в зависимости от точной
формы обобщенной леммы).

4. Равномерность: Равномерность по θ следует из равномерности оценок констант Липши-
ца на компакте Θ. □

26.3.2 Явные Оценки Робастности и Чувствительности (supθ ∆θ(t))

Лемма
11.3.1.1 позволяет оценить влияние аппроксимации на оптимальное значение функционала.

Королларий
11.3.2.1 (Робастность Оптимума). Если функционал стоимости J является локально Липши-
цевым по траектории в норме C1 с константой LJ (равномерной по θ), то для соответствующих
глобальных оптимумов J∗(θ) и J ′∗(θ) справедливо:

sup
θ∈Θ

|J (θ)− J ′(θ)| ≤ LJ · sup
θ,t

∆θ(t) ≤ Crob · δ

(11.3.2.1)
где Crob =

LJ · CG · eL′
HT — константа робастности.

Эта оценка
гарантирует, что решение, найденное для гладкой аппроксимации Happrox, близко к истинному
оптимуму Htrue, при условии, что δ достаточно мало.
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26.3.3 Демонстрационный Расчет Коридора Робастности для DE440 в CR3BP

Мы прове-
дем демонстрационный расчет для оценки порядка величины константы робастности Crob в
типичной задаче астродинамики, используя стандартные эфемериды JPL DE440.

Демонстрационный
Сценарий (CR3BP Земля-Луна):

Рассмотрим
CR3BP в безразмерных единицах (см. Приложение А.1).

• Временной горизонт: T ≈ 10 (около 43 дней, типичное время перелета к Луне).

• Константа Липшица для C1-метрики (оценка по максимальному собственному значению
Якобиана в хаотических областях, например, вблизи точек либрации L1/L2): L′

H ≈ 3.

• Константа Липшица функционала (для ∆V ): LJ ≈ 1.

• Константа Грёнвалля (включаяKi): CG ≈ 1.

Мы получа-
ем оценку константы робастности:

Crob = LJ ·
CG · eL′

HT ≈ 1 · 1 · e3·10 = e30 ≈ 1.07× 1013.
(Критический

Анализ): Эта оценка выявляет фундаментальную проблему использования C1-метрики
в хаотических Гамильтоновых системах. Константа робастности Crob ≈ 1013 является
катастрофически большой.

Точность
эфемерид DE440 составляет порядка δ ≈ 10−12 в безразмерных единицах. Ожидаемая ошибка
оптимума:

|J∗ −
J∗
approx| ≈ Crob · δ ≈ 1013 · 10−12 = 10.

Это непри-
емлемо большая ошибка (порядка полной∆V миссии).

Чтобы гаран-
тировать практическую точность оптимума, например, |J∗−J∗

approx| < 10−6 (что соответствует
точности ∆V порядка 1 мм/с), требуется точность аппроксимации модели δ:

δ <
10−6

Crob
≈ 10−19

Такая точ-
ность в норме C2 недостижима для реальных физических моделей.

Вывод: Га-
рантии глобальной оптимальности, полученные в метрике C1 (необходимой для стандартного
доказательства компактности Н2 через Асколи-Арцела), являются теоретически строгими, но
практически неробастными для хаотических систем из-за экспоненциального роста ошибки.
Это указывает на необходимость использования более слабых топологий (например, Собо-
левских пространств W 1,p), которые могут обеспечить компактность при лучших оценках
робастности (оценки Грёнвалля в Lp нормах менее жесткие). В рамках данной работы мы со-
храняем C1-метрику для строгости изложения SOT, но признаем это критическое ограничение
для практического применения к высокоточным эфемеридным моделям.
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26.4 Лемма о Коммутировании Γ и Синтетического Интегрирования

Для коррект-
ности Экстракции (в частности, сохранения значений функционала J , Лемма 18.2.1.1) необхо-
димо строгое доказательство коммутирования функтора Γ и операции интегрирования в SDG.

Лемма
11.4.1 (Коммутирование Γ и Интегрирования). Пусть E — хорошо адаптированная модель
SDG (Гипотеза Н1), удовлетворяющая Аксиоме Интегрирования (9.7.1). Пусть I = [0, T ]

— компактный интервал, и M — гладкое многообразие. Для любой синтетической гладкой
функции f∼ : I∼ × M∼ → R∼ (представимой функтором i), операция интегрирования
коммутирует с функтором глобальных сечений Γ:

Γ

(∫
I∼
f∼(t, x)dt

)
∼=

∫
I
Γ(f∼)(t, x)dt

(11.4.1)
Доказательство:

Доказательство опирается на теоремы о представлении интегралов в хорошо адаптирован-
ных моделях (Moerdijk & Reyes, 1991 [32], Theorem III.6.6). Хорошая адаптированность (в
частности, сохранение открытых покрытий и существование разбиений единицы, которые
используются для определения интеграла Римана/Лебега) гарантирует, что синтетический ин-
теграл, определенный через Аксиому Интегрирования, совпадает с классическим интегралом
при применении Γ.

1. Синтетический интеграл определяется через первообразную F∼ (Аксиома 9.7.1):∫
f∼dt = F∼(T )− F∼(0).

2. Классический интеграл определяется через предел сумм Римана или меру Лебега.

3. В хорошо адаптированных моделях функтор Γ сохраняет структуру C∞-колец и диффе-
ренциальные операторы. В частности, Γ(F ′∼) = (Γ(F∼))′. Это следует из того, что диф-
ференцирование определяется локально (через KL), а Γ сохраняет локальные свойства
гладкости.

4. Это гарантирует, что Γ(F∼) является классической первообразной для Γ(f∼). Следова-
тельно, по формуле Ньютона-Лейбница (которая верна и синтетически, и классически),
интегралы совпадают. □

26.5 Лемма об Экстракции Экспоненциалов и Условие Бек-Шевалье (BCC)

Для доказа-
тельства того, что пространство синтетических траекторий Γ(T∼) соответствует классическому
пространству T (Теорема 12.5.1), необходимо проверить выполнение Условия Бек-Шевалье
(BCC) для экспоненциальных объектов в E . BCC гарантирует, что функтор Γ (правый сопря-
женный) коммутирует с зависимыми произведениями (которые связаны с экспоненциалами).

Лемма
11.5.1 (Экстракция Экспоненциалов / BCC). В хорошо адаптированной модели E (Н1), для
представимых объектов (т.е. образов классических многообразий X = i(M), Y = i(N)),
функтор глобальных сечений Γ коммутирует с экспоненциалом:

Γ(Y X) ∼= Γ(Y )Γ(X)
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(11.5.1)
Доказательство:

Это эквивалентно выполнению Условия Бек-Шевалье для геометрического морфизма
γ : E → Set относительно стягивания вдоль проекций.

Схематическая диаграмма соответствующего механизма.

Рис. 11.1.
Диаграмма Условия Бек-Шевалье для функтора Γ. BCC требует, чтобы каноническое
преобразование между функторами (морфизм обмена), индуцированное этой диаграммой,
было изоморфизмом.

В хорошо
адаптированных моделях это условие выполняется для представимых объектов, поскольку
вложение i является полным и строгим и сохраняет необходимые категорные конструкции [32,
Proposition III.4.5]. Это гарантирует, что внутренние Hom-множества в E (объекты гладких отоб-
ражений) соответствуют внешним Hom-множествам (пространствам гладких отображений) в
Man. □



Глава 27

СИНТЕТИЧЕСКАЯ ГАМИЛЬТОНОВАМЕХАНИКА
(SGM)

Мы разраба-
тываем Гамильтонову механику непосредственно во внутреннем языке Топоса E , используя ап-
парат SDG. Это позволяет сформулировать динамику в терминах алгебраических операций над
инфинитезималями, обеспечивая новый уровень точности и строгости, и является первой клю-
чевой инновацией (SGM).

27.1 Уравнения Гамильтона в Инфинитезимальной Формулировке

Пусть
(M∼, ω∼) — синтетическое симплектическое многообразие (микролинейный объект с за-
мкнутой невырожденной 2-формой ω∼). Объект гладких функций C∞(M∼) = (R∼)M

∼

является Алгеброй Пуассона. Гамильтоново векторное поле XH∼ определяется стандартным
соотношением, использующим синтетический внешний дифференциал d∼ (Раздел 9.8):

ιXH∼ω
∼ = d∼H∼

(12.1.1)
Траектория

γ∼ : R∼ → M∼ является интегральной кривой XH∼ . Используя инфинитезимали d ∈ D

и Аксиому KL (9.2.1), мы можем записать эволюцию системы алгебраически. Касательный
вектор γ̇∼(t) ∈ Tγ∼(t)M

∼ определяется как отображениеD →M∼, заданное d 7→ γ∼(t+ d).
По определе-

нию производной в SDG (9.6.1):

γ∼(t+ d) = γ∼(t) + γ̇∼(t) · d

(12.1.2)
(Примечание:

здесь сложение и умножение на d понимаются в смысле векторной структуры касательного
пространства, формализованной через KL).

Поток ΦH
t :

M∼ → M∼ также определяется синтетически. Инфинитезимальный шаг потока определяет-
ся действием векторного поля XH∼ :

ΦH∼
d (x) = x+XH∼(x) · d, ∀d ∈ D

84



SOTT-D Глава 27. СИНТЕТИЧЕСКАЯ ГАМИЛЬТОНОВА МЕХАНИКА (SGM) 85

(12.1.3)
Сравнивая

(12.1.2) и (12.1.3) при x = γ∼(t), получаем точное алгебраическое равенство γ̇∼(t) =

XH∼(γ∼(t)). Это Уравнения Гамильтона, которые выполняются точно, без использования
пределов или аппроксимаций.

27.2 Существование Синтетического Потока: Локальное и Глобальное

Для анализа
динамики необходимо гарантировать существование потока.

Теорема
12.2.0.1 (Локальное Существование и Единственность). В Топосе Дюбюка E (удовлетворя-
ющем Аксиоме Интегрирования 9.7.1), всякое гладкое векторное поле X на микролинейном
объекте M∼ порождает единственный локальный поток ΦX

t , гладко зависящий от начальных
условий.

Доказательство:
Это синтетический аналог Теоремы Пикара-Линделёфа. Гладкость векторного поля автома-
тическая (Теорема 9.4.1). Существование обеспечивается Аксиомой Интегрирования (9.7.1),
которая позволяет конструктивно построить решение интегрального уравнения Вольтерры,
эквивалентного дифференциальному уравнению ẋ = X(x).

x(t) = x0 +∫ t
0 X(x(τ))dτ .

Единственность
следует из синтетического аналога Леммы Грёнвалля. В SDG все функции локально Липши-
цевы в синтетическом смысле (что следует из KL и интегрируемости). Лемма Грёнвалля
доказывается алгебраически, гарантируя, что два решения с одинаковыми начальными условия-
ми совпадают. Гладкость зависимости от начальных условий также следует из автоматической
гладкости всех конструкций. □

27.2.1 Условия Глобальной Полноты: Регуляризация и Коэрцитивность

Глобальное
существование потока (полнота векторного поля) не гарантируется автоматически. Оно зависит
от аналитических свойств Гамильтониана.

Определение
12.2.1.1 (Условия Глобальной Полноты). Векторное поле XH является глобально полным на
временном интервале I , если выполнено:

1. Регуляризация Сингулярностей: В случае наличия сингулярностей (как в задачеN -тел,
где потенциал ∼ 1/r), система должна быть регуляризована для устранения ухода реше-
ний за конечное время (столкновений). Мы используем технику Синтетического Раздутия
(Synthetic Blowing-Up, Раздел 16.3), которая является синтетическим аналогом регуляри-
зации Леви-Чивиты или Кустаанхеймо-Стифеля.

2. Коэрцитивность или Ограничение Роста: Гамильтониан коэрцитивен (H(x) → ∞ при
‖x‖ → ∞) или векторное поле имеет не более чем линейный рост (‖XH(x)‖ ≤ C(1+‖x‖)).
Это предотвращает уход решений на бесконечность (запрет побегов).
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27.2.2 Теорема о ГлобальнойПолноте РегуляризованнойСистемы (Предпосылка
Н2)

Для обес-
печения Гипотезы Н2 (Компактность пространства поиска) необходима глобальная полнота
потока на релевантном подмножестве фазового пространства.

Теорема
12.2.2.1 (Глобальная Полнота Регуляризованной Системы). При выполнении условий 1
и 2 (Определения 12.2.1.1), регуляризованная синтетическая система (M∼

reg,H
∼
reg) обладает

глобально полным потоком на заданном конечном временном интервале I∼.
Доказательство:

Регуляризация (Раздел 16.3) устраняет сингулярности, преобразуя пространствоM∼ вM∼
reg. Ко-

эрцитивность и ограничения на энергию (например, константу Якоби CJ в CR3BP), входящие
в определение пространства поиска T∼

constr, предотвращают уход траекторий на бесконечность.
В совокупности это гарантирует полноту потока на компакте (см. Раздел 14.5.3), что является
необходимым условием для конструктивной компактности Бишопа. □

27.3 Синтетическая Теорема Лиувилля: Алгебраическое Доказательство

Теорема Ли-
увилля о сохранении фазового объема (симплектической структуры) доказывается чисто алгеб-
раически в SDG, демонстрируя элегантность и строгость формализма.

Теорема
12.3.1 (Синтетическая Теорема Лиувилля). Гамильтонов поток ΦH

t сохраняет симплектиче-
скую форму ω∼. Эквивалентно, производная Ли ω∼ вдоль Гамильтонова векторного поляXH∼

равна нулю: LXH∼ω∼ = 0.
Доказательство:

Используем Магическую Формулу Картана в синтетическом виде (Раздел 9.8): LXω =

d∼(ιXω) + ιX(d∼ω).

1. По определению симплектической структуры, ω∼ замкнута: d∼ω∼ = 0.

2. По определению Гамильтонова поля (12.1.1): ιXH∼ω∼ = d∼H∼.

3. Подставляем в формулу Картана:

LXH∼ω∼ = d∼(d∼H∼) + ιXH∼ (0) = d∼(d∼H∼)

4. Мы используем фундаментальное свойство синтетического внешнего дифференциала:
(d∼)2 = 0. Это тождество выполняется точно и является следствием Аксиомы KL(2), кото-
рая гарантирует симметрию вторых частных производных (Синтетическая Лемма Швар-
ца).

5. Следовательно, LXH∼ω∼ = 0. □

Это доказа-
тельство не требует использования координат, пределов или теории меры, оно является чисто
алгебраическим следствием аксиом SDG.
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27.4 Пространство Траекторий (T∼) как Микролинейный Объект

Пространство
траекторий определяется как экспоненциальный объект в Топосе E . Пусть I∼ —синтетический
интервал времени.

T∼ = (M∼)I
∼

(12.4.1)
Для приме-

нения аппарата SDG к самому пространству траекторий (например, для определения градиента
функционала J∼ в Разделе 15.3), необходимо установить его геометрические свойства.

Теорема
12.4.1 (Микролинейность Экспоненциала). ЕслиM∼ и I∼ микролинейны, то T∼ = (M∼)I

∼

также микролинеен.
Доказательство:

Следует из свойств замкнутости класса микролинейных объектов относительно экспоненциа-
лов (Lavendhomme, 1996 [30]). Микролинейность проверяется локально (через зондирование
инфинитезимальными объектами Dk). Благодаря свойствам KL и картезианской замкнутости
Топоса E , микролинейность переносится на функциональные пространства. □

Это позволя-
ет рассматривать T∼ как ”бесконечномерное гладкое многообразие”в строгом смысле SDG и
применять к нему синтетическое вариационное исчисление.

27.5 Теорема об Экстракции Траекторий: Γ(T∼) ∼= T (Следствие BCC)

Критически
важно установить точное соответствие между синтетическими и классическими траекториями
для обеспечения корректности переноса результатов оптимизации.

Теорема
12.5.1 (Экстракция Траекторий). В хорошо адаптированной модели E (Н1) имеется есте-
ственный изоморфизм между пространством синтетических траекторий и пространством
классических гладких траекторий T = C∞(I,M):

Γ(T∼) = Γ((M∼)I
∼
) ∼= C∞(I,M)

(12.5.1)
Доказательство:

Использует Лемму об Экстракции Экспоненциалов (11.5.1), которая основана на Условии Бек-
Шевалье (BCC).

Путь 1 (Че-
рез BCC):

1. По Лемме 11.5.1: Γ((M∼)I
∼
) ∼= Γ(M∼)Γ(I

∼).

2. ПосколькуM∼ = i(M) и I∼ = i(I) представимы, функтор Γ на них действует как обрат-
ный к i (в силу полноты и строгости вложения Н1): Γ(M∼) ∼=M и Γ(I∼) ∼= I .

3. Следовательно, Γ(T∼) ∼=M I . В контексте категорииMan,M I интерпретируется как про-
странство гладких отображений C∞(I,M).
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Путь 2 (Че-
рез Сопряжение и Полноту Вложения):

1. По определению Γ: Γ(T∼) ∼= HomE(1, (M
∼)I

∼
).

2. По свойству картезианской замкнутости (сопряжение 8.3.1): ∼= HomE(1 × I∼,M∼) =

HomE(I
∼,M∼).

3. Подставляем I∼ = i(I),M∼ = i(M): HomE(i(I), i(M)).

4. Поскольку i полный и строгий (Теорема 10.3.1.2, Н1): ∼= HomMan(I,M) = C∞(I,M). □

Этот резуль-
тат гарантирует, что пространство поиска остается темже самым на уровне глобальных сечений,
но его внутренняя структура (гладкость, когезия) обогащается в Топосе E . Это является необхо-
димым условием для корректности Теоремы Экстракции (18.2).



Глава 28

МОДАЛЬНАЯ КОГЕЗИОННАЯ РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ
ХАОСА

Мы перехо-
дим к центральному и наиболее новаторскому утверждению метода SOTT-D: хаотическая
динамика, характеризующаяся фрактальной сложностью, регуляризуется при анализе в
Гладком Когезивном Топосе E . Мы используем аппарат Когезивных Модальностей (

∫
, [, ])

для строгого анализа этого явления. Мы докажем, что регуляризация происходит на уровне
наблюдения (гомотопическом уровне), не обязательно устраняя сами механизмы хаоса на
микроуровне (уровне ]).

28.1 Переосмысление Хаоса в Когезивном Контексте: Гипотеза Модальной Регу-
ляризации

Классический
хаос может существовать в аналитических (Cω) системах (Теорема Биркгофа-Смейла). Следо-
вательно, автоматическая гладкость SDG (C∞) сама по себе не устраняет хаос. Мы утверждаем,
что сглаживание происходит на уровне наблюдения, задаваемом модальностью Формы
(Shape,

∫
). Сложность не исчезает, но перераспределяется между модальными слоями: она

концентрируется в инфинитезимальной или кодискретной структуре (доступной через ] и =) и
фильтруется на уровне глобальной формы (

∫
).

Гипотеза
13.1.1 (Модальная Когезионная Регуляризация). (Формулировка см. Раздел 6.4). Для
синтетической системы (M∼,H∼) в E , форма её динамики (

∫
M∼) обладает свойствами регу-

ляризации. На уровне гомотопического типа, задаваемого
∫
, сложность динамики снижается

по сравнению с классическим аналогом.

28.2 Когезионность Синтетического Континуума R∼: Неразложимость и её Пре-
делы

Ключ к пони-
манию регуляризации лежит в фундаментальных свойствах R∼, отличающих его от классиче-
ского R.

28.2.1 Строгое Доказательство Неразложимости (Теорема 13.2.1)

Теорема
13.2.1 (Когезионность/Неразложимость R∼). В Гладких Топосах (удовлетворяющих KL и
Аксиоме Интегрирования, как Топос Дюбюка E), континуум R∼ является топологически
неразложимым (indecomposable): его нельзя представить как дизъюнктное объединение двух

89
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непустых открытых подобъектов.
Доказательство:

(Детальное изложение, основанное на Bell, 2008 [24]). Доказательство основано на взаимодей-
ствии автоматической гладкости и интуиционистской логики.

1. Предположим от противного, что существует нетривиальное разбиение R∼ = U ∪ V на
открытые непересекающиеся множества (U ∩ V = ∅, U 6= ∅, V 6= ∅).

2. Это эквивалентно существованию непрерывного сюръективного отображения f : R∼ →
2 = {0, 1}, где 2—дискретный объект из двух точек (f(U) = {0}, f(V ) = {1}). Непрерыв-
ность следует из того, чтоU и V открыты (они являются прообразами открытых множеств
{0} и {1} в 2).

3. f является идемпотентом: f2 = f (так как 02 = 0, 12 = 1).

4. По Теореме об Автоматической Гладкости (9.4.1), f является гладким (C∞).

5. Дифференцируем f2 = f синтетически (Раздел 9.6). Применяем правило произведения:
f · f ′ + f · f ′ = f ′, т.е. 2f · f ′ = f ′.

6. Переносим в одну сторону: (2f − 1) · f ′ = 0.

7. Анализируем множитель (2f − 1). Его квадрат равен (2f − 1)2 = 4f2 − 4f + 1. Так как
f2 = f , получаем 4f − 4f + 1 = 1.

8. Следовательно, множитель (2f − 1) обратим (его обратный элемент равен ему самому:
(2f − 1)−1 = (2f − 1)).

9. Умножая уравнение (2f − 1) · f ′ = 0 на обратимый элемент (2f − 1), получаем f ′ = 0

тождественно на всем R∼.

10. По Аксиоме Интегрирования (9.7.1) и следствию из неё (синтетический аналог теоремы
о среднем значении), если производная функции равна нулю на всем связном интервале
(в данном случае R∼), то функция является константой.

11. Единственные константные идемпотенты — это f = 0 или f = 1. Это противоречит
сюръективности f на 2.

12. Следовательно, предположение о существовании нетривиального разбиения ложно. R∼

неразложим. □

28.2.2 Ограничения Когезии: Существование Замкнутых Фрактальных Мно-
жеств в SDG

Теорема
13.2.1 запрещает разбиение на открытые множества. Однако она не запрещает существова-
ние сложных замкнутых множеств, включая аналоги Множества Кантора. Это критически
важное уточнение, которое разрешает кажущееся противоречие между гладкостью SDG и
существованием хаоса.

Лемма
13.2.2.1 (Существование Множества Кантора в SDG). В моделях SDG (включая E) можно
конструктивно определить замкнутое подмножество C∼ ⊂ R∼, которое обладает свойствами,
аналогичными классическому Множеству Кантора (в частности, оно является совершенным и
нигде не плотным).
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Обоснование:
Классическое построение Множества Кантора как пересечения последовательности замкнутых
множеств C =

⋂
Ck может быть перенесено в конструктивную логику. Ck определяются рекур-

сивно удалением открытых интервалов. Хотя топологические свойства C∼ в интуиционистском
контексте отличаются (например, доказать его полную несвязность (totally disconnected)
невозможно, так как это противоречило бы когезии в определенном смысле), оно остается
фрактальным объектом с нулевой мерой.

Критический
Вывод: Имманентная гладкость и когезия SDG сами по себе не устраняют возможность су-
ществования фрактальных структур, которые служат основой для хаоса. Следовательно,
регуляризация должна происходить на другом уровне — на уровне модального наблюдения,
которое ”видит”когезию.

28.3 Анализ Механизмов Хаоса через Модальности (
∫
и ])

28.3.1 Существование Подков Смейла в SDG и Роль Модальности Shape (
∫
)

Поскольку
гладкость не препятствует хаосу, и фрактальные множества могут существовать как замкнутые
подобъекты, мы должны допустить, что механизм Подковы Смейла может быть реализован и в
SDG. Рассмотрим синтетический аналог системы f∼, обладающей инвариантным гиперболи-
ческим множеством Λ∼, которое локально выглядит как произведение C∼ на интервал.

Здесь вступа-
ет в игру аппарат Когезивных Топосов (Cohesive HoTT) и модальность Shape (

∫
). Напомним, что∫

извлекает гомотопический тип объекта, ”стягивая”когезионные структуры.

28.3.2 Теорема о Гомотопическом Сглаживании Формы (Теорема 13.3.2)

Мы форму-
лируем пересмотренную теорему о регуляризации, фокусируясь на гомотопическом типе,
который извлекает модальность

∫
.

Теорема
13.3.2.1 (Гомотопическое Сглаживание Формы Фракталов). Пусть Λ∼ — инвариантное
множество динамической системы в E . Форма этого множества

∫
Λ∼ (его гомотопический тип)

является более простым объектом, чем само Λ∼, если Λ∼ обладает нетривиальной когезионной
структурой. В частности, для аналога Множества Кантора C∼ в Гладком Когезивном Топосе E ,
его форма

∫
C∼ является стягиваемой (т.е. гомотопически эквивалентной точке).

Доказательство
(Основанное на Cohesive HoTT и свойствах E):

1. Модальность
∫
по определению (10.4.2) является

∫
X = ∆Π(X).Π(X)—это реализация

формы (гомотопический тип).

2. В Гладких Когезивных Топосах, таких как E , когезия обеспечивается гладкой структурой.
ФункторΠ отождествляет точки, которые можно соединить гладким путем (в обобщенном
смысле, включающем инфинитезимальные пути, формализованные через функтор путей
P (X)).

3. Рассмотрим R∼. Оно когезионно связно (Теорема 13.2.1). Более того, оно стягиваемо.
Π(R∼) является точкой (тривиальным группоидом).
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4. Рассмотрим Множество Кантора C∼ ⊂ R∼. Классически, C полностью несвязно. Однако
в когезивном контексте E , точки C∼ не являются изолированными в смысле когезии. Они
”склеены”инфинитезимальной структурой, наследуемой от R∼.

5. Формально, в Cohesive HoTT показано, что если пространство X является подпростран-
ством стягиваемого когезионного пространства Y (как R∼), и вложение X ↪→ Y удовле-
творяет определенным условиям (связанным с тем, как оно взаимодействует с инфини-
тезимальной структурой, формализуемой модальностью =), то Π(X) также может быть
стягиваемым.

6. Интуитивно, инфинитезималиDk ”заполняют”промежутки между точками C∼, делая его
когезионно связным. Любые две точки в C∼ могут быть соединены путем, который может
быть сколь угодно ”рваным”на микроуровне (уровне ]), но который распознается функто-
ром Π как непрерывный путь.

7. Строгое доказательство этого факта для Топоса Дюбюка требует глубокого анализа взаи-
модействия инфинитезимальной структуры (алгебры Вейля) и топологии сайта G [46]. В
рамках аксиоматики Cohesive HoTT, если мы принимаем, что E является моделью ”Глад-
кой Бесконечности”(Smooth∞-Gpd), то этот результат следует из свойств функтора Π на
гладких объектах. Π(C∼) = ∗. □

Интерпретация:
Даже если динамика на Λ∼ сложна на микроуровне (на уровне ]), её глобальная форма (на
уровне

∫
) является простой (точкой). Это означает, что при наблюдении через

∫
мы не видим

фрактальной сложности. Динамика на уровне формы регуляризуется. Символическая динамика
(Сдвиг Бернулли), которая кодирует хаос через структуру C, исчезает на уровне

∫
, так как её

носитель стал тривиальным.

28.3.3 Диаграмма Модального Анализа Хаоса (Рис. 13.1)

Схематическая диаграмма соответствующего механизма.

Рис. 13.1. Схема модального анализа динамической системы. В ZFC хаос проявляется на-
прямую. В Когезивном Топосе сложность существует на уровне ] (и инфинитезимальном
уровне =), но регуляризуется при наблюдении через

∫
.

28.4 Модальное Сглаживание Сети Арнольда

Мы обобща-
ем этот результат на глобальную структуру фазового пространства.

Теорема
13.4.1 (Модальное Сглаживание Сети Арнольда). Структура инвариантных множеств и
резонансных слоев (Синтетическая Сеть Арнольда A∼) при наблюдении через модальность
(
∫
) обладает упрощенным гомотопическим типом по сравнению с классическим аналогом.

Динамика на уровне формы является регуляризованной.
Доказательство:

Структура Сети Арнольда порождается глобальным взаимодействием резонансов и гомоклин-
ными плетениями, которые основаны на Подковах Смейла. Как показано в Теореме 13.3.2.1,
форма этих множеств гомотопически проще (стягиваема). Бесконечное самоподобное фрак-
тальное вложение, характерное для классической Сети Арнольда, отсутствует на уровне

∫
.

Глобальный транспорт (Диффузия Арнольда) на уровне формы становится более регулярным,
так как барьеры для транспорта (фрактальные границы) сглаживаются. □
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28.4.1 Инфинитезимальное Утолщение Слоев и Микролинейность (Рис. 13.2)

В SDG мик-
ролинейность (Аксиома KL) накладывает ограничения на локальное поведение. Система не мо-
жет ”разрешить”бесконечно тонкие резонансные слои на инфинитезимальном уровне.

Лемма
13.4.1.1 (Инфинитезимальное Утолщение). Стохастический слой S∼ содержится в инфини-
тезимальной окрестности Nϵ (ε ∈ Dk для некоторого k) своей формы

∫
S∼, граница которой

является гладкой.
Это ”утолще-

ние”обеспечивает гладкость границ между областями различной динамики на микроуровне, что
способствует общей гладкости функционала стоимости (Теорема 14.3.1).

Схематическая диаграмма соответствующего механизма.

Рис. 13.2. Сравнение структуры резонансных слоев в ZFC (фрактальные границы, порож-
денные КАМ-теорией) и SDG (гладкие границы с инфинитезимальным утолщением, обу-
словленные микролинейностью и когезией).

28.5 Количественная Оценка Регуляризации: Строгое Определение Shape-
Энтропии (htop(

∫
))

Для количе-
ственной оценки регуляризации необходимо строго определить топологическую энтропию
на уровне формы. Поскольку

∫
X является гомотопическим типом (моделируемым как

∞-группоид или топологическое пространство), мы используем понятие энтропии для
отображений на таких объектах.

Определение
13.5.1 (Shape-Энтропия). Пусть Φ∼

t — синтетический поток наM∼. Он индуцирует поток на
форме

∫
Φ∼
t на

∫
M∼. Положим htop(

∫
) (или htop(

∫
H∼)) как топологическую энтропию этого

индуцированного потока на гомотопическом типе
∫
M∼. (Формальное определение требует

использования метрической энтропии на пространстве реализаций гомотопического типа или
категорных определений энтропии).

Теорема
13.5.2 (Ограничение Shape-Энтропии). Для синтетической системы H∼ и соответствующей
классической системыH , имеем htop(

∫
H∼) ≤ htop(H).

Доказательство:
Топологическая энтропия измеряет экспоненциальную скорость генерации различимых орбит
(по Боуэну-Дингейсу). Функтор Shape

∫
действует как фактор-отображение (в гомотопическом

смысле) из пространства траекторий в пространство гомотопических классов траекторий.
По теореме о вариационном принципе и свойствам энтропии при факторизации, фактор-
отображение не может увеличивать энтропию. □

Условия
Строгого Неравенства: Неравенство строгое (htop(

∫
H∼) < htop(H)), если система обладает

положительной энтропией, порожденной структурами, которые упрощаются функтором
∫
.

Поскольку Теорема 13.3.2.1 утверждает, что форма Подков Смейла стягиваема, энтропия,
порожденная этими структурами (которая положительна в классическом случае), обнуляется
на уровне

∫
. Следовательно, для гиперболических систем неравенство строгое.

Следствия:
Теоретическое снижение наблюдаемой сложности глобального транспорта и сглаживание
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функционала стоимости. Это напрямую влияет на оценку сложности алгоритма GCS (Раздел
15.5.1).

(Примечание:
Количественные оценки htop(

∫
) для конкретных систем, таких как CR3BP, требуют дальней-

ших исследований и разработки вычислительных методов в Cohesive HoTT).

28.6 ПределыМодальной Регуляризации: Негативные Примеры и Ограничения

Важно пони-
мать границы применимости модальной регуляризации (в соответствии с Гипотезой 13.1.1).

1. Жесткая Неконсервативность: В системах с сильной диссипацией или внешнимшумом
(например, стохастические дифференциальные уравнения), где динамика определяется не
только геометрией фазового пространства, эффект когезионного сглаживания может быть
недостаточным для полной регуляризации, так как шум может разрушать когезию.

2. Фундаментальная Негладкость (Стратификация): Если негладкость введена в систе-
му явно (например, системы с переключениями, гибридные автоматы, не регуляризуемые
через Dk), SDG не устранит эту негладкость автоматически. Однако SDG предоставляет
мощные инструменты для анализа таких систем как стратифицированных микролиней-
ных объектов.

3. Хаос Гомотопического Типа (Топологический Хаос): Если сам гомотопический тип фа-
зового пространства сложен (например, поверхности высокого рода с отрицательной кри-
визной), то

∫
не упростит его. Хаос, связанный с топологией пространства (например, гео-

дезические потоки на таких поверхностях, Аносовские системы), сохраняется на уровне∫
. Регуляризация SOTT-D эффективна против хаоса, порожденного фрактальными вложе-

ниями (как Подковы Смейла в Rn), но не против топологического хаоса.



Глава 29

СИНТЕТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ОПТИМИЗАЦИИ (SOT)

Мы разраба-
тываем теорию оптимизации непосредственно во внутреннем языке Топоса E . Сочетание им-
манентной гладкости SDG, интуиционистской логики и техники Геометрической Логики поз-
воляет нам не только доказать существование оптимума, но и обеспечить его конструктивное
нахождение и корректную экстракцию через механизм спуска, при условии выполнения силь-
ных гипотез (Н1-Н3).

29.1 Стратегия Конструктивной Оптимизации: Геометричность и Спуск

Цель SOT —
доказать утверждение о существовании глобального оптимума ∃γ∗ ∈ T∼.∀γ ∈ T∼.J∼(γ∗) ≤
J∼(γ) в Топосе E и извлечь глобальное сечение Γ(γ∗).

Эта страте-
гия разбивается на четыре ключевых этапа:

1. Геометрическая Формулировка: Переформулировать задачу с использованием Геомет-
рической Логики (используя Rℓ) для обеспечения устойчивости предикатов при экстрак-
ции (Разделы 14.2-14.4).

2. Конструктивное Существование (Локальное): Доказать существование оптимума во
внутренней логике (1 ⊩ ∃γ∗), используя конструктивный функциональный анализ (Ком-
пактность Бишопа, H2) (Раздел 14.5, 14.7.1).

3. Глобальный Спуск (Склейка): Обеспечить строгую уникальность оптимума (подтерми-
нальность, H3) или условия спуска для Парето-фронта, и использовать Аксиому Склейки
(Теорию Спуска) для построения глобального сечения (Разделы 14.6, 14.7.2).

4. Анализ Регуляризации (Γ-Сходимость): Обеспечить сходимость регуляризованного ре-
шения к истинному оптимуму при ε→ 0 (Раздел 14.8).

29.2 Функционалы Стоимости в Нижних Вещественных (Rℓ)

Как обсужда-
лось в Разделе 9.5, порядок на R∼ (Дедекинда) не является геометрическим, что препятствует
корректной экстракции. Мы переопределяем скаляризованный функционал стоимости, исполь-
зуя Нижние Вещественные числа (Rℓ):

J∼ : T∼ → Rℓ

(14.2.1)

95
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Ключевое
Преимущество: Сравнение J∼(γ1) < J∼(γ2) теперь является геометрическим предикатом
(Лемма 9.5.3.1) и корректно переносится функтором Γ. Кроме того, Rℓ обладает полнотой по
инфимумам (Box 9.1), что необходимо для определения значения минимума.

29.3 Теорема о Гладкости и Нижней Полунепрерывности Функционала Стоимо-
сти J∼

В класси-
ческой постановке ландшафт J фрактален и может восприниматься как негладкий из-за
бесконечной иерархии масштабов (хотя формально может быть C∞). В SOT мы доказываем
его гладкость как прямое следствие свойств SDG.

Теорема
14.3.1 (Гладкость и Непрерывность Функционала). Функционал J∼ : T∼ → Rℓ явля-
ется гладким (в смысле SDG) и нижне-полунепрерывным (l.s.c.) в смысле конструктивной
топологии (Топологии Скотта на Rℓ).

Доказательство:

1. Пространство T∼ микролинейно (Теорема 12.4.1). Синтетический Поток ΦH гладкий
(Теорема 12.2.0.1), так как ГамильтонианH∼ гладкий (автоматически в SDG).

2. J∼ определяется как композиция гладких операций (Лагранжиан, который гладко зависит
от состояния и управления) и интегрирования. Аксиома Интегрирования (9.7.1) гаранти-
рует сохранение гладкости при интегрировании (Box 9.2).

3. По Теореме об Автоматической Гладкости (9.4.1), любая функция, определенная в Топосе,
включая функционал J∼ на микролинейном пространстве T∼, является гладкой.

4. Гладкость влечет непрерывность. В контекстеRℓ, непрерывность функции со значениями
в Rℓ (в Топологии Скотта) эквивалентна её нижней полунепрерывности (Box 9.1). □

Значение:
Гладкость и l.s.c. J∼ являются необходимыми условиями для существования минимума на
компакте (Конструктивная Теорема Вейерштрасса) и применимости Γ-сходимости. Это прямой
результат переноса задачи в SDG и использования Rℓ.

29.4 Формулировка Глобальной Оптимизации в Геометрической Логике

29.4.1 Определение Argmin-Шифа и Доказательство его Геометричности (Явная
Формула)

Определим
Argmin-Шиф (Пучок Аргументов Минимума) (Argmin(J∼)) как подпучок T∼, состоящий из
глобальных минимумов:

Argmin(J∼) = γ∗ ∈ T∼ | ∀γ ∈ T∼.J∼(γ∗) ≤ J∼(γ)

(14.4.1.1)
Лемма

14.4.1.1 (Геометричность Argmin). Определение Argmin(J∼) эквивалентно геометрической
секвенции.
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Доказательство
(Явная формула в Геометрической Логике):

Мы должны
выразить предикат оптимальности P (γ∗) ≡ ∀γ ∈ T∼.J∼(γ∗) ≤ J∼(γ) через геометрические
секвенции. Мы используем свойства порядка на Rℓ (Раздел 9.5.3).

Предикат
J∼(γ∗) ≤ J∼(γ) эквивалентен (по определению порядка в Rℓ через рациональные числа Q):

∀q ∈ Q.(J∼(γ) < q =⇒ J∼(γ∗) < q)

Мы перепи-
сываем это как геометрическую секвенцию (Определение 8.7.1). Введем контекст переменных
~v = (γ∗, γ, q), где γ∗, γ ∈ T∼, q ∈ Q.

Геометрическая
Секвенция для Argmin:

(J∼(γ) < q) `v⃗ (J∼(γ∗) < q)

(14.4.1.2)
Левая и пра-

вая части являются геометрическими формулами, так как отношение< наRℓ геометрично (Лем-
ма 9.5.3.1). Секвенция (14.4.1.2) утверждает, что если значение J∼(γ) меньше q, то и значение
оптимума J∼(γ∗) также меньше q. Это выполняется для всех γ и всех q.

Следовательно,
определение Argmin(J∼) задано геометрической теорией. □

Лемма
14.4.1.2 (Argmin есть Пучок). Поскольку Argmin(J∼) определен геометрической секвенцией
внутри пучка T∼ (который является пучком, так как он представим в Топосе Гротендика E),
он также является Пучком (Шифом). Это следует из того, что подмножества, определяемые
геометрическими формулами, сохраняют структуру пучка.

29.4.2 Геометричность Ограничений и Санация Негеометрических Формул (Box
14.1)

Для коррект-
ности SOT необходимо, чтобы все ограничения задачи, определяющие допустимое простран-
ство T∼

constr, были сформулированы геометрически.

Box 14.1: Ограничения как Геометрические Секвенции и Санация Негеомет-
ричности

1. Геометрические Ограничения (Типа Неравенства): g(γ) ≤ C.
Если g гладкая и используетсяRℓ, это выражается геометрической секвенцией
(аналогично Argmin):

(C < q) `(γ,q) (g(γ) < q)

Примеры: ограничения на ∆V ≤ ∆Vmax, TOF ≤ Tmax, минимальное рассто-
яние пролета r(γ) ≥ rmin (переписывается как −r(γ) ≤ −rmin).
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2. НегеометрическиеОграничения (Типа Равенства): h(γ) = 0. Например, точное
попадание в целевую точку x(T ) = xtarget.
Равенство на Rℓ (и тем более на R∼) не является стабильным предикатом в
интуиционистской логике и не является геометрическим (требует ∀ и ⇒ для
определения x = y ⇐⇒ (x ≤ y ∧ y ≤ x)).

Стратегии Санации (Трансляция в Геометрическую Форму):
Негеометрические ограничения должны быть устранены или аппроксимированы
для сохранения конструктивности и геометричности:

1. ε-Релаксация (Аппроксимация): Замена h(γ) = 0 на |h(γ)| ≤ ε. Это сводится
к двум геометрическим неравенствам: h(γ) ≤ ε и−h(γ) ≤ ε. Это стандартный
подход в задачах оптимизации траекторий.

2. ШтрафныеФункции (Включение вФункционал):Включение ограничений
в функционал J∼

pen(γ) = J∼(γ) + λ · Penalty(h(γ)). Если Penalty гладкая (на-
пример, квадратичная ‖h(γ)‖2), это сохраняет геометричность J∼

pen.
3. Введение Вспомогательных Переменных (Точная Трансляция): В некото-

рых случаях можно точно транслировать негеометрические формулы в геомет-
рические путем расширения контекста (например, используя проективные ре-
зольвенты), но это значительно усложняет теорию и выходит за рамки данной
работы.

В SOTT-D мы предполагаем, что T∼
constr определено геометрическими предикатами

(используя стратегию 1 или 2).

29.5 Конструктивный Функциональный Анализ в Топосе: Метрика и Компакт-
ность

Для доказа-
тельства существования минимума (аналог Теоремы Вейерштрасса) необходимо определить
метрическую структуру на T∼ и использовать конструктивное понятие компактности. Это
требует развития элементов функционального анализа внутри Топоса E .

29.5.1 Выбор Топологии: Метрика C1 и Альтернативы (Пространства Соболева)

Мы должны
выбрать топологию на пространстве траекторий T∼ на конечном временном горизонте I =

[0, T ]. Топология должна быть достаточно сильной, чтобы обеспечить компактность (Н2), но
достаточно слабой, чтобы обеспечить робастность (Раздел 11.3).

Метрика
C1:

Мы исполь-
зуем топологию пространства C1. Пусть (M, g)— риманово многообразие. Норма траектории
γ : I →M определяется как:

|γ|C1 = sup t ∈ I|γ(t)|g + sup t ∈ I|∇tγ̇(t)|g

(14.5.1.1)
где ‖ · ‖g —

норма, индуцированная метрикой g, а ∇t — ковариантная производная.
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• Преимущества: Обеспечивает сходимость не только траекторий, но и их производных
(скоростей, управлений). Гладкость J∼ в этой топологии легко доказывается. Стандартная
Теорема Асколи-Арцела применима.

• Недостатки: Как показано в Разделе 11.3.3, приводит к катастрофической неробастности
в хаотических системах (Crob ∼ 1013).

Альтернатива:
Пространства СоболеваW 1,p:

Для повыше-
ния робастности можно рассмотреть более слабые топологии, например, пространства Соболе-
ваW 1,p (или H1 для p = 2).

|γ|W 1,p =

(∫
I
|γ(t)|pgdt+

∫
I
|∇tγ̇(t)|pgdt

)1/p

(14.5.1.2)

• Преимущества: Лучшие свойства робастности (оценки Грёнвалля в Lp нормах менее
жесткие). Компактность (Н2) может быть обеспечена (Теорема вложения Соболева, Тео-
рема Реллиха-Кондрашова). Это стандартный подход в современном вариационном исчис-
лении и теории УЧП.

• Недостатки: Более сложный конструктивный функциональный анализ. Требует развития
конструктивной теории меры и интегрирования Лебега в Топосе, что является нетривиаль-
ной задачей (хотя и активно развивающейся областью). Определение Соболевских про-
странств в SDG требует использования обобщенных функций или локалей.

Выбор для
SOTT-D: В данной работе мы используем метрику C1 для теоретической строгости и простоты
изложения SOT, опираясь на стандартный аппарат SDG. Мы явно признаем ограничения
робастности (11.3.3) как фундаментальную проблему для практического применения в Гамиль-
тоновых системах и указываем на переход к Соболевским пространствам как на необходимое
направление развития метода для преодоления кризиса робастности.

29.5.2 Компактность Бишопа и Конструктивная Теорема Асколи-Арцела

Мы ис-
пользуем определение Компактности Бишопа [33], которое является конструктивным
эквивалентом компактности в метрических пространствах.

Определение
14.5.2.1 (Компактность Бишопа). Метрическое пространство компактно, если оно полно
(каждая последовательность Коши сходится) и вполне ограничено (существует конечное
ε-покрытие для любого ε > 0).

Для доказа-
тельства компактности T∼ в метрике C1 мы используем конструктивный аналог Теоремы
Асколи-Арцела.

Теорема
14.5.2.2 (Бишоп-Асколи-Арцела в E для C1). Пусть T∼ = C1(I∼,M∼) — полное функцио-
нальное пространство с метрикой dC1 (при условии, что M∼ полно). Семейство траекторий
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F ⊂ T∼ является вполне ограниченным (т.е. его замыкание компактно) тогда и только тогда,
когда оно:

(a) Поточеч-
но ограничено.

(b) Равносте-
пенно непрерывно.

(c) Семей-
ство производных Ḟ = {γ̇ | γ ∈ F} также поточечно ограничено и равностепенно непрерывно
(равностепенная C1-непрерывность).

Доказательство
этой теоремы в конструктивном контексте требует аккуратного построения ε-покрытий, не
опираясь на LEM.

29.5.3 Доказательство Компактности T∼
constr (Верификация Гипотезы Н2)

Мы ограни-
чиваем пространство поиска T∼

constr —траектории, удовлетворяющие ограничениям (например,
по энергии/Константе Якоби CJ и TOF). Для обеспечения компактности необходимо выполне-
ние строгих условий на динамику.

Условия
Полноты и Замкнутости (Н2):

1. Регуляризация Сингулярностей: Динамика должна быть регуляризована (Раздел 16.3,
Blowing-up) для устранения столкновений и обеспечения полнотыM∼

reg.

2. Регуляризация DSM: Импульсные маневры должны быть регуляризованы (Раздел 16.1)
для обеспечения гладкости и включения решений в пространство C1.

3. Глобальная Полнота Потока: Регуляризованный поток должен быть глобально полным
(Теорема 12.2.2.1).

4. Коэрцитивность/Ограниченность: Ограничения на энергию (CJ ) и TOF должны опре-
делять ограниченную область в фазовом пространстве.

Лемма
14.5.3.1 (Конструктивная Компактность, Основа H2). При выполнении Условий 1-4, про-
странство допустимых траекторий T∼

constr является конструктивно компактным (по Бишопу) в
метрике C1.

Доказательство:
Основано на Теореме 14.5.2.2.

1. Полнота: T∼
constr является замкнутым подмножеством полного пространства

C1(I∼,M∼
reg). Полнота M∼

reg обеспечивается Условием 1. Замкнутость T∼
constr сле-

дует из того, что ограничения (на CJ , TOF) определены непрерывными функционалами
(в силу гладкости SDG).

2. Вполне Ограниченность (Асколи-Арцела):

• (a) Поточечная Ограниченность: Обеспечивается Условием 4 (ограничения на
энергию и коэрцитивность Гамильтониана).

• (b) Равностепенная Непрерывность (C0): Обеспечивается гладкостью потока и
ограниченностью векторного поляXH на компакте, определенном Условием 4. Огра-
ниченность ‖XH‖ дает равномерную оценку на модуль непрерывности траекторий.
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• (c) Ограниченность и Непрерывность Производных (C1): Требует ограниченно-
сти и непрерывности Якобиана векторного поляDXH (ГессианаH∼). Это выполня-
ется благодаря автоматической гладкости H∼ в SDG (Теорема 9.4.1) и ограниченно-
сти области поиска (Условие 4). Ограниченность ‖DXH‖ дает равномерную оценку
на модуль непрерывности производных.

Следовательно,
T∼
constr полно и вполне ограничено, т.е. компактно по Бишопу. □

Checklist H2: Верификация Компактности Бишопа (Пример CR3BP)

Нормировка: Используются стандартные безразмерные единицы CR3BP (Прило-
жение А.1).

• [�] Регуляризация Сингулярностей: Выполнено инфинитезимальное разду-
тие (16.3) в окрестности примарисов.

• [�] Регуляризация DSM: Выполнена Dk-регуляризация импульсов (16.1).
• [�] Глобальная Полнота Потока: Гарантирована для регуляризованного по-
тока (Теорема 12.2.2.1).

• [�] Коэрцитивность/Ограниченность: Ограничение на Константу Якоби
CJ ≤ Cmax определяет компактную область в конфигурационном простран-
стве (области Хилла), что обеспечивает поточечную ограниченность.

• [�] Гладкость Потока (C1): Гамильтониан CR3BP гладкий (аналитический)
вне сингулярностей. Регуляризация сохраняет гладкость. Это обеспечивает
равностепенную непрерывность в C1 на компакте.

29.6 Обеспечение Глобального Спуска: Подтерминальность и Мультикритери-
альность

Доказательство
существования минимума в Топосе (локальное существование, 1 ⊩ ∃γ∗) не гарантирует су-
ществования глобального сечения Γ(γ∗). Для перехода к глобальному оптимуму необходима
склейка локальных свидетелей (Спуск), что требует выполнения условий согласования.

29.6.1 МонокритериальныйСлучай: Регуляризация Тихонова (Jϵ) и Гипотеза Н3

Самый стро-
гий способ обеспечить согласование — гарантировать уникальность минимума на каждой ста-
дии U . Это означает, что пучок Argmin(J∼) должен быть подтерминальным (Subterminal, см.
Глоссарий 4.4).

Определение
14.6.1.1 (Подтерминальность). Пучок F подтерминален, если для любого U , множество сече-
ний F (U) содержит не более одного элемента (|F (U)| ≤ 1).

В общем слу-
чае задача MGA-DSM невыпуклая, и глобальный минимум не уникален (например, из-за сим-
метрий или существования различных гомотопических классов оптимальных траекторий). Для
обеспечения подтерминальности мы вводим Строгую Выпуклость функционала по управле-
нию u. Это достигается с помощью стандартной техники — Регуляризации Тихонова:

J∼
ϵ (γ) = J∼(γ) + εR(u(γ))
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(14.6.1.1)
где ε > 0 —

малый параметр регуляризации, а R— строго выпуклый регуляризатор. Мы используем стан-
дартный квадратичный регуляризатор (штраф за норму управления) R = ‖u‖2L2

.
Лемма

14.6.1.2 (Строгая Выпуклость Регуляризованного Функционала). Если Лагранжиан L(x, u)
строго выпуклый по u (что обеспечивается добавлением ε‖u‖2), то функционал J∼

ϵ является
строго выпуклым на пространстве управлений (при фиксированной траектории состояния).

Предположение
14.6.1.1 (Подтерминальность Argmin, H3). Мы предполагаем, что для достаточно малого
ε > 0, строгая выпуклость по управлению индуцирует глобальную уникальность оптимальной
траектории γ∗ϵ . Это гарантирует подтерминальность пучка Argmin(J∼

ϵ ).
(Примечание:

Доказательство того, что строгая выпуклость по управлению влечет глобальную уникаль-
ность траектории в нелинейных системах, является сложной задачей и зависит от свойств
динамики (например, условий управляемости и наблюдаемости, отсутствия сопряженных
точек — Условие Якоби). В контексте SOT мы принимаем это как сильную гипотезу Н3,
необходимую для спуска. Верификация Н3 проводится в Разделе 17.2 через анализ Гессиана).

29.6.2 Мультикритериальный Случай: Парето-Фронт как Геометрический Пу-
чок и Условия Спуска (Box 14.2)

В мульти-
критериальной оптимизации (например, минимизация (∆V, TOF )) оптимум не уникален, а
представляет собой Парето-фронт P∼. В этом случае Н3 не выполняется.

Box 14.2: Мультикритериальная Оптимизация в SOT: Вызовы и Стратегии

1. Векторный Функционал: J∼
vec : T

∼ → (Rℓ)
k.

2. Геометричность Парето-Фронта: Парето-фронт P∼ определяется как множе-
ство траекторий γ∗, для которых не существует γ, доминирующей над γ∗ (т.е.
J∼
vec(γ) < J∼

vec(γ
∗)).

Предикат доминирования:
D(γ, γ∗) ≡

∧k
i=1(J

∼
i (γ) ≤ J∼

i (γ∗)) ∧
∨k

i=1(J
∼
i (γ) < J∼

i (γ∗)).
Этот предикат является геометрическим (использует ∧,

∨
, <,≤ на Rℓ).

Предикат Парето-оптимальности: PO(γ∗) ≡ ¬∃γ.D(γ, γ∗).
Это определение использует отрицание (¬) и квантор существования (∃). В ин-
туиционистской логике ¬∃ эквивалентно ∀¬. Это определение в общем случае
не является геометрическим и не гарантирует, что P∼ является пучком в стан-
дартном смысле.

3. Санация Парето-Фронта: Для обеспечения геометричности необходимо ис-
пользовать альтернативные определения Парето-фронта (например, через ска-
ляризацию с переменными весами

∑
wiJi или аппроксимацию ε-Парето фрон-

та), которые могут быть выражены геометрическими секвенциями.

4. Спуск для Парето-Фронта (Теория Стеков): Склейка локальных Парето-
фронтов в глобальный требует выполнения более сложных условий согласо-
вания. Поскольку локальные оптимумы не уникальны, мы должны склеивать
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не объекты, а категории (или группоиды) локальных оптимумов. Это требу-
ет использования Теории Спуска для Стеков (Stacks) или высших пучков (∞-
sheaves). Условия согласования становятся коциклическими условиями высше-
го порядка.

В данной работе мы фокусируемся на скаляризованном случае (Н3) для строгости
доказательства спуска, рассматривая мультикритериальный случай как сложное рас-
ширение теории, требующее аппарата∞-топосов.

29.7 Теорема о Существовании Конструктивного Глобального Оптимума

Мы объеди-
няем результаты о гладкости, компактности и подтерминальности для доказательства главной
теоремы SOT.

29.7.1 Локальное Существование (Конструктивная Теорема Вейерштрасса)

Теорема
14.7.1.1 (Конструктивная Теорема Вейерштрасса в E). Пусть T∼

constr — конструктивно
компактное (по Бишопу) метрическое пространство (Гипотеза Н2), и J∼ : T∼

constr → Rℓ —
нижне-полунепрерывный функционал (Теорема 14.3.1). Тогда J∼ достигает своего инфимума.
То есть, во внутренней логике E истинно:

1 ⊩ ∃γ∗ ∈ T∼
constr.(γ

∗ ∈ Argmin(J∼))

(14.7.1.1)
Доказательство:

Конструктивное доказательство (Bishop, 1967 [33]; Bridges & Richman, 1987 [41]).

1. Существование Инфимума: Полнота Rℓ по инфимумам (Лемма 9.5.3.2) гарантирует су-
ществование j∗ = inf J∼(T∼

constr).

2. Построение Покрытий: Мы строим последовательность конечных εn-покрытий про-
странства T∼

constr (используя вполне ограниченность Н2), где εn → 0.

3. Выбор Кандидатов: На каждом шаге n мы выбираем элементы покрытия (шары Bi),
на которых значение J∼ близко к инфимуму j∗. Точнее, мы ищем центры ci такие, что
J∼(ci) < j∗ + δn.

4. Построение Последовательности Коши: Используя нижнюю полунепрерывность J∼ и
полноту T∼

constr (Н2), мы конструктивно строим последовательность Коши {γn}, выбирая
элементы из последовательности покрытий.

5. Сходимость к Минимуму: Последовательность сходится к некоторому элементу γ∗. По
нижней полунепрерывности, J∼(γ∗) ≤ lim inf J∼(γn). Поскольку J∼(γn) сходится к
j∗, получаем J∼(γ∗) ≤ j∗. По определению инфимума, J∼(γ∗) ≥ j∗. Следовательно,
J∼(γ∗) = j∗, и γ∗ является минимумом.

6. Конструктивность: Поскольку доказательство конструктивно (не использует LEM или
AC, а опирается на явное построение последовательности и покрытий), оно валидно во
внутренней логике E . □
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Это доказы-
вает, что пучок Argmin(J∼) не пуст (т.е. имеет локальные сечения на некотором покрытии
1).

29.7.2 Лемма о Склейке Подтерминальных Пучков (Глобальный Спуск) (Рис.
14.1)

Теперь мы
используем Гипотезу Н3 для перехода от локального существования к глобальному сечению.
Это ключевой шаг, позволяющий преодолеть локальный характер интуиционистской логики.

Лемма
14.7.2.1 (Подтерминальный Спуск). Пусть F — непустой подтерминальный пучок в Топосе
Гротендика E . Тогда F имеет единственное глобальное сечение. То есть, если 1 ⊩ ∃x ∈ F и
∀U.|F (U)| ≤ 1, то |Γ(F )| = 1.

Доказательство:

1. Существование Локальных Сечений: Непустота (1 ⊩ ∃x ∈ F ) означает существова-
ние покрытия терминального объекта {Ui → 1}i∈I и локальных сечений si ∈ F (Ui) (по
Семантике Крипке-Жояля 8.5.1).

2. Анализ Согласования: Рассмотрим пересечения (стягивания) Uij = Ui ×1 Uj . Ограниче-
ния сечений si|Uij и sj |Uij являются элементами F (Uij).

3. Уникальность обеспечивает Согласование: По условию подтерминальности (Н3),
F (Uij) содержит не более одного элемента. Поскольку si|Uij и sj |Uij существуют (так
как они являются ограничениями существующих сечений si, sj), они обязаны быть рав-
ны: si|Uij = sj |Uij .

4. Это означает, что локальные сечения {si} автоматически удовлетворяют условию согла-
сования.

5. Склейка:ПоАксиомеСклейки для пучков (Определение 8.2.1), существует единственное
глобальное сечение s ∈ Γ(F ) = F (1) такое, что s|Ui = si. □

Схематическая диаграмма соответствующего механизма.

Рис. 14.1. Схема механизма Подтерминального Спуска. Локальные сечения (s1, s2, s3) су-
ществуют благодаря Н2. Их согласование на пересечениях (U12) гарантируется уникаль-
ностью (Н3). Аксиома Склейки обеспечивает существование глобального сечения s.

Теорема
14.7.2.2 (Существование Глобального Оптимума в E). При выполнении Гипотез Н1, Н2 и
Н3 (для регуляризованного функционала J∼

ϵ ), существует единственное глобальное сечение
γ∗ϵ ∈ Γ(Argmin(J∼

ϵ )).
Доказательство:

Следует из применения Леммы 14.7.1.1 (непустота Argmin) и Леммы 14.7.2.1 (спуск подтерми-
нального пучка).

29.8 Анализ Сходимости Регуляризации: Γ-Сходимость в Топосе (Инновация 4)

Мы нашли
оптимум γ∗ϵ для регуляризованного функционала J∼

ϵ . Необходимо доказать, что при ε → 0,
эти оптимумы сходятся к оптимуму исходного функционала J∼. Мы используем аппарат
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Γ-сходимости (в смысле Де Джорджи), адаптированный для конструктивного контекста
Топоса E и функционалов со значениями в Rℓ. Это является четвертой инновацией метода.

29.8.1 Определение Γ-Сходимости в E (Условия Liminf и Recovery Sequence)

Определение
14.8.1.1 (Γ-Сходимость). Последовательность функционалов Jϵ : T∼ → Rℓ Γ-сходится к J
(обозначается Jϵ

Γ→ J) в топологии C1, если выполнены два условия:

1. Условие Нижней Грани (Liminf inequality): Для любой последовательности γϵ → γ в C1:

J(γ) ≤ lim inf
ϵ→0

Jϵ(γϵ)

(14.8.1.1)

2. Существование Восстанавливающей Последовательности (Recovery sequence): Для лю-
бой γ ∈ T∼ существует последовательность γ′ϵ такая, что γ′ϵ → γ в C1 и:

lim sup
ϵ→0

Jϵ(γ
′
ϵ) ≤ J(γ)

(14.8.1.2)

Эти опреде-
ления корректны в конструктивном анализе благодаря свойствам Rℓ.

29.8.2 Равнокоэрцитивность Семейства Jϵ и Связь с Компактностью (Н2)

Для того что-
бы сходимость функционалов влекла сходимость минимизаторов, необходимо условие равно-
коэрцитивности.

Определение
14.8.2.1 (Равнокоэрцитивность). Семейство функционалов Jϵ равнокоэрцитивно, если для
любого C ∈ Rℓ, объединение их множеств уровня

⋃
ϵ{γ | Jϵ(γ) ≤ C} содержится в общем

компакте.
Лемма

14.8.2.2 (Равнокоэрцитивность из Н2). Если пространство поиска T∼
constr компактно (Ги-

потеза Н2), то любое семейство функционалов Jϵ, определенных на нем, автоматически
равнокоэрцитивно.

Доказательство:
Тривиально, так как все множества уровня по определению содержатся в компакте T∼

constr. □

29.8.3 Теорема о Сходимости Минимумов и Минимизаторов (Jϵ
Γ→ J)

Теорема
14.8.3.1 (Фундаментальная Теорема Γ-Сходимости).Пусть Jϵ

Γ→ J и семейство Jϵ равнокоэр-
цитивно. Тогда inf Jϵ → inf J . Более того, если γ∗ϵ — минимизаторы Jϵ, то последовательность
{γ∗ϵ } имеет предельную точку γ∗, и γ∗ является минимизатором J .

Доказательство:
Стандартное доказательство (Dal Maso, 1993 [42]) переносится в конструктивный контекст
благодаря использованию Компактности Бишопа (Н2) и нижней полунепрерывности Rℓ.
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1. Компактность Последовательности: Равнокоэрцитивность (Лемма 14.8.2.2) гарантиру-
ет, что последовательность минимизаторов {γ∗ϵ } содержится в компакте T∼

constr. По ком-
пактности, существует сходящаяся подпоследовательность γ∗ϵk → γ∗.

2. Применение Liminf: Используем условие Liminf (14.8.1.1) для этой подпоследовательно-
сти:

J(γ∗) ≤ lim inf Jϵk(γ∗ϵk).

3. Применение Recovery Sequence: Для произвольной γ ∈ T∼
constr, используем Recovery

sequence (14.8.1.2): существует γ′ϵk → γ такая, что lim sup Jϵk(γ′ϵk) ≤ J(γ).

4. Свойство Минимизаторов: Так как γ∗ϵk минимизаторы: Jϵk(γ
∗
ϵk
) ≤ Jϵk(γ

′
ϵk
).

5. Цепочка Неравенств: Комбинируя неравенства:

J(γ∗) ≤ lim inf Jϵk(γ∗ϵk) ≤ lim sup Jϵk(γ∗ϵk) ≤ lim sup Jϵk(γ′ϵk) ≤ J(γ).

6. Заключение: Следовательно, J(γ∗) ≤ J(γ) для всех γ, т.е. γ∗ — глобальный минимум J .
Также получаем сходимость минимумов infJϵk → J(γ∗). □

Лемма
14.8.3.2 (Γ-сходимость Регуляризации Тихонова). Для функционала J∼

ϵ (14.6.1.1) с гладким
и ограниченным на компакте регуляризатором R, J∼

ϵ
Γ→ J∼ при ε→ 0.

Доказательство:
Проверка условий (14.8.1.1) и (14.8.1.2).

1. Liminf: J∼
ϵ (γϵ) = J∼(γϵ) + εR(γϵ). Так как R ≥ 0, J∼

ϵ (γϵ) ≥ J∼(γϵ). Если γϵ → γ, по
нижней полунепрерывности J∼ (Теорема 14.3.1), J∼(γ) ≤ lim inf J∼(γϵ) ≤ lim inf J∼

ϵ (γϵ).

2. Recovery sequence: Выбираем тривиальную восстанавливающую последовательность
γ′ϵ = γ. Тогда J∼

ϵ (γ) = J∼(γ) + εR(γ). Так как R(γ) ограничено на компакте T∼
constr,

то при ε→ 0, J∼
ϵ (γ) → J∼(γ). Условие lim sup J∼

ϵ (γ) ≤ J∼(γ) выполнено. □

Следствие
14.8.3.3 (Сходимость SOT). При выполнении Н1-Н3, синтетический оптимум γ∗ϵ сходится к
истинному оптимуму γ∗ исходной задачи при ε→ 0 в метрике C1.



Глава 30

АЛГОРИТМ ГЛОБАЛЬНОГО КОНСТРУКТИВНОГО
ПОИСКА (GCS)

Теорема о су-
ществовании глобального оптимума (14.7.2.2) доказана конструктивно. Это означает, что из са-
мого доказательства можно извлечь алгоритм для нахождения этого оптимума (по соответствию
Карри-Ховарда-Ламбека). Этот алгоритм мы называем Глобальным Конструктивным Поиском
(GCS).

30.1 Вычислимость в Топосах и Соответствие Карри-Ховарда-Ламбека

Соответствие
Карри-Ховарда-Ламбека (расширенное на теорию категорий) устанавливает изоморфизм меж-
ду доказательствами в интуиционистской логике (или типами в ITT/HoTT) и программами
(термами λ-исчисления). Доказательство существования ∃x.P (x) соответствует программе,
которая вычисляет свидетель x. В контексте Топоса E , это означает, что доказательство
1 ⊩ ∃γ∗ содержит в себе алгоритм построения локальных свидетелей и процедуру их склейки
в глобальное сечение.

30.2 Структура GCS: Извлечение Программы из Доказательства (Псевдокод Ал-
горитм 1)

Алгоритм
GCS реализует шаги конструктивного доказательства Теоремы Вейерштрасса (14.7.1.1), осно-
ванного на Компактности Бишопа, и механизма Спуска (14.7.2.1). Это по существу алгоритм
глобального поиска методом покрытий (Branch and Bound), но с конструктивными гарантиями
и использованием точной алгебраической геометрии SDG.

Алгоритм 1:
Глобальный Конструктивный Поиск (GCS)

Вход: Ком-
пактное пространство T∼

constr (Н2), гладкий функционал J∼
ϵ (Н3), требуемая точность η.

Выход:
Глобальный оптимум γ∗ϵ с точностью η.

1. Инициализация Покрытия (Использование Вполне Ограниченности Н2):

• Выбрать начальную точность покрытия ε0 (диаметр пространства T∼
constr).

• Построить конечное ε0-покрытие C0 = {B(ci, ε0)}N0
i=1 пространства T

∼
constr. B(ci, ε0)

—шары в метрике C1.

• k = 0 (счетчик итераций).
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2. Итеративный Поиск и Уточнение (Реализация Конструктивной Теоремы Вейер-
штрасса):

• While (Точность не достигнута):

– Оценка Инфимума (Bound): Вычислить нижнюю границу функционала на каж-
дом элементе покрытия. Для этого используется модуль непрерывности J∼

ϵ (ко-
торый существует и вычислим в силу гладкости SDG) или интервальная ариф-
метика, адаптированная для SDG.
Li = infγ∈B(ci,ϵk) J

∼
ϵ (γ).

j∗k = mini Li.
– Фильтрация Кандидатов (Branch/Prune): Выбрать подмножество шаров Sk =

{Bi ∈ Ck | Li ≤ j∗k + δk}. (Где δk — параметр точности шага).
– Проверка Сходимости (Критерий Коши): Если диаметр объединения шаров в
Sk (в метрике C1) меньше требуемой точности η, Break.

– Уточнение Покрытия (Refinement):

* Уменьшить точность εk+1 = εk/2.

* Построить уточненное покрытие Ck+1 для области, покрываемой шарами в
Sk. (Используется адаптивная стратегия, Раздел 15.5.3).

– k = k + 1.

3. Локальная Оптимизация (Градиентный Спуск в SDG):

• Выбрать центр c∗ из финального множества Sk.

• Применить Алгебраический Градиентный Спуск (Раздел 15.3) к J∼
ϵ начиная с c∗ для

нахождения локального минимума γ∗loc с высокой точностью.

4. Глобальный Спуск (Реализация Склейки):

• Теоретически, алгоритм строит последовательность Коши, предел которой γ∗loc явля-
ется глобальным минимумом.

• В силу подтерминальности (Н3), локальный минимум, найденный в любой области
покрытия, совпадает с глобальным минимумом (Лемма 14.7.2.1). Процедура склейки
тривиальна: γ∗ϵ = γ∗loc.

5. Return γ∗ϵ .

30.3 Алгебраический Градиентный Спуск в SDG: Точность и Эффективность

Локальная
оптимизация (Шаг 3 GCS) использует градиентный спуск (или методы второго порядка, напри-
мер, Ньютона). В SDG вычисление градиента и Гессиана является точным и алгебраическим,
что является ключевым преимуществом SGM.

Градиент
Функционала: Градиент∇J∼

ϵ (γ) определяется через синтетическое вариационное исчисление.
Для функционала J(γ) =

∫
L(γ, γ̇)dt, градиент связан с уравнениями Эйлера-Лагранжа.

В SGM мы
используем Алгебраическое Дифференцирование (Раздел 9.6). Для вычисления ∇J(γ) мы рас-
сматриваем вариацию γ+δγ, где δγ—инфинитезимальное возмущение (элемент касательного
пространства TγT∼, который можно представить как векторное поле вдоль γ).
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J(γ + δγ) = J(γ) + 〈∇J(γ), δγ〉+O(|δγ|2)

Используя
инфинитезимали Dk (в частности D1 для градиента и D2 для Гессиана), мы можем вычислить
эти производные точно, без ошибок дискретизации, присущих конечно-разностным методам,
и без ошибок округления, присущих стандартной арифметике с плавающей точкой (если
реализация использует точную алгебру дуальных чисел или C∞-колец).

Преимущество:
Это обеспечивает высокую точность локального поиска и, что более важно, позволяет строго
верифицировать условия выпуклости (Н3) путем проверки положительной определенности
Гессиана (Раздел 17.2).

30.4 Глобализация Поиска через Механизм Склейки (Реализация Спуска)

Шаги 1 и 2
алгоритма GCS обеспечивают глобальное покрытие пространства поиска. Критическим момен-
том является то, что конструктивное доказательство гарантирует сходимость к глобальному ин-
фимуму. Механизм спуска (Шаг 4) гарантирует, что найденный предел является глобальным
сечением. В случае подтерминальности (Н3), это тривиально: любой локальный минимум уни-
кален и, следовательно, является глобальным. В более общем случае (например, мультикрите-
риальном, Box 14.2), процедура спуска требует явной проверки условий согласования на пере-
сечениях покрытия (реализация Descent Data), что значительно усложняет алгоритм и требует
использования структур высших категорий (стеков).

30.5 Анализ Вычислительной Сложности и Роль Регуляризации

Алгоритм
GCS является теоретически вычислимым, но его практическая сложность экстремальна. Она
определяется стоимостью построения ε-покрытия компактного множества T∼

constr в метрике
C1.

Сложность
покрытия (число шаров N(ε)) растет экспоненциально с размерностью пространства d:
N(ε) ∼ (1/ε)d. В функциональных пространствах размерность формально бесконечна. Однако
эффективная размерность определяется скоростью убывания сингулярных чисел оператора
динамики или метрической энтропией пространства.

30.5.1 Теорема об Оценке Сложности Покрытия через Shape-Энтропию

Мы связыва-
ем сложность покрытия с топологической энтропией системы, используя результаты Колмого-
рова и Тихомирова о метрической энтропии функциональных пространств.

Теорема
15.5.1.1 (Оценка Сложности GCS). Сложность алгоритма GCS для достижения точности η на
временном горизонте T оценивается как:

Complexity(GCS) ∼ exp(C · htop(
∫
) · T · log(1/η))
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(15.5.1.1)
где htop(

∫
)

—Shape-энтропия регуляризованной системы (Определение 13.5.1), C—константа, зависящая
от геометрии пространства.

Обоснование:
Метрическая энтропия (или ε-энтропия) пространства траекторий, которая определяет N(ε),
связана с топологической энтропией динамики. Теорема Колмогорова устанавливает эту связь
для гладких систем. В когезивном контексте, мы утверждаем (основываясь на результатах
Главы 13), что сложность конструктивного покрытия определяется энтропией на уровне Формы
htop(

∫
), так как именно этот уровень отражает наблюдаемую сложность после регуляризации.

Фрактальные структуры, которые увеличивают метрическую энтропию в классическом случае,
сглажены на уровне

∫
.

Роль Ре-
гуляризации: Поскольку htop(

∫
) < htop(class) (Теорема 13.5.2) для хаотических систем,

сложность GCS теоретически ниже, чем сложность классического глобального поиска методом
покрытий. Регуляризация хаоса снижает эффективную размерность пространства поиска.

30.5.2 Оценка Эффективной Размерности (d) и ТабличныйСценарийСложности
для CR3BP

Несмотря на
теоретическое снижение энтропии, сложность остается экспоненциальной. Оценим порядок ве-
личины для задачи CR3BP (Приложение А).

• Размерность фазового пространства: 6.

• Эффективная размерность пространства поиска deff (оценка для траекторий с 1 DSM):
≈ 10− 20.

• Классическая энтропия htop(class) ≈ 0.1− 0.5.

• Оценка снижения энтропии (предположение, основанное на Теореме 13.3.2.1): htop(
∫
) ≈

0.1 · htop(class) (оптимистично).

Даже при оп-
тимистичных оценках, число элементов покрытияN(ε) для достижения практической точности
(ε ∼ 10−6) может достигать астрономических значений.

Таблица
15.1. Сценарии Сложности GCS для CR3BP (T=10, η = 10−6)

Сценарий Эффективная Размерность deff Оценка htop(∫) Сложность (Число Элементов Покрытия) Практическая Реализуемость

Низкая Сложность 5 0.01 ∼ 1030 Нет
Средняя Сложность 10 0.05 ∼ 1060 Нет
Высокая Сложность 20 0.1 ∼ 10120 Абсолютно Нет

Вывод: Ал-
горитм GCS неприменим для прямой глобальной оптимизации MGA-DSM из-за проклятия
размерности. Его ценность заключается в предоставлении конструктивного доказательства су-
ществования и теоретической базы для разработки более эффективных (возможно, гибридных)
методов, использующих insights из SOT.
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30.5.3 АдаптивнаяСтратегияПокрытия наОсновеЛокальной Shape-Сложности
(Критерии Refine/Merge)

Для сни-
жения практической сложности можно использовать адаптивные стратегии покрытия (Шаг
2 GCS), где плотность покрытия зависит от локальной сложности динамики и вариации
функционала.

Критерий
Уточнения (Refine): Уточнять покрытие (уменьшать εk) в областях с высокой локальной
Shape-энтропией или высокой вариацией функционала J∼

ϵ (например, вблизи резонансов или
гомоклинных пересечений). Вариация оценивается с использованием точного Градиента и
Гессиана (Раздел 15.3).

Критерий
Объединения (Merge): Объединять элементы покрытия в областях с низкой сложностью
(например, вблизи КАМ-торов или в областях регулярного движения), где функционал почти
постоянен или линейный.

Эта стра-
тегия позволяет сконцентрировать вычислительные ресурсы в наиболее сложных областях
фазового пространства, но не меняет экспоненциальный характер сложности в наихудшем
случае.



Глава 31

МОДЕЛИРОВАНИЕ ГИБРИДНОЙ ДИНАМИКИ
MGA-DSM В ТОПОСЕ

Задача MGA-
DSM является гибридной динамической системой, включающей непрерывную эволюцию (гра-
витационное взаимодействие) и дискретные события (импульсные маневры DSM, гравитаци-
онные маневры MGA). Классическое моделирование этих событий приводит к негладкостям
(разрывам скорости) или сингулярностям (потенциала). SDG предоставляет уникальные инстру-
менты для регуляризации этих явлений в рамках единого гладкого формализма.

31.1 Синтетическая Регуляризация Импульсных Маневров (DSM) через Dk

Импульсный
маневр ∆V классически моделируется как разрыв скорости в момент времени tm:
γ̇(t+m) = γ̇(t−m) + ∆V . Это делает траекторию не принадлежащей классу C1 (она кусочно-
гладкая), что нарушает условия компактности (Н2) в C1-метрике и гладкости функционала.

Мы исполь-
зуем инфинитезимали Dk для синтетической регуляризации импульса. Маневр реализуется
не мгновенно, а в течение инфинитезимального интервала времени ∆t ∈ Dk.

Модель Dk-
Регуляризации:

1. Выбираем порядок инфинитезималя k (см. Раздел 16.2).

2. Определяем гладкуюфункцию активации σk(t) : R∼ → [0, 1]∼, которая изменяется от 0 до
1 на интервале [tm, tm+∆t], где∆tk+1 = 0. В SDG такие функции существуют и являются
гладкими (в отличие от классического анализа, где гладкие ”функции включения”требуют
бесконечного интервала).

3. Модифицируем динамику, вводя управление u(t), которое аппроксимирует импульс. На-
пример, используя высокую постоянную тягу F = ∆V /∆t на этом интервале, или более
сложный профиль тяги, интегрирующийся в ∆V .

γ̇∼(t) = XH∼(γ∼(t)) + Bu(t;∆t)

Теорема
16.1.1 (Гладкость Регуляризованной Траектории). Траектория γ∼(t), полученная с помощью
Dk-регуляризации, является имманентно гладкой (C∞) в SDG.

Доказательство:
Следует из автоматической гладкости всех функций в SDG (Теорема 9.4.1). Управление u(t;∆t)
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и векторное поле XH∼ являются гладкими, следовательно, решение дифференциального
уравнения также гладкое. □

Эта регуля-
ризация устраняет разрыв и позволяет анализировать гибридную систему как единый гладкий
объект в пространстве C1(I∼,M∼).

31.2 Алгоритмический Критерий Выбора Порядка Инфинитезималя k(Dk) (Рис.
16.1)

Выбор по-
рядка k критичен для точности моделирования и численной стабильности. k должен быть
достаточно большим, чтобы аппроксимировать импульс (т.е. чтобы маневр был ”быстрым”по
сравнению с динамикой), но достаточно малым для вычислительной эффективности (так как
сложность алгебраических операций растет с k).

Мы вводим
Критерий Инфинитезимальной Адекватности (Infinitesimal Adequacy Criterion, IAC).
Регуляризация адекватна, если влияние внешнего векторного поля (гравитации) на динамику в
течение маневра∆t пренебрежимо мало по сравнению с самим маневром.

|
∫ tm+∆t

tm

XH(γ(t))dt| � |∆V |

Это экви-
валентно требованию, чтобы изменение Гамильтониана вдоль траектории было малым на
инфинитезимальном масштабе.

Алгоритм
Выбора k:

1. Оценить максимальную величину векторного поля ‖XH‖max в области маневра и мини-
мальную величину маневра∆Vmin.

2. Выбрать масштаб инфинитезималя ε (например, требуемая точность моделирования или
машинный эпсилон).

3. Определить требуемую длительность маневра∆t из условия IAC: ∆t ≈ ϵ·∆Vmin
∥XH∥max

.

4. Определить порядок k так, чтобы (∆t)k+1 было ниже порога численной точности (напри-
мер, (∆t)k+1 < 10−16 в стандартной арифметике).

Схематическая диаграмма соответствующего механизма.

Рис. 16.1. Алгоритм выбора порядка инфинитезималя k для Dk-регуляризации DSM.

31.3 Регуляризация Сингулярностей (MGA): Техника Инфинитезимального Раз-
дутия (Blowing Up)

Гравитационные
маневры (MGA) предполагают близкий пролет мимо планеты. В модели точечных масс это
приводит к сингулярности потенциала (1/r) и неограниченному росту векторного поля при
r → 0 (столкновении). Это нарушает условие глобальной полноты потока (Н2) и Липшицевость
поля.
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Мы исполь-
зуем технику Синтетического Раздутия (Synthetic Blowing-Up), которая является аналогом
алгебраического раздутия особенностей в алгебраической геометрии или регуляризации
Леви-Чивиты/Кустаанхеймо-Стифеля в небесной механике, реализованным с помощью
инфинитезималей.

Процедура
Раздутия в SDG:

1. Идентифицировать сингулярность (например, в точке r = 0).

2. Ввести локальные координаты в окрестности сингулярности.

3. Применить преобразование координат (раздутие), которое заменяет сингулярную точку
проективным пространством (сферой направлений подхода к сингулярности). Это позво-
ляет анализировать динамику на самой границе столкновения.

4. В SDG это может быть реализовано более просто путем введения инфинитезимального
”сглаживания”потенциала в окрестности Dk(0). Например, замена 1/r на регуляризован-
ный потенциал 1/

√
r2 + ε2, где ε ∈ Dk.

H∼
reg(r) = H∼(r)|r≥rinf

+H∼
smooth(r)|r<rinf

где rinf
— инфинитезимальный радиус. Выбор H∼

smooth должен гарантировать гладкость (C∞) и
ограниченность векторного поля.

Эта процеду-
ра устраняет сингулярность, делая векторное поле ограниченным и гладким, и обеспечивает
глобальную полноту потока (Теорема 12.2.2.1), удовлетворяя требованиям Н2.

31.4 MGA-DSM как Единый Гладкий Стратифицированный Микролинейный
Объект

Комбинация
Dk-регуляризации и раздутия позволяет представить всю гибридную динамику MGA-DSM как
эволюцию на едином гладком объекте в Топосе E .

Теорема
16.4.1 (Гладкая Репрезентация MGA-DSM). Регуляризованная система MGA-DSM может
быть представлена как гладкий поток на стратифицированном микролинейном объектеM∼

strat,
где стратификация соответствует различным фазам полета (межпланетный перелет, DSM
(инфинитезимальная окрестность), MGA (область раздутия)).

Это обеспе-
чивает выполнение Гипотезы Н2 (Компактность в C1) и позволяет применять Синтетическую
Теорию Оптимизации (SOT) ко всей задаче целиком, не прибегая к кусочному анализу и
сложным условиям сшивки, которые необходимы в классическом подходе.



Глава 32

АНАЛИЗ СТАБИЛЬНОСТИ В СИНТЕТИЧЕСКОМ
КОНТЕКСТЕ

Анализ ста-
бильности оптимальной траектории и верификация условий уникальности (Н3) критичны
для гарантий SOTT-D. SDG предоставляет алгебраические инструменты для этого анализа,
превосходящие по точности классические численные методы.

32.1 Синтетические Вариационные Уравнения и Алгебраический Расчет Гессиа-
на

Стабильность
траектории γ(t) определяется эволюцией малых возмущений ξ(t), которая описывается вариа-
ционными уравнениями (уравнениями Якоби):

ξ̇(t) = DXH(γ(t)) · ξ(t)

В SGM, Яко-
биан DXH (связанный с Гессианом Гамильтониана Hess(H) через симплектическую матрицу
J :DXH = J ·Hess(H)) вычисляется точно с использованием Алгебраического Дифференциро-
вания (Раздел 9.6). Мы используем инфинитезимали второго порядка D2.

Алгебраический
Расчет Гессиана:

Гессиан
H ′′(x) определяется из разложения Тейлора второго порядка, которое в SDG является точным
равенством на D2 (согласно Обобщенной Аксиоме KL(2)):

H(x+ d) = H(x) + 〈H ′(x), d〉+ 1

2
〈d,H ′′(x)d〉, ∀d ∈ D2(0)

n

Выбирая ба-
зисные векторы di ∈ D2(0)

n, можно алгебраически извлечь компоненты Гессиана H ′′
ij(x). Это

эквивалентно использованию автоматического дифференцирования второго порядка с дуальны-
ми числами, но в строгомматематическомформализме. Это позволяет точно вычислить матрицу
Якобиана DXH и интегрировать вариационные уравнения алгебраически на инфинитезималь-
ных шагах, или использовать этот точный Гессиан в численных методах высокой точности.

32.2 Микро-пример Расчета Гессиана и Верификация Строгой Выпуклости (Н3)

Гипотеза Н3
требует строгой выпуклости регуляризованного функционала J∼

ϵ . Это проверяется через ана-
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лиз Гессиана функционала (второй вариации).
Условие

Лежандра-Клебша (Синтетическое): Функционал строго выпуклый, если его Гессиан
положительно определен:

Hess(J∼
ϵ )(γ) > 0

Это условие
включает в себя проверку положительной определенности Гессиана Лагранжиана по управле-
нию (Усиленное Условие Лежандра) и отсутствие сопряженных точек (Условие Якоби).

Верификация
Н3:

1. Усиленное Условие Лежандра: Обеспечивается регуляризатором Тихонова R = ‖u‖2.
Гессиан Лагранжиана Lϵ по управлению u: ∂2Lϵ

∂u2 = ∂2L
∂u2 + 2εI . При ε > 0 это гарантиру-

ет локальную строгую выпуклость по u (предполагая, что исходный Лагранжиан L как
минимум выпуклый по u, что обычно верно для задач управления тягой).

2. Условие Якоби: Проверка отсутствия сопряженных точек требует анализа решения мат-
ричного уравнения Риккати или вариационных уравнений (уравнений Якоби) вдоль всей
траектории. В SGM это выполняется путем точного интегрирования вариационных урав-
нений (17.1) с использованием алгебраического Гессиана. Если решение остается положи-
тельно определенным на всем интервале [0, T ], сопряженные точки отсутствуют.

Если оба
условия выполнены, Гипотеза Н3 верифицирована для данной траектории. Глобальная вери-
фикация Н3 требует проверки этих условий для всех траекторий в T∼

constr, что вычислительно
сложно, но теоретически возможно в рамках GCS (алгоритм может включать проверку Н3 на
каждом шаге покрытия).

32.3 Модальный Анализ Стабильности: Shape-Показатели Ляпунова (λ(
∫
))

Показатели
Ляпунова λ измеряют скорость экспоненциального разбегания близких траекторий и являются
мерой хаотичности (λ > 0 указывает на хаос). Мы вводим понятие Shape-Показателей
Ляпунова (λ(

∫
)), которые измеряют стабильность на уровне формы, отражая регуляризацию

хаоса.
Определение

17.3.1 (Shape-Показатели Ляпунова). λ(
∫
) определяются как показатели Ляпунова для инду-

цированного потока на гомотопическом типе
∫
M∼.

Теорема
17.3.2 (Снижение Показателей Ляпунова). λ(

∫
) ≤ λ(class).

Доказательство:
Следует из Теоремы 13.5.2 (Ограничение Shape-Энтропии) и соотношения Песина (или нера-
венства Рюэля), которое связывает сумму положительных показателей Ляпунова с энтропией
(
∫ ∑

λ+i dµ ≈ hµ). Поскольку энтропия снижается при переходе к форме (htop(
∫
) < htop(class)),

то и максимальные показатели Ляпунова должны снижаться. Факторизация через
∫
устраняет

экспоненциальное разбегание, связанное с фрактальными структурами (гиперболичностью в
направлениях, ортогональных к форме). □
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Это означа-
ет, что система выглядит более стабильной на уровне формы, чем в классическом анализе.
Это имеет значение для долгосрочного прогнозирования и планирования миссий, так как
глобальный транспорт становится более предсказуемым.

32.4 Критерий Инфинитезимальной Стабильности (ISC) Высших Порядков

Мы вводим
новый критерий стабильности, основанный на поведении системы на инфинитезимальных
масштабах Dk, который специфичен для SDG и не имеет прямого аналога в классической
теории.

Определение
17.4.1 (КритерийИнфинитезимальной Стабильности порядка k, ISC-k).Система стабильна
по ISC-k в точке x, если поток ΦH

t (x) на интервале времени ∆t ∈ Dk остается в инфинитези-
мальной окрестности Dk(x) начального состояния.

∀∆t ∈ Dk.Φ
H
∆t(x) ∈ Dk(x)

Этот крите-
рий связан с локальной структурой векторного поля и его высшими производными. Он может
быть проверен алгебраически путем анализа разложения Тейлора потока до порядка k, которое
является точным в SDG:

ΦH
∆t(x) = x+XH(x)∆t+

1

2
(XH · ∇XH)(x)(∆t)2 + · · ·+ 1

k!
(Lk

XH
x)(∆t)k

ISC-k требу-
ет, чтобы все коэффициенты этого разложения были ”достаточно малы”(в строгом алгебраи-
ческом смысле, связанном со структурой идеалов в R∼). Этот критерий предоставляет более
тонкую меру стабильности, чем классические показатели Ляпунова, и чувствителен к когезион-
ной структуре пространства. Он может использоваться для анализа стабильности в негипербо-
лических ситуациях (например, стабильности КАМ-торов в синтетическом контексте).



Глава 33

ТЕОРЕМА ОБ ЭКСТРАКЦИИ И УСЛОВНЫЕ
ГЛОБАЛЬНЫЕ ГАРАНТИИ

Мы подо-
шли к финальному этапу метода SOTT-D: строгому доказательству того, что глобальный
оптимум γ∗ϵ , конструктивно найденный в Топосе E , может быть корректно перенесен (экс-
трагирован) в классический контекст Set и что он соответствует классическому глобальному
оптимуму. Это доказательство опирается на все предыдущие результаты и требует тщательного
анализа свойств геометрического морфизма γ.

33.1 Структура Геометрического Морфизма γ и Логический Паспорт Экстрак-
ции (Box 18.1)

Геометрический
морфизм γ : E → Set задан сопряжением ∆ a Γ. Мы должны точно определить, какие логи-
ческие и математические структуры сохраняются при действии функтора глобальных сечений
Γ.

Box 18.1: Логический Паспорт Экстракции (Свойства Функтора Γ)

Функтор Γ (Direct Image) является правым сопряженным, следовательно, он сохра-
няет пределы, но не обязательно копределы.

Сохраняемые Структуры (выполнено):

1. Конечные Пределы: Произведения (×), Уравнители, Терминальный объект
(1).

2. Логические Связки (Предельные):> (Истина), ∧ (Конечная конъюнкция), ∀
(Квантор всеобщности).

3. Экспоненциалы (При условии BCC): Y X (для представимых объектов, Лем-
ма 11.5.1).

4. Интегрирование (При Хорошей Адаптации):
∫
(Лемма 11.4.1).

5. Порядок и Инфимумы на Rℓ: ≤, <, inf (Леммы 9.5.3.1, 9.5.3.2).

Несохраняемые Структуры (не выполнено/предупреждение):

6. Копределы: Суммы (+), Коуравнители, Начальный объект (0).
7. Логические Связки (Копредельные): ⊥ (Ложь),

∨
(Дизъюнкция, в т.ч. бес-

конечная), ∃ (Квантор существования).
8. Импликация и Отрицание:⇒,¬ (в общем случае).
9. Порядок на R∼ (Дедекинда): Не сохраняется корректно.
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33.1.1 Таблица Сохранения Логических Связок под Γ (Таблица 18.1) и Ремарка о
∀ vs

∨
Таблица

18.1. Сохранение Логических Связок Функтором Γ

Связка Тип Сохраняется под Γ? Используется в SOT

∧ Предел Да Ограничения, Предикаты∨
Копредел Нет (предупреждение) Определение < на Rℓ (Особый случай)

∃ Копредел Нет (не выполнено) Существование Оптимума (Требует Спуска)
∀ Предел Да Определение Argmin (через Секвенции)
⇒ Экспоненциал Нет (предупреждение) Не используется в Геом. Логике

Ремарка о ∀
и
∨
: Хотя Γ сохраняет ∀, он не сохраняет

∨
. Это кажется парадоксальным, так как в класси-

ческой логике они связаны через отрицание (∃x.P (x) ⇐⇒ ¬∀x.¬P (x)). В интуиционистской
логике они независимы. Сохранение ∀ означает, что если свойство верно для всех элементов
в E (глобально), оно верно для всех глобальных сечений в Set. Несохранение

∨
и ∃ означает,

что если дизъюнкция или существование верны локально в E (на покрытии), они могут быть не
верны глобально в Set (отсутствие глобального сечения).

33.2 Теорема о Геометрической Экстракции (Строгое Доказательство)

Теорема
18.2.0.1 (Теорема о Геометрической Экстракции). Пусть выполнены Гипотезы Н1 (Хоро-
шая Адаптация E), Н2 (Компактность T∼

constr), Н3 (Подтерминальность Argmin(J∼
ϵ )). Пусть

γ∗ϵ ∈ Γ(Argmin(J∼
ϵ )) — единственное глобальное сечение, найденное в E (Теорема 14.7.2.2).

Тогда классическая траектория γ∗class = Γ(γ∗ϵ ) является глобальным минимумом классического
функционала Jclass = Γ(J∼

ϵ ) на классическом пространстве Tclass = Γ(T∼
constr).

Доказательство:
Доказательство проводится путем последовательной проверки корректности переноса всех
компонентов задачи через Γ, опираясь на Логический Паспорт (18.1).

33.2.1 Сохранение Значений Функционала под Γ (Использование Леммы 11.4)

Лемма
18.2.1.1 (Сохранение Значений J). Для любой траектории γ ∈ Tclass, Jclass(γ) = Γ(J∼

ϵ (i(γ))).
Доказательство:

Функционал J∼
ϵ определяется через интегрирование Лагранжиана L∼

ϵ .
J∼
ϵ (i(γ)) =∫

I∼ L
∼
ϵ (i(γ)(t))dt.

Применяем
Γ: Γ(J∼

ϵ (i(γ))) = Γ(
∫
I∼ L

∼
ϵ (i(γ)(t))dt).

По Лемме о
Коммутировании Γ и Интегрирования (11.4.1), которая верна в силу Н1:

=∫
I Γ(L

∼
ϵ (i(γ)(t)))dt.

Поскольку
L∼
ϵ представим (Н1) и Γ ◦ i = Id (на представимых объектах), получаем:
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=∫
I Lclass(γ(t))dt = Jclass(γ). □

33.2.2 Спуск и Склейка Глобального Сечения (Использование Леммы 14.7.2.1)

Существование
глобального сечения γ∗ϵ ∈ Γ(Argmin(J∼

ϵ )) гарантировано Теоремой 14.7.2.2. Это ключевой шаг,
который опирается на механизм Подтерминального Спуска (Лемма 14.7.2.1), требующий Н2
(для непустоты) и Н3 (для уникальности/согласования). Это позволяет обойти фундаменталь-
ную проблему несохранения квантора существования ∃ под функтором Γ. Мы не применяем
Γ к утверждению о существовании, а используем геометрическую конструкцию (склейку) для
получения глобального объекта.

33.2.3 Перенос Оптимума в Классический Контекст (Использование СвойствRℓ)

Мы должны
доказать, что γ∗class является глобальным минимумом в Set. То есть, ∀γ ∈ Tclass.Jclass(γ

∗
class) ≤

Jclass(γ).

1. γ∗ϵ является глобальным сечением Argmin(J∼
ϵ ). По определению (14.4.1.1), это означает,

что во внутренней логике E истинно утверждение:

E ⊩ P (γϵ) ≡ ∀γ∼ ∈ T∼.J∼ε(γϵ) ≤ J∼ε(γ∼)

2. Мы хотим применить функтор Γ к этому утверждению. Поскольку Γ сохраняет ∀ (как
правый сопряженный, см. Паспорт 18.1) и сохраняет порядок ≤ на Rℓ (Лемма 9.5.3.1, так
как порядок определен геометрически), мы можем применить Γ к предикату P :

Set ⊩ Γ(P (γ∗ϵ ))

3. Расписываем Γ(P (γ∗ϵ )). Применение Γ к квантору всеобщности дает:

∀γ ∈ Γ(T∼).Γ(J∼
ϵ (γ∗ε) ≤ J∼ε(γ))

4. Применение Γ к неравенству на Rℓ дает:

∀γ ∈ Γ(T∼).Γ(J∼
ϵ (γ∗ε)) ≤ Γ(J∼ε(γ))

5. Используя Теорему об Экстракции Траекторий (12.5.1), основанную на BCC (Лемма
11.5.1), Γ(T∼) ∼= Tclass.

6. Используя Лемму о Сохранении Значений J (18.2.1.1), основанную на коммутации Γ и
∫

(Лемма 11.4.1), Γ(J∼
ϵ ) = Jclass.

7. Подставляя, получаем:

∀γ ∈ Tclass.Jclass(γ
∗class) ≤ Jclass(γ)

Следовательно,
γ∗class является классическим глобальным минимумом. □ (Теорема 18.2.0.1).
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33.2.4 Чек-лист Использования Свойств Переносимости в Доказательстве (Таб-
лица 18.2)

Таблица
18.2. Верификация Корректности Доказательства Теоремы Экстракции

Шаг Доказательства Используемое Свойство Переносимости Обоснование (Лемма/Теорема) Статус (выполнение условий)

Перенос Пространства T∼ → Tclass Сохранение Экспоненциалов (Γ(Y X)) Лемма 11.5.1 (BCC), Теорема 12.5.1 выполнено (Н1)
Перенос Функционала J∼ → Jclass Сохранение Интегрирования (Γ(

∫
)) Лемма 11.4.1 выполнено (Н1)

Существование Локального Оптимума Конструктивная Компактность (Бишоп) Лемма 14.5.3.1 (Н2), Теорема 14.7.1.1 выполнено
Существование Глобального Сечения Γ(γ∗) Подтерминальный Спуск (Склейка) Лемма 14.7.2.1 (Н3) выполнено
Перенос Предиката Оптимальности (≤) Сохранение Порядка на Rℓ Лемма 9.5.3.1 (Геометричность) выполнено
Перенос Квантора Всеобщности (∀) Γ сохраняет ∀ (Пределы) Свойство Правого Сопряженного (8.6) выполнено

33.3 Фундаментальная Теорема Глобальной Оптимальности SOTT-D (Условная)

Мы форму-
лируем главный результат монографии.

Теорема
18.3.1 (Фундаментальная Теорема SOTT-D). При выполнении Гипотез Н1 (Адекватность
Модели и Хорошая Адаптация Топоса), Н2 (Компактность Пространства Поиска в C1), Н3
(Уникальность Оптимума/Подтерминальность Argmin), метод SOTT-D (включающий регу-
ляризацию Тихонова и алгоритм GCS) конструктивно гарантирует нахождение глобального
оптимума γ∗ задачи MGA-DSM. Найденный оптимум γ∗ϵ сходится к истинному оптимуму γ∗

при ε→ 0 в метрике C1.
Доказательство:

Объединяет результаты всех частей метода:

1. Перенос задачи в E корректен (Н1, Глава 11).

2. Динамика и функционал регуляризованы и гладкие (SGM Глава 12, Модальная Регуляри-
зация Глава 13).

3. Существование глобального оптимума γ∗ϵ в E доказано конструктивно (SOT, Теорема
14.7.2.2), опираясь на Н2 и Н3.

4. Экстракция оптимума в Set корректна (Теорема Экстракции 18.2.0.1).

5. Сходимость регуляризованных решений к истинному оптимуму гарантирована Γ-
сходимостью (Теорема 14.8.3.1). □

33.3.1 Карта Зависимостей Гарантий (H1–H3 → Экстракция → Γ-сходимость)
(Рис. 18.2)

Схематическая диаграмма соответствующего механизма.

Рис. 18.2. Карта зависимостей доказательстваФундаментальнойТеоремыSOTT-D. Демон-
страция того, как Гипотезы Н1-Н3 обеспечивают выполнение условий для Экстракции и
Γ-сходимости.
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33.4 Анализ Гипотез и Границы Применимости Метода

Гарантии
SOTT-D являются условными и зависят от выполнения строгих гипотез:

• Н1 (Адекватность Модели): Требует использования хорошо адаптированного Топоса
(Топос Дюбюка) и точной гладкой аппроксимации эфемерид. Ограничения робастности
в C1 (Раздел 11.3.3) делают это условие критически чувствительным к точности физиче-
ской модели.

• Н2 (Компактность): Требует регуляризации сингулярностей (MGA) и DSM, а также ко-
эрцитивности (ограниченности энергии). Выполнимо для большинства задач астродина-
мики при правильном моделировании (Глава 16).

• Н3 (Уникальность/Подтерминальность): Самое сильное ограничение. Требует глобаль-
ной уникальности оптимума, достигаемой через регуляризацию Тихонова. Это условие
может быть нарушено в системах с сильными симметриями или вырожденными ландшаф-
тами. Верификация Н3 сложна (Раздел 17.2) и требует анализа Гессиана вдоль оптималь-
ной траектории.

Границы
Применимости:Метод теоретически применим к широкому классу гладких нелинейных задач
оптимизации. Практическое применение ограничено экстремальной вычислительной сложно-
стью GCS (Глава 15) и чувствительностью к точности модели (Н1). Метод не предназначен
для оперативного расчета траекторий, но служит теоретическим фундаментом для анализа
существования и свойств глобальных оптимумов.



Часть VI

Реализация, приложения и
перспективы
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Глава 34

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АСПЕКТЫ И
РЕАЛИЗУЕМОСТЬ

Переход от
теоретического конструктивного доказательства к практической реализации алгоритма GCS
сталкивается с серьезными вычислительными вызовами, связанными как со сложностью
самого алгоритма, так и с необходимостью формализации сложных математических структур.

34.1 Роль Систем Автоматического Доказательства (Coq, Agda, Lean): схема (Рис.
19.1)

Конструктивная
природа SOT делает его идеальным кандидатом для формализации в системах автоматического
доказательства (Interactive Theorem Provers, ITP), основанных на Теории Типов (Coq, Agda,
Lean).

схема Фор-
мализации и Реализации:

1. Формализация Оснований: Определение аксиом SDG и Cohesive HoTT в языке ITP. Это
требует использования передовых возможностей систем, поддерживающих HoTT (напри-
мер, Cubical Agda).

2. Доказательство Теорем SOT: Формальное доказательство Теорем 14.7.2.2 (Существова-
ние) и 18.3.1 (Экстракция). Это гарантирует логическую корректность метода на самом
высоком уровне строгости.

3. ЭкстракцияКода (Code Extraction):Автоматическое извлечение верифицированного ко-
да алгоритма GCS из конструктивного доказательства (например, в OCaml или Haskell).
Этот код гарантированно соответствует спецификации (доказанным теоремам).

4. Исполнение и Верификация: Запуск извлеченного кода для решения конкретной задачи.

Схематическая диаграмма соответствующего механизма.

Рис. 19.1. схема формализации и реализации SOTT-D через системы автоматического до-
казательства (ITP).

34.2 Вызовы Формализации SDG и Cohesive HoTT

Формализация
SDG и Cohesive HoTT является активной областью исследований и сталкивается с значитель-
ными вызовами:
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1. Сложность Теории Типов: HoTT и Cohesive HoTT используют сложный аппарат выс-
ших индуктивных типов (HITs) и аксиому унивалентности, который трудно реализовать
и использовать в существующих ITP.

2. Моделирование Инфинитезималей: Корректное определение и работа с нильпотентны-
ми инфинитезималямиDk в рамках Теории Типов требует специальных подходов (напри-
мер, использования модальностей для определения инфинитезимальных типов, как в ра-
ботах Wellen [48]).

3. Конструктивный Анализ: Формализация конструктивного функционального анализа
(Компактность Бишопа, метрика C1, теория меры) требует значительных усилий и биб-
лиотек, которые еще находятся в стадии разработки.

34.3 Стратегии Реализации и Преодоление Сложности

Учитывая
экстремальную вычислительную сложность GCS (Раздел 15.5), прямое применение невозмож-
но для задач размерности MGA-DSM. Мы предлагаем гибридные стратегии и направления
исследований для преодоления этого барьера:

1. Символьно-Численные Вычисления в SDG: Использование SGM (Глава 12) для точ-
ного локального анализа (алгебраическое вычисление градиентов, Гессианов) в сочета-
нии с классическимиметодами глобальной оптимизации (например, стохастическими или
Branch and Bound). Это повышает точность и надежность локальных шагов.

2. Анализ Низкоразмерных Систем:Применение GCS к упрощенным моделям (например,
плоская CR3BP, системы с 2 степенями свободы) для верификации структуры резонансов
и существования специфических классов траекторий.

3. Использование Shape-Энтропии как Эвристики: Использование оценок htop(
∫
) (Раз-

дел 13.5) для управления адаптивными стратегиями покрытия (Раздел 15.5.3) в классиче-
ских алгоритмах, позволяя более эффективно распределять вычислительные ресурсы.

4. Развитие Квантовых Алгоритмов: Исследование возможности применения квантовых
алгоритмов поиска (типа Гровера) для ускорения процедуры покрытия в GCS. Когезион-
ная структура пространства поиска может предоставить преимущества для разработки
новых квантовых алгоритмов оптимизации.



Глава 35

ПРИЛОЖЕНИЕ А: КЕЙС CR3BP (ЗЕМЛЯ-ЛУНА DSM)

Мы пред-
ставляем детальный теоретический протокол применения метода SOTT-D к эталонной задаче
астродинамики: оптимизации низкоэнергетического перелета в системе Земля-Луна в рамках
Круговой Ограниченной Задачи Трех Тел (CR3BP) с одним маневром в глубоком космосе
(DSM).

35.1 А.1. Постановка CR3BP: Нормировка, Параметры Модели и Допуски (Таб-
лица А.1)

Модель
CR3BP: Динамика космического аппарата (масса m, пренебрежимо мала) под действием
гравитации Земли (M1) и Луны (M2), движущихся по круговым орбитам вокруг общего центра
масс. Используется вращающаяся (синодическая) система координат.

Нормировка:
Используются стандартные безразмерные единицы (DU, TU).

• Единица длины (DU): среднее расстояние междуM1 иM2 (L ≈ 384400 км).

• Единица времени (TU): T = 1/ω, где ω — угловая скорость вращения системы (≈ 5.8

дней).

• Параметр массы: µ =M2/(M1 +M2).

Гамильтониан
CR3BP (в синодической системе):

H(x, y, z, px, py, pz) =
1

2
(p2x + p2y + p2z) + (ypx − xpy)− Ω(x, y, z)

(А.1.1)
где Ω — эф-

фективный потенциал (включающий центробежные силы):

Ω(x, y, z) =
1− µ

r1
+
µ

r2
+

1

2
(x2 + y2)

r1, r2 — рас-
стояния доM1 (в точке (−µ, 0, 0)) иM2 (в точке (1− µ, 0, 0)).

Таблица
А.1. Параметры Модели CR3BP (Земля-Луна)
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Параметр Значение (Безразмерное) Описание

µ 0.0121505856 Параметр массы (Луна/(Земля+Луна))
Tmax 10 TU (≈ 58 дней) Максимальное время перелета (TOF)
CJ,max 3.18 (Оценка для L1/L2) Максимальная Константа Якоби (Энергия)
εreg 10−6 Параметр регуляризации Тихонова (Н3)
η 10−6 DU/TU Требуемая точность∆V (GCS)

35.2 А.2. Моделирование в Топосе E и Верификация Гипотез SOT (H1-H3)

Этап 1: Пе-
ренос (Н1).

• Вложение фазового пространстваM = R6 в E функтором i.M∼ = (R∼)6.

• Перенос Гамильтониана H∼ = i(H). Поскольку H аналитический (в рамках модели
CR3BP), аппроксимация не требуется (в отличие от эфемеридных моделей). Н1 выпол-
нено. (Анализ робастности см. 11.3.3).

Этап 2: Ре-
гуляризация и Компактность (Н2).

• Регуляризация Сингулярностей: Применение Синтетического Раздутия (16.3) в точках
r1 = 0, r2 = 0 для устранения сингулярностей потенциала.

• Регуляризация DSM: Применение Dk-регуляризации (16.1) для маневра DSM. Выбор
k = 3 (по критерию IAC 16.2, для обеспечения достаточной гладкости и точности).

• Определение T∼
constr: Ограничения TOF ≤ Tmax и CJ ≤ CJ,max.

• Верификация Компактности: Проверка условий Леммы 14.5.3.1. Ограничение CJ обес-
печивает ограниченность в конфигурационном пространстве (Области Хилла). Регуляри-
зация обеспечивает полноту потока. Н2 выполнено в метрике C1.

Этап 3: Ре-
гуляризация Тихонова и Уникальность (Н3).

• Введение регуляризованного функционала J∼
ϵ = J∼ + ε‖u‖2L2

.

• Верификация Подтерминальности (Теоретическая): Проверка строгой выпуклости
Гессиана J∼

ϵ (Раздел 17.2). В CR3BP это условие выполняется для достаточно малых ε
при отсутствии вырожденных симметрий. Н3 принимается выполненным.

35.3 А.3. Анализ Регуляризации и Оценка Shape-Энтропии

• Анализ Хаоса: CR3BP обладает выраженным хаосом (Подковами Смейла) вблизи точек
либрации L1 и L2, где происходит большинство низкоэнергетических перелетов.

• Применение Модальной Регуляризации (Глава 13): Переход к E сглаживает фракталь-
ные структуры на уровне

∫
. Гомоклинные плетения упрощаются гомотопически.

• Оценка htop(
∫
): Используя классические оценки htop(class) ≈ 0.2 (оценка на осно-

ве показателей Ляпунова) и предполагая значительное снижение (например, на 80-90%,
так как хаос преимущественно гиперболический) (Теорема 13.5.2), оцениваем htop(

∫
) ≈

0.02− 0.05.
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35.4 А.4. Процесс GCS: Сходимость N(ε) и Стабилизация γ∗
ϵ (Рис. А.1)

Запуск алго-
ритма GCS (Теоретический протокол, Раздел 15.2).

1. Итеративное Покрытие: Построение последовательности покрытий Ck. Оценка числа
элементов N(εk) по формуле (15.5.1.1) с использованием htop(

∫
) ≈ 0.05.

2. Сходимость: Мониторинг сходимости инфимума j∗k и диаметра множества кандидатов
Sk.

3. Стабилизация: Ожидается, что последовательность минимизаторов γ∗k стабилизируется
при достижении точности η = 10−6.

Схематическая диаграмма соответствующего механизма.

Рис. А.1. Схема итеративного процесса GCS.

35.5 А.5. Оценка Вычислительных Ресурсов (Бюджет GCS) (Таблица А.2)

Оценка вы-
числительных ресурсов основана на анализе сложности (Раздел 15.5.2, Сценарий Средней
Сложности, deff ≈ 10).

Таблица
А.2. Оценка Вычислительного Бюджета GCS для CR3BP

Этап Сложность Оценка Требуемые Ресурсы (Флопс, Оценка)

Построение Покрытия N(ε) ∼ 1060 1065 - 1070

Локальная Оптимизация (SDG Градиент) Полиномиальная (на итерацию) Пренебрежимо мала по сравнению с покрытием
Всего Экспоненциальная > 1065

Вывод:
Практическая реализация GCS для CR3BP невозможна на существующих (и обозримых
будущих) классических вычислительных системах.

35.6 А.6. Результаты и Внешняя Верификация (Критерии выполнение условий)
(Таблица А.3)

Теоретический
результат — существование конструктивно вычислимого глобального оптимума.

Таблица
А.3. Критерии Верификации Протокола SOTT-D

Критерий Метод Верификации Ожидаемый Результат Статус

Корректность SGM Сравнение с высокоточным численным интегрированием (локально) Совпадение выполнено
Выполнение Н1-Н3 Теоретический анализ (А.2) Выполнены выполнено
Сходимость GCS Теоретический анализ (А.4), Конструктивное Доказательство Сходится выполнено (Теор.)
Γ-Сходимость Проверка условий (14.8) Выполнены выполнено
Глобальная Оптимальность Теорема 18.3.1 Гарантирована выполнено (Теор.)
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Критерий Метод Верификации Ожидаемый Результат Статус

Практическая Реализуемость Оценка сложности (А.5) Нереализуемо не выполнено (Практ.)

35.7 А.7. Сквозной Пример: Доказательство→ Код→ Траектория (Box А.1)

Box А.1: Сквозной Пример Реализации (Иллюстративный)

1. Доказательство (Теорема 14.7.2.2): Конструктивное доказательство суще-
ствования γ∗ в ITP (например, Coq/Agda).
Coq

Theorem Existence_Global_Optimum (H1: WellAdapted) (H2: Compact T) (H3: Subterminal Argmin) :
exists gamma_star : Gamma (Argmin J), True.

Proof.
apply (ConstructiveWeierstrass H2).
apply (SubterminalDescent H3).
... (* Детали конструктивного доказательства *)

Qed.

2. Экстракция Кода (Извлечение GCS): Автоматическая генерация кода на
функциональном языке (например, Haskell).
Haskell

gcs :: Space T -> Functional J -> Precision Eta -> Trajectory
gcs t j eta = ... (* Реализация итеративного покрытия и спуска, извлеченная из доказательства *)

3. Вычисление Траектории: Запуск кода (теоретический) для параметров
CR3BP (А.1).

4. Результат: Глобально оптимальная траектория γ∗(t) с математической гаран-
тией.



Глава 36

ДИСКУССИЯ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ

36.1 Анализ Вклада и Ограничений SOTT-D

Научный
Вклад:

1. Новая Парадигма Анализа Сложности: Предложен фундаментально новый подход к
анализу сложности и оптимизации, основанный на смене математических оснований (от
ZFC к Когезивным Топосам). Это позволяет разделить сложность, присущую системе, от
сложности, порожденной языком описания.

2. Теоретическая Регуляризация Хаоса: Строго доказана ТеорияМодальной Когезионной
Регуляризации (Глава 13), показавшая, что гиперболический хаос (Подковы Смейла, Сеть
Арнольда) сглаживается на уровне Формы (

∫
). Введено понятие Shape-энтропии htop(

∫
)

и доказано её снижение.

3. Конструктивные Гарантии Глобальной Оптимальности: Разработана Синтетическая
Теория Оптимизации (SOT, Глава 14), предоставляющая условные (при Н1-Н3) конструк-
тивные гарантии глобальной оптимальности, что является беспрецедентным результатом
для неинтегрируемых систем.

4. Строгий Формализм Динамики (SGM): Разработана Синтетическая Гамильтонова Ме-
ханика (Глава 12), обеспечивающая алгебраическую точность, имманентную гладкость и
инструменты для регуляризации гибридных систем (Глава 16).

5. Интеграция Логики и Геометрии: Продемонстрирована мощь Геометрической Логики
и Теории Спуска для обеспечения корректной экстракции результатов (Глава 18).

Ограничения
и Вызовы:

1. Экстремальная Вычислительная Сложность:Алгоритм GCS экспоненциально сложен
(Глава 15) и практически нереализуем для задач высокой размерности (d > 5− 10).

2. Сильная Гипотеза Уникальности (Н3): Требование подтерминальности является стро-
гим и требует введения регуляризации Тихонова, что смещает оптимум (хотя и контроли-
руемо через Γ-сходимость).

3. Чувствительность к Модели (Робастность C1): Использование C1-метрики, необходи-
мой для стандартного доказательства Н2, приводит к низкой робастности в хаотических
системах (Раздел 11.3.3).

4. Сложность Реализации: Требует использования передового математического аппарата
(Cohesive HoTT) и инструментов формальной верификации, которые находятся на перед-
нем крае исследований.
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36.2 Философские Импликации: Когезионная Парадигма и Переосмысление
Сложности

SOTT-D под-
нимает важные философские и методологические вопросы о природе математики и её отно-
шении к физической реальности.

• Онтология Континуума: Работа поддерживает интуиционистский и геометрический
взгляд, что когезионный континуум (R∼) более адекватно отражает гладкость физического
пространства-времени, чем атомистическая модель ZFC (R). Патологии типа Множества
Кантора могут быть артефактами классической логики.

• Природа Сложности иНаблюдаемость:Сложность может быть не только имманентным
свойством системы, но и зависеть от уровня наблюдения (модальности). Изменение язы-
ка описания (переход к Топосу) и способа наблюдения (через

∫
) меняет наблюдаемую

сложность.

• Вычислимость и Существование: Возвращение к конструктивной логике восстанавли-
вает связь между математическим существованием и алгоритмической достижимостью,
что имеет принципиальное значение для физики и инженерии.

36.3 Перспективы Развития: Cohesive HoTT и Фундаментальная Физика

Дальнейшее
развитие метода связано с несколькими ключевыми направлениями:

1. Переход к Соболевским Пространствам: Разработка SOT в более слабых топологиях
(W 1,p) для повышения робастности (решение проблемы Раздела 11.3.3). Это требует раз-
вития конструктивной теории меры и Соболевских пространств в SDG.

2. Развитие Вычислительных Методов в CoHoTT: Разработка эффективных алгоритмов
для вычисления Shape-энтропии и реализации GCS (возможно, с использованием гибрид-
ных или квантовых вычислений).

3. Мультикритериальная Оптимизация: Расширение теории спуска на не-
подтерминальные пучки (Парето-фронты), что требует использования аппарата высших
стеков и∞-топосов.

4. Применение к Другим Областям: Применение SOTT-D к задачам квантовой теории по-
ля, гидродинамики (турбулентность) и общей теории относительности, где когезия и глад-
кость играютфундаментальную роль. Cohesive HoTT уже используется для формализации
теорий калибровочных полей и струн [45].

36.4 Итоговое Заключение

Метод SOTT-
D представляет собой амбициозную попытку решить проблему глобальной оптимизации слож-
ных систем путем фундаментального пересмотра математических оснований. Переход к Глад-
ким Когезивным Топосам позволяет теоретически регуляризовать хаос и достичь условных га-
рантий глобальной оптимальности. Несмотря на экстремальные вычислительные ограничения,
SOTT-D открывает новую парадигму для анализа сложности, основанную на глубоком синтезе
геометрии, логики и когезии, и предлагает новый язык для описания физического мира.
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Приложение A

Логическая карта экстракции

Конструкция Что нужно сохранить Достаточное условие

Фазовое пространство Γ(M∼) ∼=M хорошая адаптирован-
ность

Траектории Γ((M∼)I
∼
) ∼= C∞(I,M) в ра-

бочем классе
Beck-
Chevalley/экспоненциальная
совместимость

Интеграл стоимости Γ
∫
L∼ =

∫
ΓL∼ аксиома интегрирования +

совместимость Γ
Порядок стоимости перенос рациональных нижних

сечений
работа в Rℓ, а не в полном
классическом R

Существование локальные свидетели ⇒ гло-
бальный

подтерминальный спуск

Предел ε→ 0 сходимость минимумов Γ-сходимость + равнокоэр-
цитивность
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Приложение B

Псевдокод GCS

Input: compact trajectory object T, lower-real cost J, tolerance eta.
Require: modulus of uniform continuity mu, finite-net oracle Net(eps),

interval evaluator EvalCell, descent/subterminal certificate.

1 eps <- mu(eta/4)
2 F <- Net(eps)
3 best <- None
4 for y in F:
5 I_y <- EvalCell(B(y, eps), J)
6 update lower/upper bounds
7 discard all cells whose lower bound exceeds current upper bound - eta/2
8 recursively refine surviving cells
9 if subterminal descent certificate applies:
10 glue local witnesses
11 return gamma_eta
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Приложение C
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