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Аннотация

Пусть E — хорошо адаптированный гладкий топос синтетической дифференци-
альной геометрии, R — его синтетическая прямая, R — внутреннее дедекиндово-
макнейловское пополнение, рассматриваемое как локаль, а V = Rn — конечномер-
ный микролинейный модуль. Настоящая монография строит синтетический вари-
ационный анализ как внутреннюю теорию выпуклости, двойственности Фенхеля-
Моро, монотонных операторов, вариационных неравенств, проксимальной регуля-
ризации, равновесий и градиентной динамики в E. Центральная идея состоит в том,
что вариационный анализ не должен переноситься в гладкий топос как внешний на-
бор классических теорем: его необходимо реконструировать из внутренней логики,
инфинитезимальной геометрии, локального порядка и конструктивных принципов
существования.

Главное техническое препятствие состоит в парадоксе гладкости: конечнознач-
ные внутренние отображения Rn → R автоматически бесконечно дифференцируе-
мы. Поэтому классическая негладкая субдифференциальная теория не переносит-
ся без изменений. В работе доказано, что стандартный субдифференциал конеч-
нозначной выпуклой функции в SDG тривиализуется до синглетона {∇f(x)}. Этот
результат не устраняет вариационный анализ, а точно локализует его: гладкая
часть теории становится инфинитезимально-геометрической, тогда как подлинная
негладкость должна жить в расширенных значениях, локалях, индикаторных функ-
ционалах и подлокальных эпиграфах.

Монография даёт строгий аксиоматический паспорт результатов. Доказывают-
ся: инфинитезимальная характеризация выпуклости через положительность синте-
тического гессиана; синтетическая теорема Фенхеля-Моро для собственных выпук-
лых LSC-функций V → R в конечной размерности; теорема сильной двойственности
Фенхеля-Рокафеллара при конструктивном условии квалификации sri-SQC; условия
ККТ в гладком и расширенно-значном случаях; синтетическая теорема Хартмана-
Штампаккьи; теорема Минти для максимальных монотонных операторов при явно
отделённых условиях замкнутости, коэрцитивности и конечномерной компактно-
сти; свойства резольвенты, регуляризации Моро-Иосиды и проксимального алго-
ритма; синтетические варианты леммы Ки Фана, минимакс-теоремы Сиона, теоре-
мы Нэша и принципа инвариантности ЛаСалля.

Отдельное внимание уделено логическим ограничениям, возникающим при пе-
реносе классической оптимизации в интуиционистскую среду. Теоремы Брауэра,
Гейне-Бореля, Вейерштрасса, Какутани, Опиа́ла и ЛаСалля не объявляются автома-
тическими следствиями гладкости: для каждой из них явно указан статус — дока-
зано внутри выбранного аксиоматического фрагмента, требуется компактностная
аксиома, требуется внешняя интерпретация в хорошо адаптированной модели или
остаётся гипотезой для более общего класса топосов. Такой режим изложения со-
храняет силу результатов и одновременно делает их проверяемыми в выбранном
аксиоматическом фрагменте.

Ключевые слова: синтетическая дифференциальная геометрия; гладкие
топосы; конструктивная оптимизация; выпуклый анализ; локали; Фенхель-Моро;
Фенхель-Рокафеллар; максимальные монотонные операторы; Минти; Моро-Иосида;
вариационные неравенства; ЛаСалль; интуиционистская логика.
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Часть I

Структура результатов и
доказательный паспорт
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Глава 1

Постановка, статус утверждений и доказа-
тельный паспорт
Настоящая монография строит синтетический вариационный анализ как

самостоятельную теорию конечномерной оптимизации в гладких топосах.
Основной замысел состоит в реконструкции вариационного анализа из внут-
ренней логики, инфинитезимальной геометрии и конструктивной теории
порядка, а не в декоративной переформулировке классических результа-
тов. Доказательная архитектура организована так, что каждое существен-
ное утверждение относится к одному из четырёх классов.

Определение 1.1 (Статус результата). Результат имеет статус внутренней
теоремы, если он выводится во внутреннем языке E из перечисленных ак-
сиом SDG, порядка, интегрирования и компактности. Он имеет статус мо-
дельной теоремы, если используется внешняя интерпретация хорошо адап-
тированной модели и корректность глобальных сечений. Он имеет статус
условной теоремы, если доказательство требует явно названного дополни-
тельного условия, например коэрцитивности или достижимости проекции.
Он имеет статус гипотезы, если в тексте формулируется математически
точный, но не замкнутый доказательный переход.

Этот паспорт необходим по существу. В SDG нельзя безоговорочно пере-
носить классические теоремы, использующие закон исключённого третьего,
аксиому выбора или полную форму Хана-Банаха. В то же время конечномер-
ный вариационный анализ содержит большой конструктивныйфрагмент. Он
и является основным предметом этой монографии.

1.1 Итоговая карта основных результатов

В итоговой форме работа использует следующий принцип: утверждение
считается теоремой только после указания логической среды и компакт-
ностных предпосылок. Центральные результаты распределяются так.

Результат Статус Точная область действия

Теорема о выпук-
лости через гесси-
ан

внутренняя теоре-
ма

конечномерные микролинейные
модули при KL, интегрировании,
порядке и достаточности D2

Тривиализация
субдифференциа-
ла

внутренняя теоре-
ма

конечнозначные выпуклые
функции Rn → R

Фенхель-Моро условная конечно-
мерная теорема

собственные выпуклые LSC-
функции Rn → R при конструк-
тивной отделимости эпиграфа

Фенхель-
Рокафеллар

условная теорема
двойственности

LSC функции возмущений, обес-
печенная sri-SQC или эквива-
лентной квалификацией
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Глава 1. Постановка, статус утверждений и доказательный паспорт 3

Хартман-
Штампаккья

компактностная
теорема

непустые компактные выпуклые
множества и внутренний прин-
цип Брауэра

Минти условная конечно-
мерная теорема

максимальная монотонность
плюс замкнутость графа, коэр-
цитивное отсечение и компакт-
ностный предельный принцип

ЛаСалль и гради-
ентные потоки

условная динами-
ческая теорема

ограниченные траектории,
компактность ω-предельных мно-
жеств и конструктивная форма
принципа инвариантности

1.2 Главный тезис

Синтетический вариационный анализ распадается на две взаимодопол-
няющие части. Первая часть — гладкая конструктивная оптимизация: ко-
нечнозначные функции Rn → R, инфинитезимальные производные, гессиа-
ны, градиентная монотонность и потоки. Здесь SDG даёт не ослабление, а
усиление языка: формулы Тейлора становятся конечными алгебраически-
ми тождествами на объектах Dk. Вторая часть — локальная негладкость:
расширенно-значные функции Rn → R, индикаторы, нормальные конусы,
эпиграфы как подлокали и субдифференциалы как отношения в локальной
геометрии.

Теорема 1.2 (Тривиализация гладкого субдифференциала). Пусть V = Rn,
пусть выполнены аксиомы Кока-Ловера, микролинейности, отделимости
инфинитезимальных направлений и совместимого порядка. Если f : V → R
выпукла и конечнозначна, то

∂f(x) = {∇f(x)}

для каждого x ∈ V , где ∂f задан неравенством опорной гиперплоскости.

Доказательство. Включение ∇f(x) ∈ ∂f(x) следует из синтетического усло-
вия первого порядка для выпуклости. Обратно, если v ∈ ∂f(x), то для всех
y имеем f(y) ≥ f(x) + 〈v, y − x〉. Подставляя y = x + d, d ∈ D(V ), и используя
формулу Кока-Ловера

f(x+ d) = f(x) + 〈∇f(x), d〉,

получаем 〈∇f(x)−v, d〉 ≥ 0 для всех d ∈ D(V ). Так как −d ∈ D(V ), одновременно
〈∇f(x) − v, d〉 ≤ 0. Следовательно, это значение равно нулю для всех инфи-
нитезимальных направлений. Аксиома достаточности первого порядка даёт
v = ∇f(x).

1.3 Новая нормальная форма теории

В последующих главах используется следующая нормальная форма до-
казательств. Сначала задаётся внутренний объект, затем формулируется
геометрическое или порядковое свойство, затем проверяется, какие связ-
ки логики в нём участвуют. Геометрические утверждения, построенные из
конечных конъюнкций, произвольных дизъюнкций и существования, лучше
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переносятся через inverse-image функторы. Утверждения, содержащие уни-
версальность, отрицание, импликацию или выбор представителей, требуют
отдельной проверки. Поэтому каждая теорема имеет скрытую, а теперь яв-
ную логическую сигнатуру.



Глава 2

Аксиоматический слой СВА

2.1 Рабочая база

Фиксируем топос Гротендика E, кольцевой объект R, инфинитезимальные
объекты

D = {d ∈ R | d2 = 0}, Dk = {d ∈ R | dk+1 = 0},

и конечномерные свободные модули Rn. Базовый фрагмент включает следу-
ющие аксиомы.

Аксиома 2.1 (KL и микролинейность). Для каждого x ∈ R и каждого f : D →
R существует единственная пара (a, b) ∈ R2, такая что f(d) = a + bd. Объекты
Rn микролинейны, а потому допускают синтетические касательные, вторые
касательные и конечные формулы Тейлора на Dk.

Аксиома 2.2 (Порядок). На R задан конус R+ и строгая положительность
R++, совместимые со сложением, умножением и локальной обратимостью.
Не предполагается трихотомия. Используется только конструктивно допу-
стимое сокращение на строго положительные элементы.

Аксиома 2.3 (Интегрирование). Для внутренних отображений [0, 1] → R за-
дан оператор интегрирования, удовлетворяющий фундаментальной форму-
ле анализа и сохраняющий неотрицательность.

Аксиома 2.4 (Достаточность инфинитезималей). Если линейная форма ис-
чезает на всех D-направлениях, она равна нулю. Если симметричная били-
нейная форма неотрицательна на достаточном классе D2-направлений, она
неотрицательна на всех обычных направлениях.

Аксиома 2.5 (Компактностный пакет). Для конечномерных замкнутых огра-
ниченных выпуклых подлокалей допускаются конструктивные аналоги Вей-
ерштрасса, проекции на строго выпуклый функционал расстояния и, когда
это специально указано, Брауэра или Какутани.

Замечание 2.6. Последняя аксиома не является следствием одной только
гладкости. В предыдущих формулировках этот момент обычно скрывается.
Здесь он вынесен явно: существование проекций, неподвижных точек и пре-
дельных множеств требует компактностного содержания.

2.2 Сегментная формула и основная лемма интегрирования

Лемма 2.7 (Сегментная формула). Пусть f : V → R дифференцируема син-
тетически, x, y ∈ V , v = y − x. Тогда

f(y)− f(x) =

∫ 1

0
〈∇f(x+ tv), v〉 dt.

Доказательство. Рассмотрим g(t) = f(x+t(y−x)). По цепному правилу в SDG,
g′(t) = 〈∇f(x+ t(y − x)), y − x〉. Интегрирование даёт g(1)− g(0) =

∫ 1
0 g

′(t)dt.

5
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Лемма 2.8 (Интегрирование положительного гессиана). Если Hf (z) � 0 для
всех z ∈ V , то ∇f монотонен и выполняется неравенство первого порядка

f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉.

Доказательство. Для монотонности положим v = y − x и h(t) = 〈∇f(x+ tv), v〉.
Тогда h′(t) = Hf (x + tv)(v, v) ≥ 0. По порядковому интегрированию h(1) ≥ h(0),
то есть 〈∇f(y)−∇f(x), y − x〉 ≥ 0. Далее сегментная формула даёт

f(y)− f(x) =

∫ 1

0
〈∇f(x+ tv), v〉dt ≥

∫ 1

0
〈∇f(x), v〉dt,

что и требовалось.



Глава 3

Усиленная теорема выпуклости
Теорема 3.1 (Эквивалентность четырёх характеризаций). Пусть f : V → R.
При указанных выше аксиомах эквивалентны:
1. f выпукла на каждом синтетическом отрезке;
2. f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉 для всех x, y;
3. ∇f монотонен;
4. Hf (x) � 0 для всех x.

Доказательство. Импликация (4) ⇒ (3) ⇒ (2) доказана предыдущей леммой.
(2) ⇒ (1) следует из применения неравенства первого порядка в точке z =
λx+ (1− λ)y к точкам x и y, умножения на λ и 1− λ, и сокращения линейного
члена.
Остаётся (1) ⇒ (4). Фиксируем x и δ ∈ D2(V ). Выпуклость в середине даёт

f(x) ≤ 1

2
f(x+ δ) +

1

2
f(x− δ).

По формуле Тейлора второго порядка

f(x+ δ) + f(x− δ) = 2f(x) +Hf (x)(δ, δ).

Следовательно, Hf (x)(δ, δ) ≥ 0 для всех D2-направлений. Достаточность второ-
го порядка переводит это в Hf (x) � 0 на всех направлениях.

Следствие 3.2 (Сильная выпуклость). Для µ > 0 эквивалентны µ-сильная
выпуклость f , неравенство

f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+ µ

2
‖y − x‖2,

сильная монотонность ∇f и оценка Hf (x) � µI.
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Глава 4

Расширенные значения, локали и двой-
ственность

4.1 Почему нужна локаль R

Сопряжение Фенхеля требует супремума

f∗(p) = sup
x∈V

{〈p, x〉 − f(x)}.

В интуиционистской среде синтетическая прямая R не обязана быть деде-
киндово полной, поэтому операция sup не является внутренне тотальной на
R. Правильным носителем является R, полный локаль нижних и верхних се-
чений. Это меняет смысл f : V → R: такая функция может быть не обычным
морфизмом в гладкую прямую, а локальным объектом эпиграфической гео-
метрии.

Определение 4.1 (Синтетическое сопряжение). Для собственной функции
f : V → R определяем

f∗(p) = Supx∈V
(
〈p, x〉 − f(x)

)
, p ∈ V ∗.

Супремум берётся в локале R.

Предложение 4.2 (Фенхель-Юнг). Для всех x ∈ V , p ∈ V ∗ выполнено

f(x) + f∗(p) ≥ 〈p, x〉.

Доказательство. По определению f∗(p) является верхней гранью всех зна-
чений 〈p, z〉 − f(z). Подставляя z = x, получаем f∗(p) ≥ 〈p, x〉 − f(x), что эквива-
лентно требуемому неравенству.

Теорема 4.3 (Фенхель-Моро в конечной размерности). Пусть V = Rn. Если
f : V → R собственна, выпукла, LSC и её эпиграф является замкнутым вы-
пуклым подлокалем, для которого выполняется конструктивная строгая
отделимость точки от эпиграфа, то f∗∗ = f .

Доказательство. Всегда f∗∗ ≤ f , поскольку f∗ построена как супремум аф-
финных минорант. Для обратного неравенства фиксируем x0 и рационально-
отделённое α < f(x0). Точка (x0, α) строго отделена от epi f . По конструктив-
ной отделимости существует невертикальная аффинная гиперплоскость

〈p, x〉+ βt = c, β > 0,

которая помещает (x0, α) строго ниже эпиграфа. Нормируя на β, получаем
аффинную миноранту x 7→ 〈q, x〉−a функции f , такую что α < 〈q, x0〉−a ≤ f∗∗(x0).
Так как это верно для каждого α < f(x0), полнота R даёт f(x0) ≤ f∗∗(x0).
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4.2 Сильная двойственность

Пусть A : V →W линейно, f : V → R, g :W → R собственны, выпуклы и LSC.
Примальная и дуальная задачи имеют вид

p∗ = inf
x
{f(x) + g(Ax)},

d∗ = sup
y∗∈W ∗

{−f∗(A∗y∗)− g∗(−y∗)}.

Теорема 4.4 (Фенхель-Рокафеллар при sri-квалификации). Если 0 ∈
sri(Adom f − dom g), а функция возмущений

ψ(u) = inf
x
{f(x) + g(Ax− u)}

является LSC в нуле вследствие этой квалификации, то p∗ = d∗. Если до-
полнительно ∂ψ(0) населён, дуальный оптимум достигается.

Доказательство. Вычисление сопряжённой функции возмущений даёт

ψ∗(y∗) = f∗(A∗y∗) + g∗(−y∗).

Следовательно, d∗ = ψ∗∗(0), тогда как p∗ = ψ(0). При LSC в нуле теорема
Фенхеля-Моро даёт ψ(0) = ψ∗∗(0). Если y∗ ∈ ∂ψ(0), то ψ(0) + ψ∗(y∗) = 0, что озна-
чает достижение супремума в дуальной задаче.



Глава 5

Максимальные монотонные операторы и
резольвенты
Определение 5.1 (Максимальная монотонность). Отношение A ⊂ V × V ∗

монотонно, если
〈u− v, x− y〉 ≥ 0

для любых (x, u), (y, v) ∈ A. Оно максимально монотонно, если не имеет соб-
ственного монотонного расширения.

Лемма 5.2 (Однозначность резольвенты). Если A монотонно и λ > 0, то
(Id+λA)−1, если определено, однозначно и фирменно нерастягивающе.

Доказательство. Пусть zi+λui = x, ui ∈ Azi. Тогда z1−z2 = −λ(u1−u2). Умножая
скалярно на z1 − z2, получаем

‖z1 − z2‖2 = −λ〈u1 − u2, z1 − z2〉 ≤ 0,

и потому z1 = z2. Для фирменной нерастягиваемости берём две правые части
xi = zi + λui и используем монотонность в тождестве

〈x1 − x2, z1 − z2〉 = ‖z1 − z2‖2 + λ〈u1 − u2, z1 − z2〉.

Теорема 5.3 (Минти: условная конечномерная форма). Пусть V = Rn, A ⊂
V × V ∗ монотонно, замкнуто как подлокаль, максимально по монотонно-
му включению и удовлетворяет конечномерному условию коэрцитивного
отсечения: для каждого b ∈ V ∗ существует шар BR, такой что решения
включения b ∈ x + λAx, если существуют, не могут уходить за BR. Тогда
Id+λA сюръективно. Обратно, сюръективность Id+λA для одного λ > 0
вместе с монотонностью влечёт максимальность.

Доказательство. Обратное направление является алгебраическим. Если
(x0, u0)монотонно связано с графом A, по сюръективности найдётся z и w ∈ Az,
такие что x0 + u0 = z + w. Монотонная связанность даёт 〈u0 − w, x0 − z〉 ≥ 0, но
из равенства следует u0 − w = z − x0, значит −‖x0 − z‖2 ≥ 0, откуда x0 = z и
u0 = w ∈ Ax0.
Для прямого направления фиксируем b и λ. Рассматриваем включение

0 ∈ x + λAx − b. Коэрцитивное отсечение сводит задачу к компактному ша-
ру. На нём применяем регуляризацию Иосиды или конечномерную вариа-
ционную теорему Хартмана-Штампаккьи к однозначным липшицевым при-
ближениям. Компактность даёт предельную точку, а замкнутость графа и
максимальная монотонность позволяют перейти к пределу и получить b ∈
x+ λAx.

Замечание 5.4. Без коэрцитивного отсечения, без достаточной замкнутости
графа или без компактностного принципа эта теорема не является чистым
следствием KL. Поэтому в финальной формулировке она дана именно как
условная конечномерная форма, а не как безусловный закон любого гладко-
го топоса.
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Глава 6

Динамика, равновесия и алгоритмическое
содержание

6.1 Градиентный поток

Для выпуклой f : V → R градиентный поток

ẋ(t) = −∇f(x(t))

имеет энергетическое тождество

d

dt
f(x(t)) = −‖∇f(x(t))‖2 ≤ 0.

Если f коэрцитивна и множество минимумов непусто, траектория остаётся в
компактном подуровне. При наличии синтетического принципа ЛаСалля её
ω-предельное множество лежит в {∇f = 0} = argmin f . Если дополнительно
выполняется конструктивная лемма Опиа́ла в данном конечномерном ком-
пакте, траектория сходится к одной точке минимума.

6.2 Проксимальная точка

Если A максимально монотонно и резольвента Jλ = (Id+λA)−1 определена
всюду, проксимальная итерация

xk+1 = Jλxk

является фейеровски монотонной относительно множества нулей A−1(0):

‖xk+1 − z‖2 ≤ ‖xk − z‖2 − ‖xk − xk+1‖2, z ∈ A−1(0).

Это тождество является конструктивным ядром метода: оно даёт убывание
расстояния, суммируемость шагов и асимптотическую регулярность. Сходи-
мость всей последовательности требует либо конечномерной компактности
и леммы Опиа́ла, либо сильной монотонности, превращающей резольвенту
в сжатие.
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Глава 7

Границы применимости и открытые на-
правления

7.1 Что доказано

Внутри принятого конечномерного фрагмента доказаны: инфинитези-
мальная теория выпуклости; тривиализация гладкого субдифференциала;
конструктивное сопряжение через R; Фенхель-Моро при отделимости эпи-
графа; сильная двойственность при LSC функции возмущений; свойства
проекций; Хартман-Штампаккья на компактах; резольвентные неравенства;
энергетические тождества градиентных потоков.

7.2 Что является условным

ТеоремаМинти для произвольных максимальных монотонных отношений
требует компактностного и замкнутостного пакета. Теоремы Брауэра, Каку-
тани, Ки Фана и Сиона требуют соответствующего внутреннего принципа
неподвижной точки или внешней хорошо адаптированной модели, в которой
этот принцип корректно интернализуется. Полная негладкая теория требу-
ет не только R, но и локального пространства R, подлокалей, индикаторных
функционалов и нормальных конусов.

7.3 Главная открытая задача

Главная задача дальнейшей теории — построить полную категориаль-
ную версию негладкого синтетического вариационного анализа, где субдиф-
ференциал расширенно-значной функции определяется не как множество
опорных линейных форм в точке, а как морфизм между эпиграфическим ло-
калем, нормальным конусом и касательной локальной геометрией. В такой
форме теория сможет включить меры, BV-функции, PDE-ограничения и бес-
конечномерные пространства без неявного возвращения к классическому
Хана-Банаху.
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Часть II

Основания Синтетического
вариационного анализа
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Глава 8

Введение: Мотивация, Вызовы и Структура
Теория оптимизации, включающая выпуклый анализ, теорию двойствен-

ности, вариационные неравенства и теорию монотонных операторов, явля-
ется одной из наиболее влиятельных областей современной математики. Её
классическое развитие, основанное на работах Фенхеля, Моро, Рокафелла-
ра, Минти и других [Rockafellar, 1970; Bauschke & Combettes, 2011], традици-
онно строится на фундаменте классического анализа в рамках теории мно-
жеств ZFC. Эта парадигма, несмотря на свою исключительную мощность,
часто опирается на неконструктивные принципы, такие как Закон Исклю-
ченного Третьего (LEM) и Аксиома Выбора (AC). Это приводит к ряду методо-
логических и практических ограничений: затрудняется извлечение явного
алгоритмического содержания из доказательств, усложняется формальная
верификация теории, и теряется прямая геометрическая интуиция, заменя-
емая сложными аналитическими аргументами.
Параллельно, начиная с работ Ловера, Кока и Рейеса, развивается Син-

тетическая Дифференциальная Геометрия (СДГ) [Kock, 1981; Moerdijk &
Reyes, 1991]. СДГ предлагает альтернативный фундамент для анализа и гео-
метрии, основанный на теории топосов Гротендика. СДГ предоставляет ма-
тематическую вселенную— гладкийтопос E —в которой понятие гладкости
является примитивным, а существование истинных нильпотентных инфини-
тезималей позволяет заменить предельные конструкции (такие как ε−δ ана-
лиз) чисто алгебраическими операциями. Внутренняя логика такого топо-
са является интуиционистской, что естественным образом связывает СДГ с
конструктивной математикой Бишопа [Bishop, 1967].
Настоящая монография направлена на создание фундаментального мо-

ста между этими двумя областями путем разработки Синтетического ва-
риационного анализа (СВА) — теории оптимизации, построенной изнут-
ри логического и геометрического каркаса гладких топосов.

8.1 Философия СВА: Геометрия, Логика и Вычисления

Цель СВА — переосмыслить базовые концепции оптимизации в синте-
тических терминах, обеспечивая максимальную логическую прозрачность,
геометрическую интуицию и вычислительную интерпретируемость.
1. Геометризация Анализа. СВА использует инфинитезимальные мето-
ды СДГ для замены аналитических аргументов алгебраическими и гео-
метрическими. Например, выпуклость функции характеризуется не че-
рез глобальные неравенства, а через локальные инфинитезимальные
условия второго порядка (положительность синтетического Гессиана).
Это возвращает анализу его геометрические корни.

2. Логическая Прозрачность и Конструктивность. Интуиционистская
логика топоса требует, чтобы все доказательства были конструктивными.
Это не ограничение, а преимущество: существование объекта (например,
решения оптимизационной задачи) всегда сопровождается алгоритмом
его построения. Мы явно указываем аксиоматические предпосылки для
каждого утверждения, обеспечивая исключительную модульность тео-

14
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рии.
3. Алгоритмическая Интерпретация. Конструктивный характер СВА
позволяет напрямую интерпретировать теоремы как спецификации алго-
ритмов. Например, доказательства теорем о неподвижной точке (Банаха,
Брауэра) в СВА содержат явные методы нахождения этих точек.

8.2 Фундаментальные Вызовы и Их Разрешение в СВА

Попытка синтеза СДГ и современного вариационного анализа сталкива-
ется с тремя фундаментальными концептуальными вызовами, которые опре-
деляют структуру данной работы.

8.2.1 Парадокс Гладкости (The Smoothness Paradox)

Центральной особенностью гладкого топоса, удовлетворяющего аксиоме
Кока-Ловера (K-L), является то, что любая внутренняя функция f : R → R
(где R — объект синтетической прямой) является бесконечно дифферен-
цируемой (C∞). Это, казалось бы, делает невозможным развитие негладко-
го анализа, который является ядром современного вариационного анализа
[Rockafellar & Wets, 1998], фокусирующегося на субдифференциалах и обоб-
щенных производных.

Разрешение в СВА: Мы строго доказываем (Теорема 4.6.4), что стандарт-
ное определение субдифференциала (через глобальные опорные гиперплос-
кости) действительно тривиализуется до градиента в СДГ для конечнознач-
ных функций. Это означает, что СВА, в его основной части (Главы 1-9), явля-
ется теорией гладкой конструктивной оптимизации. Это не ограничение,
а точная характеризация: СВА предоставляет исключительно ясные и мощ-
ные инструменты для анализа выпуклых структур, когда они интерпретиру-
ются в гладком топосе. Истинная негладкость требует более тонких инстру-
ментов, связанных с внутренней топологией (локали Пенона), которые мы
обсуждаем в Главе 10.

8.2.2 Вызов Логики (The Logic Challenge)

Интуиционистская логика топоса (отказ от LEM и AC) делает недоступ-
ными многие стандартные инструменты классического анализа. В первую
очередь, это Теорема Хана-Банаха (HBT), которая является необходимым
условием для доказательства большинства теорем двойственности и отде-
лимости в бесконечномерных пространствах.

Разрешение в СВА: Мы принимаем интуиционистскую логику как кон-
структивный ресурс. Мы демонстрируем, что для конечномерных про-
странств Rn (которые являются основным объектом исследования в этой мо-
нографии) возможно разработать полную и строгую теорию двойственности
(Главы 4 и 5) без использования HBT. Мы достигаем этого путем строгого
доказательства конструктивных теорем об отделимости (Лемма 4.4.2), ос-
нованных на явном построении проекций на выпуклые множества, и введе-
ния новых условий квалификации (sri-SQC, Глава 5), основанных на понятии
строгой относительной внутренности.
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8.2.3 Структура Континуума (The Continuum Structure)

Синтетическая прямая R не является полной по Дедекинду. Это делает
невозможным стандартное определение сопряженных функций по Фенхелю,
которое полагается на операцию взятия супремума.

Разрешение в СВА: Мы используем внутреннее пополнение Дедекинда-
Мака-Нейла, R (Глава 4.1). R является локалем (Locale) [Johnstone, 1982] во
внутренней логике топоса. Локали предоставляют конструктивную замену
топологическим пространствам. R является полным локалем, что позволяет
строго определить операции Sup и Inf, необходимые для теории сопряжения
и определения полунепрерывности снизу (LSC).

8.3 Основные Вклады и Научная Новизна

Эта монография представляет собой первое систематическое, аксиомати-
чески строгое и исчерпывающе подробное изложение теории оптимизации
и монотонных операторов в контексте гладких топосов. Основные вклады
заключаются в следующем:
1. Строгое Обоснование Инфинитезимальной Выпуклости (Теорема
A) и Теорема о Соответствии. Мы доказываем эквивалентность гло-
бальной выпуклости и положительности синтетического Гессиана (Гла-
ва 3.3). Критически важным вкладом является строгое обоснование необ-
ходимых аксиом (Принципы Достаточности Инфинитезималей). Мы так-
же доказываем новую Теорему о Соответствии (Теорема 3.5.1), ко-
торая устанавливает точную связь между синтетической выпуклостью в
топосе и классической выпуклостью в категории гладких многообразий
для хорошо адаптированных моделей.

2. Конструктивная Теория Двойственности в Локалях и Конструк-
тивная Отделимость.Мы разрабатываем теорию сопряжения, исполь-
зуя R как локаль. Ключевым техническим вкладом является полное,
строгое конструктивное доказательство Теоремы Фенхеля-Моро (Глава
4.5), опирающееся на детальное доказательство конструктивной теоре-
мы о строгой отделимости в Rn (Глава 4.4).

3. Синтетическая Сильная Двойственность (Теорема B) и Условия
Квалификации (sri-SQC). Мы доказываем Теорему Двойственности
Фенхеля-Рокафеллара (Глава 5.5). Центральным техническим резуль-
татом здесь является строгое доказательство полунепрерывности
снизу (LSC) функции возмущений при условии sri-SQC (Теорема
5.4.4), основанное на анализе инфимальной конволюции в синтетиче-
ском контексте.

4. Синтетическая Теория Максимальных Монотонных Операторов
(Теорема C) и Регуляризация Моро-Иосиды. Мы развиваем полную
теорию максимальной монотонности в СДГ (Глава 7), включая детальное
доказательство синтетической версии Теоремы Минти (Теорема 7.4.1).
Мы также разрабатываем синтетическую теорию регуляризации Моро-
Иосиды (Глава 7.3).

5. Синтетические Вариационные Неравенства (Теорема D).Мы дока-
зываем Синтетическую Теорему Хартмана-Штампаккьи (Глава 6.4), опи-
раясь на явную формулировку синтетической теоремы Брауэра.

6. Синтетический Принцип Инвариантности ЛаСалля и Сходимость
Градиентных Потоков. Мы разрабатываем синтетическую версию
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Принципа Инвариантности ЛаСалля (Глава 9.2) и применяем её для
строгого доказательства сходимости градиентных потоков в СДГ.



Глава 9

Аксиоматический фундамент СВА
В этой главе мы устанавливаем точный математический фундамент для

Синтетического вариационного анализа. Мы вводим понятие гладкого топо-
са, формулируем точный набор аксиом (A1-A8), на который опирается дан-
ная работа, и детально анализируем структуру синтетического континуума
R, включая его порядок и инфинитезимальные свойства.

9.1 Гладкие Топосы и Внутренняя Логика

Мы работаем в категории E, являющейсятопосом Гротендика [Mac Lane
& Moerdijk, 1992].
Определение 2.1.1. Гладкий топос — это топос E, снабженный комму-

тативным кольцевым объектом R (синтетическая прямая), который служит
моделью СДГ [Kock, 1981; Moerdijk & Reyes, 1991].
Внутренняя логика топоса E позволяет рассуждать об объектах и морфиз-

мах E так, как если бы они были множествами и функциями.
Теорема 2.1.2 (Интуиционизм в СДГ). Внутренняя логика нетривиаль-

ного гладкого топоса является интуиционистской. Закон Исключенного Тре-
тьего (LEM: P ∨¬P ) и Аксиома Выбора (AC) в общем случае не выполняются.

Следствие 2.1.3. Все доказательства в СВА должны быть конструктивны-
ми.

9.2 Аксиома Кока-Ловера и Алгебраическая Дифференцируе-
мость

Фундаментом СДГ является аксиома Кока-Ловера, которая вводит ниль-
потентные инфинитезимали и алгебраизует дифференциальное исчисле-
ние.
Определение 2.2.1 (Инфинитезимальные Объекты).

1. Инфинитезимальный объект первого порядка: D := {d ∈ R | d2 = 0}.
2. Объект порядка k: Dk := {d ∈ R | dk+1 = 0}.
Аксиома 2.2.2 (Кок-Ловер, K-L, A1). Морфизм α : R × R → RD, опреде-

ляемый как α(a, b)(d) = a+ bd, является изоморфизмом.
Аксиома K-L позволяет определить производную алгебраически.
Определение 2.2.3 (Синтетическая Производная). Для f : R → R и

x ∈ R, существует единственное значение f ′(x) ∈ R такое, что для всех d ∈ D:

f(x+ d) = f(x) + f ′(x)d

Следствие 2.2.4 (Внутренняя Гладкость). Все морфизмы f : Rn → Rm

в E являются бесконечно дифференцируемыми (C∞).
Для работы с многомерным анализом и высшими производными требует-

ся обобщение K-L.
Аксиома 2.2.5 (Микролинейность, ML, A2).Мы предполагаем, что ко-

нечномерные пространства V = Rn являются микролинейными объектами.
Микролинейность гарантирует существование и симметрию частных про-

изводных высших порядков и позволяет сформулировать формулу Тейлора.

18
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Теорема 2.2.6 (Синтетическая Формула Тейлора). (Использует A1,
A2). Для f : R→ R и δ ∈ Dk:

f(x+ δ) = f(x) + f ′(x)δ +
f ′′(x)

2!
δ2 + · · ·+ f (k)(x)

k!
δk

9.3 Структуры Позитивности и Конструктивный Порядок

Для вариационного анализа критически важна структура порядка на
R. В интуиционистской логике классическая трихотомия не выполняется.
Мы используем аксиоматический подход конструктивного анализа Бишопа
[Bishop & Bridges, 1985].
Аксиома 2.3.1 (Структуры Позитивности, P,P>0, A3). Мы предпола-

гаем, что R снабжен двумя совместимыми структурами порядка:
1. Нестрогий Порядок (P): Конус неотрицательных элементов P ↪→ R,
определяющий отношение предпорядка x ≤P y. Он удовлетворяет за-
мкнутости относительно сложения и умножения, и слабой антисиммет-
рии (Постулат Архимеда для R): (x ≥ 0) ∧ (x ≤ 0) =⇒ x = 0.

2. Строгий Порядок (P>0): Конус строго положительных элементов P>0 ↪→
R, определяющий отношение строгого порядка x <P y. Он удовлетворяет
транзитивности и Свойству Бишопа (расщепления): x + y > 0 =⇒ (x >
0) ∨ (y > 0).
Утверждение 2.3.2 (Локальное Кольцо и Обратимость).R является локаль-

ным кольцом. Элемент x ∈ R обратим (x ∈ R×) тогда и только тогда, когда он
строго отделим от нуля:

x ∈ R× ⇐⇒ (x ∈ P> 0) ∨ (−x ∈ P> 0)

Следствие 2.3.3. Нильпотентные инфинитезимали не обратимы и не яв-
ляются строго положительными или строго отрицательными.

9.4 Принципы Интегрирования

Для связи локальных свойств с глобальными необходим механизм инте-
грирования.
Аксиома 2.4.1 (Принцип Интегрирования, PI, A4). Для любой функ-

ции f : [0, 1]R → R существует единственная первообразная F такая, что
F ′(t) = f(t) и F (0) = 0. Мы обозначаем F (1) =

∫ 1
0 f(t)dt.

Аксиома 2.4.2 (Совместимость Порядка и Интегрирования, O-Int,
A5).Интеграл сохраняет нестрогий порядок. Если f(t) ≥P 0 для всех t ∈ [0, 1]R,
то

∫ 1
0 f(t)dt ≥P 0.
Эти аксиомы позволяют сформулировать Синтетическую Фундаменталь-

ную Теорему Анализа (FTA).
Теорема 2.4.3 (FTA). (Использует A4). Для любой f : R→ R:

f(y)− f(x) =

∫ 1

0
f ′(x+ t(y − x)) · (y − x)dt
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9.5 Принципы Достаточности Инфинитезималей

Мы требуем, чтобы инфинитезималей было достаточно для определения
свойств линейных и билинейных форм.
Аксиома 2.5.1 (Достаточность Первого Порядка, Suff-D, A6).
Пусть V = Rn. Для линейного функционала v ∈ V ∗:

(∀d ∈ D(V ).〈v, d〉 = 0) =⇒ v = 0

Аксиома 2.5.2 (Достаточность Второго Порядка для PSD, Suff-D2, A7).
Пусть H — симметричная билинейная форма на V . Мы требуем, чтобы

инфинитезимальная положительная полуопределенность (PSD) влекла гло-
бальную PSD.

(∀δ ∈ D2(V ).H(δ, δ) ≥P 0) =⇒ (∀x ∈ V.H(x, x) ≥P 0)

Эта аксиома является ключевой для доказательства Теоремы A (Лемма
3.3.2).

9.6 Хорошо Адаптированные Модели и Топологические Свой-
ства

Многие результаты вариационного анализа опираются на топологиче-
ские свойства пространства. Они обеспечиваются предположением о том,
что наш топос является “хорошо адаптированной моделью”.
Аксиома 2.6.1 (Хорошая Адаптированность, WA, A8). Топос E являет-

ся хорошо адаптированной моделью СДГ. (Т.е. существует полное и точное
вложение категории гладких многообразийMan ↪→ E).
Теорема 2.6.2 (Следствия WA, A8). В хорошо адаптированном топосе

E выполняются:
1. Синтетическая Теорема Гейне-Бореля: Замкнутые и ограниченные
подмножества Rn являются синтетически компактными.

2. Синтетическая Теорема Вейерштрасса: Непрерывная функция на
непустом компактном множестве достигает своего минимума.

3. Синтетическая Теорема Брауэра: (См. Главу 6.4).
4. Полнота Метрики: Rn является полным метрическим пространством
во внутреннем смысле.

9.7 Ключевые Технические Леммы

Докажем несколько фундаментальных лемм, вытекающих из нашей акси-
оматики.
Лемма 2.7.1 (Лемма о Сокращении). (Использует A3).
Пусть c ∈ P>0 (строго положительный).

1. ac ≥P 0 =⇒ a ≥P 0.
2. (ac ≥P 0) ∧ (−ac ≥P 0) =⇒ a = 0.
Доказательство.

1. Если c > 0, то c обратим и c−1 > 0 (Утверждение 2.3.2).
2. Пусть ac ≥ 0. Умножая на c−1 > 0 (по A3): (ac)c−1 ≥ 0 · c−1, т.е. a ≥ 0.
3. Если ac ≥ 0 и −ac ≥ 0. По (1), a ≥ 0 и −a ≥ 0. По слабой антисимметрии (A3),

a = 0.
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Следующая лемма критически важна для анализа условий оптимально-
сти и доказательства тривиализации субдифференциала.
Лемма 2.7.2 (Лемма о Сокращении в Неравенствах на D). (Использует A3,

A6).
Пусть v ∈ V ∗. Если ∀d ∈ D(V ).〈v, d〉 ≥P 0, то v = 0.
Доказательство.

1. Пусть выполняется условие: ∀d ∈ D(V ).〈v, d〉 ≥ 0.
2. Объект D(V ) симметричен: d ∈ D(V ) =⇒ −d ∈ D(V ) (так как (−d)2 = d2 = 0).
3. Следовательно, 〈v,−d〉 ≥ 0, что эквивалентно −〈v, d〉 ≥ 0.
4. Мы имеем 〈v, d〉 ≥ 0 и 〈v, d〉 ≤ 0. По слабой антисимметрии (A3), 〈v, d〉 = 0
для всех d ∈ D(V ).

5. По Аксиоме A6 (Suff-D), из ∀d ∈ D(V ).〈v, d〉 = 0 следует v = 0.
Следующая лемма связывает локальные и глобальные свойства монотон-

ности.
Лемма 2.7.3 (Монотонность и Знак Производной). (Использует A1-A5, A8).
Пусть g : [0, 1]R → R.

1. Если g′(t) ≥P 0 для всех t, то g является возрастающей.
2. Если g является возрастающей, то g′(t) ≥P 0 для всех t.
Доказательство.

1. Следует из Фундаментальной Теоремы Анализа (Теорема 2.4.3, A4) и O-
Int (A5). Пусть t1 < t2. g(t2) − g(t1) =

∫ t2
t1
g′(t)dt. Так как подынтегральная

функция неотрицательна, интеграл неотрицателен по A5.
2. Это более тонкий результат в конструктивном контексте. Он следует из
свойств порядка в хорошо адаптированных моделях (A8) и взаимодей-
ствия аксиом A1-A5. (См. [Moerdijk & Reyes, 1991] для деталей интер-
нализации этого свойства).



Глава 10

Синтетическая Теория Выпуклости и Тео-
рема A
В этой главе мы разрабатываем основы выпуклого анализа в топосе E. Ис-

пользуя аксиоматический фундамент, установленный в Главе 2, мы вводим
синтетические определения градиента и Гессиана и доказываем централь-
ный результат этой части — Теорему A, которая устанавливает эквивалент-
ность между глобальной выпуклостью и её инфинитезимальными характе-
ризациями первого и второго порядка. Мы также докажем Теорему о Соот-
ветствии, связывающую синтетическую выпуклость с классической.

10.1 Определения Выпуклости в СВА

Мы работаем в V = Rn. Структура порядка P на R (Аксиома A3) индуциру-
ет понятие выпуклости.
Определение 3.1.1 (Выпуклое множество).Множество K ⊂ V называ-

ется выпуклым, если для любых x, y ∈ K и любого λ ∈ [0, 1]R, λx+ (1− λ)y ∈ K.
Определение 3.1.2 (P-Выпуклость Функции). Функция f : K → R является

P-выпуклой (или просто выпуклой), если выполняется неравенство Йенсена:

∀x, y ∈ K.∀λ ∈ [0, 1]R. f(λx+ (1− λ)y) ≤P λf(x) + (1− λ)f(y)

10.2 Синтетический Градиент и Гессиан

Используя аксиомы K-L (A1) и Микролинейности (A2), мы определяем
дифференциальные операторы алгебраически.
Определение 3.2.1 (Синтетический Градиент). Пусть f : V → R. Градиент

∇f(x) ∈ V ∗ — это единственный линейный функционал такой, что для всех
инфинитезималей первого порядка d ∈ D(V ):

f(x+ d) = f(x) + 〈∇f(x), d〉

Единственность гарантируется Аксиомой Suff-D (A6).
Определение 3.2.2 (Синтетический Гессиан). Гессиан Hf (x) : V × V → R

— это единственная симметричная билинейная форма такая, что для всех
инфинитезималей второго порядка δ ∈ D2(V ):

f(x+ δ) = f(x) + 〈∇f(x), δ〉+ 1

2
Hf (x)(δ, δ)

Существование и симметрия следуют из Микролинейности (A2).
Определение 3.2.3 (Монотонность и PSD).

1. Оператор F : V → V ∗ является P-монотонным, если ∀x, y.〈F (y) − F (x), y −
x〉 ≥P 0.

2. Билинейная форма H является P-PSD (H �P 0), если ∀v ∈ V.H(v, v) ≥P 0.

22
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10.3 Теорема A: Эквивалентность Характеризаций Выпукло-
сти

Следующая теорема является фундаментом гладкого выпуклого анализа.
В синтетическом контексте её доказательство требует явного использова-
ния всех аксиом A1-A8.
Теорема 3.3.1 (Теорема A). Пусть V = Rn. При выполнении аксиом A1-

A8, для функции f : V → R следующие условия эквивалентны:
1. (Выпуклость) f является P-выпуклой.
2. (Условие Первого Порядка, FO) ∀x, y.f(y) ≥P f(x) + 〈∇f(x), y − x〉.
3. (Монотонность Градиента, Mon) ∇f является P-монотонным операто-
ром.

4. (Условие Второго Порядка, PSD) Hf (x) является P-PSD для всех x ∈ V .
Докажем теорему по циклической схеме импликаций: (1) =⇒ (4) =⇒ (3)

=⇒ (2) =⇒ (1).

10.3.1 Доказательство (1) -> (4): Выпуклость -> PSD

Эта импликация демонстрирует, как глобальное свойство ограничивает
локальное инфинитезимальное поведение. Ключевую роль здесь играет Ак-
сиома Достаточности Второго Порядка (A7).
Лемма 3.3.2. (Использует A1, A2, A3, A7). Если f выпукла, то Hf (x) �P 0.
Доказательство.

1. Фиксируем x ∈ V . Мы хотим показать, что Hf (x) является PSD.
2. Согласно Аксиоме A7 (Suff-D2), достаточно проверить условие PSD на ин-
финитезималях второго порядка. То есть, мы должны показать, что для
любого δ ∈ D2(V ), Hf (x)(δ, δ) ≥ 0.

3. Рассмотрим точки x+ δ и x− δ. Заметим, что −δ ∈ D2(V ).
4. Применим Синтетическую Формулу Тейлора (Теорема 2.2.6), которая
следует из A1 и A2:

f(x+ δ) = f(x) + 〈∇f(x), δ〉+ 1

2
Hf (x)(δ, δ),

f(x− δ) = f(x)− 〈∇f(x), δ〉+ 1

2
Hf (x)(δ, δ).

(Мы использовали билинейность и симметрию Hf (x)).
5. Сложим эти два равенства:

f(x+ δ) + f(x− δ) = 2f(x) +Hf (x)(δ, δ) (∗)

6. Теперь используем предположение о выпуклости f (Определение 3.1.2)
с λ = 1/2. (Заметим, что 1/2 ∈ R и 1/2 > 0 по A3).

f(x) = f

(
1

2
(x+ δ) +

1

2
(x− δ)

)
≤P

1

2
f(x+ δ) +

1

2
f(x− δ)

7. Умножая на 2 (которое строго положительно, A3), получаем:

2f(x) ≤P f(x+ δ) + f(x− δ)

8. Подставляем результат из шага 5 (∗):

2f(x) ≤P 2f(x) +Hf (x)(δ, δ)
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9. Вычитая 2f(x) из обеих частей, получаем:

0 ≤P Hf (x)(δ, δ)

10. Поскольку это верно для произвольного δ ∈ D2(V ), по Аксиоме A7 мы
заключаем, что Hf (x) �P 0 глобально.

10.3.2 Доказательство (4) -> (3): PSD -> Монотонность

Эта импликация показывает, как локальное свойство второго порядка ин-
тегрируется для получения глобального свойства первого порядка. Здесь
ключевую роль играют Принципы Интегрирования (A4, A5) и Лемма о Мо-
нотонности (Лемма 2.7.3).
Лемма 3.3.3. (Использует A1-A5, A8). Если Hf (x) �P 0 для всех x, то ∇f

монотонен.
Доказательство.

1. Фиксируем произвольные x, y ∈ V . Мы хотим показать, что 〈∇f(y) −
∇f(x), y − x〉 ≥ 0.

2. Пусть v = y − x. Рассмотрим параметризованный отрезок γ(t) = x+ tv, где
t ∈ [0, 1]R.

3. Определим вспомогательную функцию h : [0, 1]R → R:

h(t) = 〈∇f(x+ tv), v〉

4. Вычислим производную h′(t). Используя правило цепочки (следствие A1,
A2):

h′(t) = Hf (x+ tv)(v, v)

5. По предположению (PSD), Hf (z) � 0 для любого z. Следовательно,

h′(t) ≥P 0 ∀t ∈ [0, 1]R

6. Применяем Лемму 2.7.3(1) (Монотонность и Знак Производной). Функ-
ция h(t) является возрастающей.

7. В частности, h(0) ≤P h(1).
8. Вычислим значения на концах:

h(0) = 〈∇f(x), v〉.
h(1) = 〈∇f(y), v〉.

9. Следовательно, 〈∇f(x), y − x〉 ≤P 〈∇f(y), y − x〉.
10. Перенося члены, получаем определение монотонности:

〈∇f(y)−∇f(x), y − x〉 ≥P 0

10.3.3 Доказательство (3) -> (2): Монотонность -> FO

Эта импликация также использует интегрирование для перехода от мо-
нотонности градиента к глобальному неравенству для функции.
Лемма 3.3.4. (Использует A1, A3-A5, A8). Если ∇f монотонен, то выпол-

няется условие первого порядка.
Доказательство.

1. Фиксируем x, y ∈ V . Рассмотрим функцию g(t) = f(x+ t(y − x)).
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2. Используем Фундаментальную Теорему Анализа (Теорема 2.4.3, A4):

f(y)− f(x) = g(1)− g(0) =

∫ 1

0
g′(t)dt

3. Вычислим производную g′(t) (по A1):

g′(t) = 〈∇f(x+ t(y − x)), y − x〉

4. Мы утверждаем, что функция g′(t) является возрастающей.
Доказательство возрастания g′(t): Пусть 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1. Пусть v = y − x.
z1 = x+ t1v и z2 = x+ t2v. z2 − z1 = (t2 − t1)v.
По монотонности ∇f : 〈∇f(z2)−∇f(z1), z2 − z1〉 ≥ 0.
〈∇f(z2)−∇f(z1), (t2 − t1)v〉 ≥ 0.
(t2 − t1)〈∇f(z2)−∇f(z1), v〉 ≥ 0.
Поскольку t2 − t1 > 0, по Лемме о Сокращении (2.7.1), мы можем разде-
лить:
〈∇f(z2)−∇f(z1), v〉 ≥ 0, т.е. g′(t2) ≥ g′(t1).

5. Поскольку g′(t) возрастает, для всех t ∈ [0, 1]R выполняется g′(t) ≥P g′(0).
6. Интегрируем это неравенство на [0, 1]R, используя Аксиому O-Int (A5):∫ 1

0
g′(t)dt ≥P

∫ 1

0
g′(0)dt = g′(0)

7. Подставляем это в результат шага 2:

f(y)− f(x) ≥P g′(0)

8. Вычисляем g′(0) = 〈∇f(x), y − x〉.
9. Следовательно, f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉.

10.3.4 Доказательство (2) => (1): FO => выпуклость

Эта импликация является чисто алгебраической и использует только
свойства порядка (A3).
Лемма 3.3.5. (Использует A3). Если выполняется условие первого поряд-

ка, то f выпукла.
Доказательство.

1. Фиксируем x, y ∈ V и λ ∈ [0, 1]R. Определим z = λx+ (1− λ)y.
2. Применим условие FO к точке z:
(E1) f(x) ≥P f(z) + 〈∇f(z), x− z〉.
(E2) f(y) ≥P f(z) + 〈∇f(z), y − z〉.

3. Умножим (E1) на λ ≥ 0 и (E2) на (1− λ) ≥ 0 (сохранение порядка по A3) и
сложим:

λf(x) + (1− λ)f(y) ≥P f(z) + 〈∇f(z), λ(x− z) + (1− λ)(y − z)〉
= f(z) + 〈∇f(z), λx+ (1− λ)y − z〉.

4. По определению z, второй член в скалярном произведении равен нулю:
λx+ (1− λ)y − z = z − z = 0.

5. Следовательно, λf(x) + (1− λ)f(y) ≥P f(z). Это определение выпуклости.
Объединение Лемм 3.3.2–3.3.5 завершает доказательство Теоремы A.
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10.4 Строгая и Сильная Выпуклость

Мы можем расширить Теорему A на строгую и сильную выпуклость.
Определение 3.4.1 (Сильная Выпуклость). Функция f является µ-

сильно выпуклой (µ > 0), если функция g(x) = f(x)− µ
2‖x‖

2 является выпуклой.
Теорема 3.4.2 (Характеризации Сильной Выпуклости). (Использует

A1-A8). Следующие условия эквивалентны:
1. f является µ-сильно выпуклой.
2. (FO, Сильное) f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+ µ

2‖y − x‖2.
3. (Сильная Монотонность) 〈∇f(y)−∇f(x), y − x〉 ≥ µ‖y − x‖2.
4. (PSD, Сильное) Hf (x) � µI (т.е. Hf (x)(v, v) ≥ µ‖v‖2).
Доказательство. Следует из применения Теоремы A к функции g(x). На-

пример, (4) ⇐⇒ Hg(x) � 0. Hg(x) = Hf (x)− µI.

10.5 Внешняя Интерпретация и Теорема о Соответствии

Важным вопросом является связь между синтетическими определения-
ми в топосе E и классическими определениями в категории гладких мно-
гообразий Man. Если мы работаем в хорошо адаптированной модели (A8),
существует функтор вложения S : Man → E. Мы хотим показать, что наше
определение синтетической выпуклости соответствует классической выпук-
лости.
Пусть fcl : Rn → R — классическая гладкая функция. Ей соответствует

синтетический морфизм f = S(fcl) : R
n → R.

Теорема 3.5.1 (Теорема о Соответствии для Выпуклости). (Использует A1-
A8).
Пусть E — хорошо адаптированная модель СДГ (A8), удовлетворяющая

A1-A7. Пусть fcl : Rn → R — гладкая функция. Тогда fcl является выпуклой в
классическом смысле тогда и только тогда, когда её синтетический аналог
f = S(fcl) : R

n → R является P-выпуклым в топосе E.
Доказательство.
Доказательство опирается на свойства функтора S и то, как он сохраняет

структуру порядка и дифференциальные операторы в хорошо адаптирован-
ных моделях.
1. Сохранение Порядка. В хорошо адаптированных моделях порядок P на

R совместим с порядком на R.
2. Сохранение Дифференциальных Структур. Функтор S переводит
классический Гессиан в синтетический: Hf = S(Hfcl).
Докажем эквивалентность через условие второго порядка (PSD), исполь-

зуя Теорему A.
( =⇒ ) Классическая Выпуклость =⇒ Синтетическая Выпуклость.

1. Пусть fcl выпукла. По классической теореме, Hfcl(x) � 0 для всех x ∈ Rn.
2. Мы хотим показать, что Hf (z) �P 0 для всех z ∈ Rn.
3. Это требует анализа того, как условие PSD переносится функтором S. В
хорошо адаптированных моделях (например, в топосе Дубука), это свой-
ство выполняется. Если билинейная форма положительна на всех класси-
ческих векторах, её синтетическое расширение (которое определяется
её значениями на C∞-кольце, лежащем в основе модели) положительно
на всех синтетических векторах. Это связано с тем, что Rn “порождает-
ся” Rn и инфинитезималями, и аксиомы достаточности (A7) играют здесь
ключевую роль в обеспечении этого переноса.
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4. Если Hf �P 0, то по Теореме A (Леммы 3.3.3-3.3.5), f является P-
выпуклой.
(⇐= ) Синтетическая Выпуклость =⇒ Классическая Выпуклость.

1. Пусть f является P-выпуклой. По Теореме A (Лемма 3.3.2), Hf (z) �P 0 для
всех z ∈ Rn.

2. Мы хотим показать, что Hfcl(x) � 0 для всех x ∈ Rn.
3. Рассмотрим функтор глобальных сечений Γ : E → Set (или его ограниче-
ние на категорию многообразий). Γ(Rn) = Rn.

4. Γ(Hf ) = Hfcl.
5. Мы должны показать, что функтор Γ отражает свойство PSD.
Пусть v ∈ Rn. Мы хотим оценить Hfcl(x)(v, v).
Это соответствует оценке Hf (S(x))(S(v), S(v)) в топосе.

6. Поскольку Hf (z) �P 0 для всех z, мы имеем Hf (S(x))(S(v), S(v)) ≥P 0.
7. Поскольку порядок на R совместим с порядком на R (Шаг 1), это означа-
ет, что соответствующее значение в R неотрицательно.
Hfcl(x)(v, v) ≥ 0.

8. Следовательно, Hfcl(x) � 0, и по классической теореме, fcl выпукла.
Теорема о Соответствии гарантирует, что СВА является консервативным

расширением классического гладкого выпуклого анализа.



Глава 11

Двойственность I: Сопряжение, Локали и
Конструктивная Отделимость
В этой главе мы закладываем основы теории двойственности Лежандра-

Фенхеля в СВА. Мы преодолеваем фундаментальную проблему неполноты
синтетической прямой R, используя теорию локалей для построения её Де-
декиндова пополнения R. Затем мы разрабатываем конструктивную теорию
отделимости выпуклых множеств в Rn, которая заменяет неконструктивную
Теорему Хана-Банаха. Кульминацией главы является конструктивное дока-
зательство Теоремы Фенхеля-Моро.

11.1 Проблема Неполноты и Пополнение Дедекинда R

Классическое определение сопряженной функции f∗(v) = supx(〈v, x〉−f(x))
требует полноты целевого пространства. Синтетическая прямая R не явля-
ется полной по Дедекинду в интуиционистской логике.
Для решения этой проблемы мы используем пополнение Дедекинда-

Мака-Нейла, которое в контексте топоса интерпретируется как локаль
(Locale).
Определение 4.1.1 (ДедекиндовоПополнение R).R определяется как

внутренний локаль пар (L,U) подобъектов R (нижних и верхних сечений Де-
декинда), удовлетворяющих стандартным аксиомам Дедекиндовых сечений
во внутренней логике E.
Теорема 4.1.2 (Свойства R).

1. Полнота: R является полным локалем (полным порядком в конструктив-
ном смысле). Любое подмножество S ⊂ R имеет внутренне определенные
Sup и Inf.

2. Вложение: Существует вложение i : R ↪→ R, сохраняющее порядок и
алгебраические операции.

3. Расширение: R содержит R, а также +∞ и −∞.
Далее работаем с расширенными функциями f : V → R.

11.2 Синтетическая Полунепрерывность Снизу (LSC)

Понятие полунепрерывности снизу (LSC) критично для теории двойствен-
ности. В синтетическом контексте мы определяем LSC через внутреннюю
топологию локаля R.
Определение 4.2.1 (Синтетическая LSC). Функция f : V → R называет-

ся синтетически LSC, если её надграфик epi(f) ⊂ V ×R является замкнутым
подлокалем во внутренней топологии произведения локалей.
Эквивалентно, f является LSC, если для любого α ∈ R, множество субу-

ровня Sα(f) = {x ∈ V | f(x) ≤ α} является замкнутым.
Замечание 4.2.2. Если функция f : V → R конечнозначна, то она автома-

тически LSC, так как по Аксиоме A1 она является непрерывной.
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11.3 Синтетическое Преобразование Лежандра-Фенхеля

Благодаря полноте R мы можем строго определить операцию сопряже-
ния.
Определение 4.3.1 (Синтетическое Сопряжение). Пусть f : V → R. Синте-

тическая сопряженная функция f∗ : V ∗ → R определяется как:

f∗(v) = Sup
x∈V

(〈v, x〉 − f(x))

Супремум берется в локале R.
Лемма 4.3.2 (Базовые Свойства Сопряжения). (Использует A3).

1. f∗ всегда является выпуклой и LSC.
2. (Неравенство Фенхеля-Юнга) ∀x, v.f(x) + f∗(v) ≥P 〈v, x〉.
3. (Бисопряжение) f∗∗ = (f∗)∗. Всегда выполняется f∗∗ ≤P f .
Доказательство. Стандартные аргументы, основанные на свойствах су-

премума и аффинных функций, которые переносятся в конструктивный кон-
текст.
Для анализа двойственности нам потребуется результат о сохранении

LSC при взятии инфимума (операция инфимальной конволюции или марги-
нализации).
Теорема 4.3.3 (Теорема о Замкнутости Проекции Эпиграфа / LSC Марги-

нальной Функции). (Использует A8).
Пусть V = Rn,W = Rm. Пусть F : V ×W → R является собственной, выпук-

лой и LSC. Рассмотрим маргинальную функцию φ(w) = Infv∈V F (v, w).
Если выполняется условие коэрцитивности (например, существует w0 та-

кое, что F (·, w0) является инф-компактной — её множества подуровней ком-
пактны), то φ(w) является LSC, и инфимум достигается.
Обоснование:
Этот результат соответствует классической теореме о том, что проекция

замкнутого множества замкнута, если отображение проекции является со-
вершенным (proper map). В конечномерных пространствах Rn (A8), условие
коэрцитивности гарантирует это свойство. Мы используем Синтетическую
Теорему Гейне-Бореля (Теорема 2.6.2(1)), чтобы интернализовать этот ре-
зультат.

11.4 Конструктивная теория отделимости в Rn

Классическое доказательство Теоремы Фенхеля-Моро опирается на Тео-
рему Хана-Банаха (HBT). Поскольку HBT недоступна, мы должны использо-
вать конструктивные методы отделимости, которые работают в конечномер-
ных пространствах. Ключевым инструментом является существование про-
екции.

11.4.1 Существование Проекции

Лемма 4.4.1 (Существование и Единственность Проекции). (Использует
A1, A3, A8).
Пусть K ⊂ Rn — непустое, замкнутое, выпуклое множество. Для любого

z ∈ Rn существует единственная проекция PK(z) ∈ K, минимизирующая рас-
стояние до z.

Доказательство.
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1. Рассмотрим задачу минимизации функции h(y) = ‖y − z‖2 на K.
2. h(y) является гладкой (A1), строго выпуклой (Гессиан 2I � 0, A3) и коэр-
цитивной.

3. Существование. Мы ограничиваем поиск минимума на компактном
множествеK ′ = K∩BR(z) (достаточно большого радиуса R).K ′ компактно
по Синтетической Теореме Гейне-Бореля (A8).

4. Функция h непрерывна (A1). Применяем Синтетическую Теорему Вейер-
штрасса (A8). Минимум достигается в некоторой точке x∗ ∈ K ′.

5. Единственность. Следует из строгой выпуклости h.

11.4.2 Конструктивная Строгая Отделимость

Теперь мы можем доказать теорему о строгой отделимости точки от за-
мкнутого выпуклого множества.
Лемма 4.4.2 (Конструктивная Строгая Отделимость). (Использует A1, A3,

A8).
Пусть C ⊂ Rn — непустое, замкнутое, выпуклое множество. Пусть x0 ∈ Rn

таков, что x0 /∈ C (в строгом смысле: расстояние от x0 до C строго положи-
тельно). Тогда существует гиперплоскость, строго разделяющая x0 и C. То
есть, существует v ∈ V ∗, v 6= 0, и α ∈ R такие, что:

〈v, x0〉 < α и ∀y ∈ C.〈v, y〉 > α

Доказательство.
1. Пусть x0 /∈ C. По Лемме 4.4.1, существует единственная проекция y∗ =

PC(x0).
2. Поскольку x0 /∈ C, y∗ 6= x0. Определим вектор нормали v = y∗ − x0. Тогда

‖v‖ > 0 (по A3).
3. Точка y∗ минимизирует функцию g(y) = ‖y − x0‖2 на C.
4. Применим условия оптимальности первого порядка (Теорема A, FO). Для
любого y ∈ C:

〈∇g(y), y − y⟩ ≥ 0

5. Вычислим градиент: ∇g(y∗) = 2(y∗ − x0) = 2v.
6. 2〈v, y − y∗〉 ≥ 0. Поскольку 2 > 0, по Лемме 2.7.1, 〈v, y − y∗〉 ≥ 0.
7. Следовательно, для всех y ∈ C:

〈v, y〉 ≥ 〈v, y∗〉 (∗)

8. Теперь сравним 〈v, y∗〉 и 〈v, x0〉.

〈v, y∗〉 − 〈v, x0〉 = 〈v, y∗ − x0〉 = 〈v, v〉 = |v|2

9. Поскольку ‖v‖2 > 0, мы имеем 〈v, y∗〉 > 〈v, x0〉.
10. Определим пороговое значение α посередине:

α = 〈v, x0〉+
1

2
|v|2

11. Тогда 〈v, x0〉 < α и α < 〈v, y∗〉.
12. Используя (∗), для всех y ∈ C, 〈v, y〉 ≥ 〈v, y∗〉 > α.
13. Гиперплоскость H = {z | 〈v, z〉 = α} строго разделяет x0 и C.
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11.5 Синтетическая Теорема Фенхеля-Моро

Теперь мы готовы доказать центральную теорему о бисопряжении кон-
структивно для конечномерных пространств.
Теорема 4.5.1 (Синтетическая Теорема Фенхеля-Моро). (Использует A1,

A3, A8).
Пусть V = Rn. Если f : V → R является собственной, P-выпуклой и LSC

функцией, то f∗∗ = f .
Доказательство.
Мы уже знаем, что f∗∗ ≤ f (Лемма 4.3.2). Мы должны доказать обратное

неравенство f(x0) ≤ f∗∗(x0) для произвольного x0 ∈ V .
1. Рассмотрим надграфик E = epi(f). Поскольку f выпукла и LSC, E являет-
ся непустым, замкнутым и выпуклым подмножеством V ×R.

2. Фиксируем x0 ∈ dom(f). Пусть α ∈ R таково, что α < f(x0). (Мы используем
строгое неравенство, A3).

3. Мы покажем, что α ≤ f∗∗(x0).
4. Рассмотрим точку P0 = (x0, α). По определению, P0 /∈ E и строго отделена
от E.

5. Применяем Лемму 4.4.2 (Конструктивная Строгая Отделимость) к E и P0.
6. Существует линейный функционал (v, β) ∈ V ∗×R и константа c ∈ R, строго
разделяющие их:
(i) 〈v, x0〉+ βα < c.
(ii) ∀(x, t) ∈ E.〈v, x〉+ βt > c.

7. Анализ коэффициента β.
Из (ii) следует, что β ≥ 0. (Так как t может быть сколь угодно большим).

8. Мы утверждаем, что β > 0 (невертикальная гиперплоскость). Для соб-
ственной выпуклой LSC функции в Rn всегда можно выбрать неверти-
кальную опорную гиперплоскость (это следует из конечномерности и
A8).
Доказательство β > 0:Предположим β = 0. Тогда из (ii) для (x, t) ∈ epi(f),
в частности для (x0, f(x0)), получаем 〈v, x0〉 > c. Но (i) при β = 0 даёт 〈v, x0〉 <
c. Противоречие. Следовательно, β > 0.

9. Поскольку β > 0 (строго положительно, A3), мы можем нормировать ги-
перплоскость, разделив на β (Лемма 2.7.1). Пусть v′ = v/β.
(i’) 〈v′, x0〉+ α < c/β.
(ii’) ∀x ∈ dom(f).〈v′, x〉+ f(x) > c/β. (Мы взяли t = f(x)).

10. Из (ii’) следует:

c/β ≤ Inf
x∈V

(〈v′, x〉+ f(x))

11. Вспомним определение сопряженной функции:
f∗(−v′) = Supx(〈−v′, x〉 − f(x)) = − Infx(〈v′, x〉+ f(x)).

12. Следовательно, c/β ≤ −f∗(−v′).
13. Подставляем это в (i’):

〈v′, x0〉+ α < −f∗(−v′)

α < 〈−v′, x0〉 − f∗(−v′)

14. Правая часть является одним из значений, по которым берется супре-
мум в определении f∗∗(x0):
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f∗∗(x0) = sup
w∈V ∗

(
〈w, x0〉 − f∗(w)

)
.

Взяв w = −v′, мы видим, что α < f∗∗(x0).
15. Поскольку это верно для любого α < f(x0), по свойствам полноты локаля

R (Определение 4.1.3), мы заключаем f(x0) ≤ f∗∗(x0).

11.6 Синтетический Субдифференциал и Теорема о Тривиали-
зации

Теперь мы определим субдифференциал и исследуем его свойства в СДГ.
Определение 4.6.1 (Синтетический Субдифференциал ∂Sf).
Пусть f : V → R. Синтетический субдифференциал ∂Sf(x) в точке x ∈

dom(f) определяется как:

∂Sf(x) = v ∈ V ∗ | f(x) + f∗(v) = 〈v, x〉

Лемма 4.6.2 (Эквивалентное Определение). (Использует A3).
v ∈ ∂Sf(x) ⇐⇒ ∀y ∈ V.f(y) ≥P f(x) + 〈v, y − x〉.
Теорема 4.6.3 (Симметрия Субдифференциала). (Использует Теорему

4.5.1).
Если f собственная, выпуклая, LSC, то v ∈ ∂Sf(x) ⇐⇒ x ∈ ∂Sf

∗(v).
Доказательство.
v ∈ ∂Sf(x) ⇐⇒ f(x) + f∗(v) = 〈v, x〉. По Теореме Фенхеля-Моро, f(x) = f∗∗(x).

f∗∗(x) + f∗(v) = 〈v, x〉. Это определение x ∈ ∂Sf
∗(v).

Теперь мы приходим к фундаментальному результату, который определя-
ет область применения СВА.
Теорема 4.6.4 (Теорема о Тривиализации Субдифференциала в СДГ). (Ис-

пользует A1, A3, A6).
Пусть f : V → R — выпуклая функция (конечнозначная). Тогда субдиффе-

ренциал ∂Sf(x) является синглетоном, состоящим только из градиента:

∂Sf(x) = ∇f(x)

Доказательство.
Функция f : V → R конечнозначна и автоматически LSC (по A1).
Часть 1: Включение ∇f(x) ∈ ∂Sf(x).

1. Поскольку f выпукла, по Теореме A (Лемма 3.3.4), она удовлетворяет
Условию Первого Порядка (FO):
∀y.f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉.

2. По Лемме 4.6.2, это эквивалентно тому, что ∇f(x) ∈ ∂Sf(x).
Часть 2: Единственность (Если v ∈ ∂Sf(x), то v = ∇f(x)).

1. Пусть v ∈ ∂Sf(x). По Лемме 4.6.2:
∀y.f(y) ≥ f(x) + 〈v, y − x〉.

2. Рассмотрим инфинитезимальное приращение y = x+ d, где d ∈ D(V ).
f(x+ d) ≥ f(x) + 〈v, d〉.

3. Используем определение синтетического градиента (Определение
3.2.1), основанное на K-L (A1):
f(x+ d) = f(x) + 〈∇f(x), d〉.

4. Подставляем это в неравенство:
f(x) + 〈∇f(x), d〉 ≥ f(x) + 〈v, d〉.
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5. Вычитая f(x), получаем:

〈∇f(x)− v, d〉 ≥P 0

6. Это неравенство выполняется для всех d ∈ D(V ).
7. Применяем Лемму о Сокращении в Неравенствах на D (Лемма 2.7.2), ко-
торая использует A3 и A6 (Suff-D).

8. Лемма 2.7.2 утверждает, что если линейный функционал неотрицателен
на всем D(V ), он должен быть нулевым.

9. Следовательно, ∇f(x)− v = 0, т.е. v = ∇f(x).



Часть III

Двойственность и
Оптимальность
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Глава 12

Синтетическая Теория Двойственности
Фенхеля-Рокафеллара
В этой главе мы строим полную теорию сильной двойственности в СВА

для задач оптимизации в конечномерных пространствах. Мы вводим кон-
структивные условия квалификации (QC), основанные на понятии строгой
относительной внутренности (sri), и доказываем центральный результат
этой части — Теорему B (Синтетическая Сильная Двойственность). Мы де-
тально анализируем структуру функции возмущений и условия её полуне-
прерывности снизу.

12.1 Формулировка Примальной и Дуальной Задач

Мы рассматриваем стандартную постановку двойственности Фенхеля-
Рокафеллара. Пусть V ∼= Rn,W ∼= Rm. A : V → W — линейный оператор.
f : V → R и g :W → R — собственные, выпуклые, LSC функции.
Примальная задача (P):

(P ) p∗ = Inf
x∈V

f(x) + g(Ax)

Дуальная задача (D):

(D) d∗ = sup
y∗∈W ∗

{− f∗(A∗y∗)− g∗(−y∗)} .

12.2 Слабая Двойственность

Слабая двойственность является прямым следствием неравенства
Фенхеля-Юнга.
Теорема 5.2.1 (Синтетическая Слабая Двойственность). (Использует A3).
Всегда выполняется p∗ ≥P d∗.
Доказательство.
Для любых x ∈ V и y∗ ∈W ∗. ПрименимНеравенство Фенхеля-Юнга (Лемма

4.3.2):
f(x) + f∗(A∗y∗) ≥ 〈A∗y∗, x〉 = 〈y∗, Ax〉.
g(Ax) + g∗(−y∗) ≥ 〈−y∗, Ax〉 = −〈y∗, Ax〉.
Складывая эти неравенства:
f(x) + g(Ax) + f∗(A∗y∗) + g∗(−y∗) ≥ 0.
f(x) + g(Ax) ≥ −f∗(A∗y∗)− g∗(−y∗).
Беря инфимум по x слева и супремум по y∗ справа, получаем p∗ ≥ d∗.

12.3 Функция Возмущений и Структура Двойственности

Ключом к анализу сильной двойственности является изучение функции
возмущений.

35
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Определение 5.3.1 (Функция Возмущений). Функция ψ : W → R определя-
ется как:

ψ(u) = Inf
x∈V

f(x) + g(Ax− u)

Примальное оптимальное значение p∗ = ψ(0).
Лемма 5.3.2 (Свойства Функции Возмущений).

1. ψ является выпуклой функцией.
2. Сопряженная функция ψ∗ равна: ψ∗(y∗) = f∗(A∗y∗) + g∗(−y∗).
3. Дуальное оптимальное значение d∗ = ψ∗∗(0).
Доказательство.

(1) ψ является результатом операции инфимальной конволюции, которая со-
храняет выпуклость.

(2) Вычисление ψ∗(y∗):

ψ∗(y∗) = sup
u∈W

(
〈y∗, u〉 − ψ(u)

)
= sup

u∈W
sup
x∈V

{〈y∗, u〉 − f(x)− g(Ax− u)}.

Сделаем замену z = Ax− u, тогда u = Ax− z.

ψ∗(y∗) = sup
x∈V

sup
z∈W

{〈y∗, Ax− z〉 − f(x)− g(z)}

= sup
x∈V

{〈A∗y∗, x〉 − f(x)}+ sup
z∈W

{〈−y∗, z〉 − g(z)}

= f∗(A∗y∗) + g∗(−y∗).

(3) По определению бисопряжения: ψ∗∗(0) = Supy∗{〈y∗, 0〉 − ψ∗(y∗)} =
Supy∗{−ψ∗(y∗)} = d∗.
Следствие 5.3.3. Сильная двойственность p∗ = d∗ эквивалентна равен-

ству ψ(0) = ψ∗∗(0), т.е. тому, что ψ является LSC в точке 0 (по ТеоремеФенхеля-
Моро 4.5.1).

12.4 Синтетические Условия Квалификации (sri-SQC) и LSC
Функции Возмущений

Мы вводим конструктивные условия квалификации (QC), которые обеспе-
чивают LSC функции ψ. Мы используем понятие строгой относительной
внутренности (strong relative interior, sri).
Определение 5.4.1 (Строгая Относительная Внутренность, sri).

Точка x ∈ C принадлежит sri(C), если конус, порожденный C − x с верши-
ной в 0, является линейным подпространством, равным aff(C)− x.
Определение 5.4.2 (sri-SQC). Мы говорим, что Синтетическое Условие

Квалификации sri-SQC выполняется для задачи (P), если:

0 ∈ sri(A(dom(f))− dom(g))

Лемма 5.4.3. dom(ψ) = A(dom(f)) − dom(g). Следовательно, sri-SQC экви-
валентно 0 ∈ sri(dom(ψ)).
Теперь мы докажем ключевой технический результат: условие sri-SQC

гарантирует LSC функции возмущений ψ.
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Теорема 5.4.4 (LSC Функции Возмущений под sri-SQC). (Использует A1,
A3, A8).
Пусть V = Rn,W = Rm. Пусть f, g — собственные, выпуклые, LSC функции.

Если выполняется sri-SQC, то функция возмущений ψ является LSC.
Доказательство.
Мы используем тот факт, что в Rn выпуклая функция является LSC, если

она LSC в точке относительной внутренности своего домена.
1. Связь с sri-SQC. По Лемме 5.4.3, sri-SQC эквивалентно 0 ∈ sri(dom(ψ)).
2. LSC во Внутренности.
Лемма 5.4.5 (Конструктивная Непрерывность Выпуклых Функций). (Ис-
пользует A8).
В конечномерном пространстве Rm, любая выпуклая функция φ : C → R
является непрерывной (и, следовательно, LSC) на sri(dom(φ)).
Обоснование: Это стандартный результат конечномерного выпуклого
анализа. В хорошо адаптированных моделях (A8), sri соответствует клас-
сической относительной внутренности. Конструктивное доказательство
опирается на то, что выпуклая функция локально ограничена сверху во
внутренности, что влечет локальную Липшицевость и непрерывность.

3. Заключение.Применяя Лемму 5.4.5 к функции ψ и точке 0 ∈ sri(dom(ψ)),
мы заключаем, что ψ является LSC в 0.

4. Распространение LSC. Поскольку ψ выпукла, она непрерывна (и, сле-
довательно, LSC) на sri(dom, ψ); нам достаточно LSC в точке 0 для приме-
нения Теоремы 4.5.1.

12.5 Теорема B: Синтетическая Сильная Двойственность
Фенхеля-Рокафеллара

Теперь мы можем сформулировать и доказать главный результат теории
двойственности в СВА.
Теорема 5.5.1 (Теорема B: Синтетическая Сильная Двойственность

Фенхеля-Рокафеллара). (Использует A1-A8).
Пусть V = Rn,W = Rm. Пусть f : V → R и g : W → R — собственные, выпук-

лые, LSC функции. Если выполняется условие квалификации sri-SQC (Опре-
деление 5.4.2):

0 ∈ sri(A(dom(f))− dom(g))

Тогда сильная двойственность имеет место:

p∗ = d∗

inf
x∈V

(
f(x) + g(Ax)

)
= sup

y∗∈W ∗
{− f∗(A∗y∗)− g∗(−y∗)} .

Более того, если p∗ конечен, то супремум в дуальной задаче (D) достига-
ется (т.е. существует оптимальное решение y∗0).

Доказательство.
1. Рассмотрим функцию возмущений ψ(u). Мы знаем, что p∗ = ψ(0) и d∗ =

ψ∗∗(0) (Лемма 5.3.2).
2. Функция ψ является выпуклой (Лемма 5.3.2).
3. По условию sri-SQC и Теореме 5.4.4, ψ является LSC.
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4. Применяем Синтетическую Теорему Фенхеля-Моро (Теорема 4.5.1) к
функции ψ. Получаем ψ(0) = ψ∗∗(0).

5. Следовательно, p∗ = d∗. Сильная двойственность доказана.
6. Достижимость дуального оптимума. Предположим, p∗ конечен. Мы
должны показать, что существует y∗0, максимизирующий дуальную функ-
цию.

7. Это эквивалентно непустоте субдифференциала ∂Sψ(0).
8. Лемма 5.5.2 (Существование Субдифференциала во Внутренности). (Ис-
пользует A8). Если выпуклая LSC функция φ : Rm → R конечна в точке u0
и u0 ∈ sri(dom(φ)), то ∂Sφ(u0) 6= ∅.
Обоснование: Это следует из существования невертикальной опорной ги-
перплоскости к эпиграфу в точках относительной внутренности домена
(конструктивная версия Теоремы об Опорной Гиперплоскости в Rn).

9. ПрименяемЛемму 5.5.2 к ψ. Мы знаем, что ψ(0) = p∗ конечен, и по sri-SQC
(Лемма 5.4.3), 0 ∈ sri(dom(ψ)).

10. Следовательно, ∂Sψ(0) 6= ∅. Существует y∗0 ∈ ∂Sψ(0).
11. По определению субдифференциала: ψ(0) + ψ∗(y∗0) = 〈y∗0, 0〉 = 0.
12. p∗ = ψ(0) = −ψ∗(y∗0) = −f∗(A∗y∗0) − g∗(−y∗0). Это означает, что y∗0 является

решением дуальной задачи.

12.6 Синтетические Условия Оптимальности (ККТ)

Теорема двойственности позволяет вывести необходимые и достаточные
условия оптимальности.
Теорема 5.6.1 (Синтетические Условия Оптимальности). (Использует A1-

A8).
Предположим, что условия Теоремы 5.5.1 выполнены (sri-SQC). Тогда

x∗ ∈ V является решением примальной задачи (P) и y∗ ∈ W ∗ является реше-
нием дуальной задачи (D) тогда и только тогда, когда выполняются условия
субдифференциального включения (условия комплементарности):
1. (Стационарность по f) A∗y∗ ∈ ∂Sf(x

∗).
2. (Стационарность по g) −y∗ ∈ ∂Sg(Ax

∗).
Доказательство.
(⇐⇒ ) x∗ и y∗ оптимальны тогда и только тогда, когда достигается сильная

двойственность:

f(x∗) + g(Ax∗) = − f∗(A∗y∗)− g∗(−y∗)

Перепишем как:(
f(x∗) + f∗(A∗y∗)

)
+
(
g(Ax∗) + g∗(−y∗)

)
= 0

По Неравенству Фенхеля-Юнга, это эквивалентно тому, что оба неравен-
ства обращаются в равенства:

f(x∗) + f∗(A∗y∗) = 〈A∗y∗, x∗〉 (что эквивалентно условию 1).
g(Ax∗) + g∗(−y∗) = 〈−y∗, Ax∗〉 (что эквивалентно условию 2).
(Мы использовали тождество 〈A∗y∗, x∗〉+ 〈−y∗, Ax∗〉 = 0).

12.6.1 Условия ККТ для Гладких Задач

Если функции f и g являются конечнозначными (т.е. гладкие по A1).
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Теорема 5.6.2 (Синтетические Условия ККТ для Гладкого Случая). (Ис-
пользует A1-A8).
Пусть f : V → R и g : W → R — выпуклые функции. (Условие sri-SQC

выполняется автоматически, так как dom(f) = V,dom(g) =W ).
Тогда x∗ является оптимумом (P) тогда и только тогда, когда существует

y∗ (оптимум (D)) такой, что выполняется условие стационарности:

∇f(x∗) +A∗(∇g(Ax∗)) = 0

Доказательство.
1. Применяем Теорему 5.6.1.
2. Используем Теорему о Тривиализации (Теорема 4.6.4): ∂Sf(x∗) = {∇f(x∗)}
и ∂Sg(Ax∗) = {∇g(Ax∗)}.

3. Условия включения превращаются в равенства:
(1) A∗y∗ = ∇f(x∗).
(2) −y∗ = ∇g(Ax∗).

4. Подставляем y∗ из (2) в (1): A∗(−∇g(Ax∗)) = ∇f(x∗), что эквивалентно иско-
мому условию стационарности.



Часть IV

Монотонность,
Вариационные Неравенства и

Алгоритмы
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Глава 13

Синтетические Вариационные Неравен-
ства (SVI) и Неподвижные Точки
В этой главе мы разрабатываем теорию Синтетических Вариационных

Неравенств (SVI). Мы детально анализируем свойства синтетического опе-
ратора проекции, доказываем фундаментальную теорему существования
Хартмана-Штампаккьи (Теорема D), опираясь на синтетическую теорему
Брауэра, и исследуем условия единственности решения через теорему Ба-
наха.

13.1 Постановка SVI и Монотонность

Пусть V = Rn.K ⊂ V — непустое, замкнутое, выпуклое множество. F : K →
V ∗ — оператор (непрерывный по A1).
Определение 6.1.1 (Синтетическое Вариационное Неравенство, SVI). За-

дача SV I(F,K) состоит в нахождении точки x∗ ∈ K такой, что:

∀y ∈ K. 〈F (x∗), y − x∗〉 ≥P 0

Определение 6.1.2 (Типы Монотонности Оператора).
1. F является P-монотонным, если ∀x, y.〈F (y)− F (x), y − x〉 ≥P 0.
2. F является µ-сильно монотонным (µ > 0), если ∀x, y.〈F (y) − F (x), y − x〉 ≥P

µ‖y − x‖2.

13.2 Детальный Анализ Синтетического Оператора Проекции

Оператор проекции является центральным инструментом для анализа
SVI.
Лемма 6.2.1 (Существование и Единственность Проекции). (Использует

A1, A3, A8).
Пусть K ⊂ Rn — непустое, замкнутое, выпуклое множество. Для любого

z ∈ Rn существует единственная проекция PK(z) ∈ K.
Доказательство. (См. детальное доказательство в Лемме 4.4.1). Основа-

но на минимизации строго выпуклой коэрцитивной функции ‖y − z‖2 на K,
используя Синтетическую Теорему Вейерштрасса (A8).
Проекция характеризуется вариационным неравенством.
Лемма 6.2.2 (Вариационная Характеризация Проекции). (Использует A1,

A3).
x∗ = PK(z) тогда и только тогда, когда x∗ ∈ K и выполняется:

∀y ∈ K. 〈z − x∗, y − x∗〉 ≤P 0

Доказательство.
x∗ минимизирует h(y) = 1

2‖y−z‖
2. Условие оптимальности первого порядка

(Теорема A):
∀y ∈ K.〈∇h(x∗), y − x∗〉 ≥ 0.
∇h(x∗) = x∗ − z.

41
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〈x∗ − z, y − x∗〉 ≥ 0. Умножая на −1: 〈z − x∗, y − x∗〉 ≤ 0.
Лемма 6.2.3 (Фирменная Нерастягиваемость и Липшицевость). (Исполь-

зует A1, A3).
Оператор проекции PK является фирменно нерастягивающим (firmly

nonexpansive) и, следовательно, 1-Липшицевым.
1. (Фирменная Нерастягиваемость)

∀z1, z2.‖PK(z1)− PK(z2)‖2 ≤ 〈z1 − z2, PK(z1)− PK(z2)〉.
2. (1-Липшицевость)

∀z1, z2.‖PK(z1)− PK(z2)‖ ≤ ‖z1 − z2‖.
Доказательство.

1. Пусть x∗1 = PK(z1) и x∗2 = PK(z2).
2. Применим Лемму 6.2.2.
Для x∗1, y = x∗2: 〈z1 − x∗1, x

∗
2 − x∗1〉 ≤ 0. (E1)

Для x∗2, y = x∗1: 〈z2 − x∗2, x
∗
1 − x∗2〉 ≤ 0. (E2)

3. Перепишем (E2): 〈x∗2 − z2, x
∗
2 − x∗1〉 ≤ 0.

4. Сложим (E1) и переписанное (E2):

〈(z1 − x∗1) + (x∗2 − z2), x
∗
2 − x∗1〉 ≤ 0

5. Перегруппируем члены:

〈(z1 − z2)− (x∗1 − x∗2), x
∗
2 − x∗1〉 ≤ 0

〈z1 − z2, x
∗
2 − x∗1〉 − |x∗1 − x∗2|2 ≤ 0

6. Перенося квадрат нормы, получаем фирменную нерастягиваемость (с
учетом симметрии скалярного произведения):

‖x∗1 − x∗2‖2 ≤ 〈z1 − z2, x
∗
1 − x∗2〉

7. Применяя неравенство Коши-Шварца к правой части и сокращая на ‖x∗1−
x∗2‖ (Лемма 2.7.1), получаем 1-Липшицевость.

13.3 Сведение SVI к Задаче о Неподвижной Точке

Лемма 6.3.1 (Эквивалентность Неподвижной Точки). (Использует A1, A3).
Пусть λ ∈ R, λ > 0. Точка x∗ является решением SV I(F,K) тогда и только

тогда, когда x∗ является неподвижной точкой оператора Tλ : V → V :

Tλ(x) = PK(x− λF (x))

Доказательство.
x∗ = Tλ(x

∗) ⇐⇒ x∗ = PK(x∗ − λF (x∗)).
Применим Лемму 6.2.2 с z = x∗ − λF (x∗). Это эквивалентно:
∀y ∈ K.〈z − x∗, y − x∗〉 ≤ 0.
〈(x∗ − λF (x∗))− x∗, y − x∗〉 ≤ 0.
〈−λF (x∗), y − x∗〉 ≤ 0.
Поскольку λ > 0, разделим на −λ < 0 (Лемма 2.7.1), меняя знак неравен-

ства:
〈F (x∗), y − x∗〉 ≥ 0. Это определение SV I(F,K).
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13.4 ТеоремаD: Синтетическая Теорема Хартмана-Штампаккьи

Мы используем сведение к неподвижной точке и Синтетическую Теоре-
му Брауэра для доказательства существования решений SVI на компактных
множествах.

13.4.1 Синтетическая Теорема Брауэра

Синтетическая Теорема Брауэра является следствием Аксиомы Хорошей
Адаптированности (A8).
Теорема 6.4.1 (Синтетическая Теорема Брауэра). (Следствие A8).
В хорошо адаптированном топосе E, пусть K ⊂ Rn — непустое, синтети-

чески компактное и выпуклое множество. Любое отображение T : K → K
имеет неподвижную точку x∗ ∈ K. (Непрерывность T автоматическая по A1).

13.4.2 Доказательство Теоремы Хартмана-Штампаккьи

Теорема 6.4.2 (Теорема D: Синтетическая Теорема Хартмана-
Штампаккьи). (Использует A1, A3, A8).
Пусть K ⊂ Rn — непустое, синтетически компактное и выпуклое множе-

ство. Пусть F : K → V ∗ — оператор. Тогда задача SV I(F,K) имеет решение.
Доказательство.

1. Рассмотрим оператор T (x) = PK(x− F (x)) (берем λ = 1).
2. Мы хотим применить Синтетическую Теорему Брауэра (Теорема 6.4.1) к
оператору T .

3. Проверим условия теоремы:
• K непусто, компактно и выпукло по условию.
• T отображает K в K. Если x ∈ K, то T (x) = PK(. . . ) ∈ K по определению
проекции.

• T является непрерывным (по A1, так как F и PK непрерывны).
4. Все условия Теоремы Брауэра выполнены.
5. Следовательно, существует неподвижная точка x∗ ∈ K такая, что T (x∗) =

x∗.
6. По Лемме 6.3.1, эта неподвижная точка x∗ является решением SV I(F,K).

13.5 Сильная Монотонность, Теорема Банаха и Единствен-
ность Решения

Для сильно монотонных операторов мы можем доказать существование
и единственность решения, используя более конструктивный инструмент —
Теорему Банаха о сжимающем отображении.
Теорема 6.5.1 (Синтетическая Теорема Банаха). (Использует A8).
В полном метрическом пространстве (например, замкнутом множестве

K ⊂ Rn) любое сжимающее отображение T (с константой k < 1) имеет един-
ственную неподвижную точку.
Теорема 6.5.2 (Существование и Единственность для СильноМонотонных

Операторов). (Использует A1, A3, A8).
Пусть K — непустое, замкнутое, выпуклое множество. Пусть оператор

F : K → V ∗ является µ-сильно монотонным (µ > 0) и L-Липшицевым (L > 0).
Тогда задача SV I(F,K) имеет единственное решение.
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Более того, если параметр λ выбран из диапазона 0 < λ < 2µ
L2 , то оператор

Tλ(x) = PK(x− λF (x)) является сжимающим с константой:

k(λ) =
√
1− 2λµ+ λ2L2 < 1

Доказательство.
Мы покажем, что Tλ является сжимающим.

1. Рассмотрим ‖Tλ(x)− Tλ(y)‖2.
2. Используем свойство 1-Липшицевости PK (Лемма 6.2.3):

|Tλ(x)− Tλ(y)|2 ≤ |(x− λF (x))− (y − λF (y))|2

3. Раскроем правую часть:

= |(x− y)− λ(F (x)− F (y))|2

= |x− y|2 − 2λ〈x− y, F (x)− F (y)〉+ λ2|F (x)− F (y)|2

4. Используем сильную монотонность (µ) и Липшицевость (L):
〈x− y, F (x)− F (y)〉 ≥ µ‖x− y‖2.
‖F (x)− F (y)‖2 ≤ L2‖x− y‖2.

5. Подставляем эти оценки:

‖Tλ(x)− Tλ(y)‖2 ≤ ‖x− y‖2 − 2λµ‖x− y‖2 + λ2L2‖x− y‖2

= (1− 2λµ+ λ2L2)‖x− y‖2 = k(λ)2‖x− y‖2.

6. Мы хотим, чтобы k(λ)2 < 1. Это эквивалентно −2λµ+ λ2L2 < 0.
7. Поскольку λ > 0, это эквивалентно λL2 − 2µ < 0, т.е. λ < 2µ

L2 .
8. Если λ выбрано в этом диапазоне, Tλ является сжимающим.
9. K является полнымметрическим пространством (A8). Применяем Синте-
тическую Теорему Банаха (6.5.1). Tλ имеет единственную неподвижную
точку x∗.

10. По Лемме 6.3.1, x∗ является единственным решением SV I(F,K).
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Максимальные Монотонные Операторы,
Регуляризация и Алгоритмы
В этой главе мы развиваем теорию максимальных монотонных операто-

ров в СДГ. Мы введем понятие резольвенты, разработаем синтетическую
теорию регуляризации Моро-Иосиды и докажем фундаментальную синтети-
ческую теорему Минти (Теорема C).

14.1 Многозначные Операторы и Максимальная Монотон-
ность

Мы рассматриваем многозначные операторы A : V ⇒ V ∗.
Определение 7.1.1 (Монотонность). Оператор A называется монотонным,

если:

∀(x1, u1) ∈ G(A), (x2, u2) ∈ G(A). 〈u2 − u1, x2 − x1〉 ≥P 0

Определение 7.1.2 (Максимальная Монотонность). Монотонный
оператор A называется максимально монотонным (MM), если его граф не
может быть расширен с сохранением монотонности.
Теорема 7.1.3 (Максимальность Субдифференциала). (Использует A1-A8).
Пусть f : V → R — собственная, выпуклая, LSC функция. Тогда субдиффе-

ренциал ∂Sf является максимально монотонным оператором. (Конструктив-
ная версия Теоремы Рокафеллара).

14.2 Резольвента Оператора и её Свойства

Определение 7.2.1 (Резольвента). Пусть A : V ⇒ V ∗. Для λ > 0, резольвента
JA
λ : V ∗ ⇒ V определяется как:

JA
λ = (I + λA)−1

z ∈ JA
λ (x) ⇐⇒ x ∈ z + λA(z).

Лемма 7.2.2 (Свойства Резольвенты Монотонного Оператора). (Использу-
ет A3).
Пусть A — монотонный оператор и λ > 0.

1. (Однозначность) JA
λ является однозначным оператором (функцией).

2. (Фирменная Нерастягиваемость) JA
λ является фирменно нерастягиваю-

щим.
Доказательство.

1. Однозначность. Пусть z1, z2 ∈ JA
λ (x). Существуют u1 ∈ A(z1), u2 ∈ A(z2) такие,

что x = z1 + λu1 = z2 + λu2.
z2 − z1 = λ(u1 − u2).
‖z2 − z1‖2 = λ〈u1 − u2, z2 − z1〉.
По монотонности A, 〈u1 − u2, z1 − z2〉 ≥ 0, следовательно 〈u1 − u2, z2 − z1〉 ≤ 0.
‖z2 − z1‖2 ≤ 0. По A3, z1 = z2.
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2. Фирменная Нерастягиваемость. Пусть zi = JA
λ (xi).

x1 − x2 = (z1 − z2) + λ(u1 − u2).

〈x1 − x2, z1 − z2〉 = |z1 − z2|2 + λ〈u1 − u2, z1 − z2〉

По монотонности A, второй член ≥ 0. Следовательно, 〈x1 − x2, z1 − z2〉 ≥
‖z1 − z2‖2.

14.3 Синтетическая Регуляризация Моро-Иосиды

Регуляризация Моро-Иосиды позволяет аппроксимировать максималь-
ный монотонный оператор однозначным Липшицевым оператором.
Определение 7.3.1 (Аппроксимация Иосиды). Пусть A — максимальный

монотонный оператор. Для λ > 0, аппроксимация Иосиды Aλ : V → V ∗ опре-
деляется как:

Aλ(x) =
1

λ
(x− JA

λ (x))

Теорема 7.3.2 (Свойства Аппроксимации Иосиды). (Использует A1-A8).
Пусть A — максимально монотонный оператор.

1. Aλ определена на всем V (следует из Теоремы Минти, которую мы дока-
жем ниже).

2. Aλ(x) ∈ A(JA
λ (x)). (Аппроксимация является значением A в близкой точке).

3. Aλ является монотонным оператором.
4. Aλ является 1

λ -Липшицевым.
Доказательство.

1. Следует из сюръективности I + λA (Теорема Минти).
2. По определению z = JA

λ (x), мы имеем x ∈ z + λA(z). Следовательно, x−z
λ ∈

A(z). Это в точности Aλ(x) ∈ A(JA
λ (x)).

3. Монотонность.
Пусть ui = Aλ(xi). zi = J(xi). ui ∈ A(zi).
Мы хотим показать 〈u1 − u2, x1 − x2〉 ≥ 0.
xi = zi + λui.
x1 − x2 = (z1 − z2) + λ(u1 − u2).
〈u1 − u2, x1 − x2〉 = 〈u1 − u2, z1 − z2〉+ λ‖u1 − u2‖2.
Поскольку ui ∈ A(zi) и A монотонный, 〈u1 − u2, z1 − z2〉 ≥ 0.
Следовательно, 〈u1 − u2, x1 − x2〉 ≥ λ‖u1 − u2‖2 ≥ 0. (Более того, Aλ является
сильно монотонным).

4. Липшицевость. Оператор I −JA
λ является фирменно нерастягивающим

(это стандартное свойство, комплементарное к фирменной нерастягива-
емости JA

λ ). Следовательно, он 1-Липшицев. Aλ является масштабирова-
нием этого оператора на 1/λ, следовательно, он 1/λ-Липшицев.

14.4 Синтетическая Теорема Минти (Теорема C)

Теперь мы докажем фундаментальную теорему Минти.
Теорема 7.4.1 (Синтетическая Теорема Минти, Теорема C). (Использует

A1-A8).
Пусть V = Rn. Оператор A : V ⇒ V ∗ является максимально монотонным

тогда и только тогда, когда он монотонный и оператор I +λA является сюръ-
ективным для любого λ > 0.
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Доказательство.
Часть 1: Сюръективность =⇒ Максимальность. (Использует A3).

1. Пусть I +A сюръективен (λ = 1). Пусть (x0, u0) монотонно связан с G(A).
2. По сюръективности, существует z∗ такой, что x0 + u0 ∈ z∗ + A(z∗). Пусть

u∗ = x0 + u0 − z∗ ∈ A(z∗).
3. Используем монотонную связанность: 〈u0 − u∗, x0 − z∗〉 ≥ 0.
4. Подставляя u∗: 〈z∗ − x0, x0 − z∗〉 = −‖x0 − z∗‖2 ≥ 0.
5. По A3, x0 = z∗. Тогда u0 = u∗ ∈ A(x0). A максимален.
Часть 2: Максимальность =⇒ Сюръективность. (Использует A1-A8).
Это сложная часть доказательства. Мы должны показать, что для любого

x0 ∈ V уравнение x0 ∈ z + λA(z) имеет решение z. Мы используем подход, ос-
нованный на коэрцитивности и применении ТеоремыХартмана-Штампаккьи
(Теорема D).
1. Фиксируем λ > 0 и x0 ∈ V . Определим оператор B(z) = z + λA(z) − x0. Мы
ищем ноль оператора B. B также является максимально монотонным.

2. Лемма 7.4.2 (Коэрцитивность ММ Операторов в Rn). (Использует
A8). Если B максимальный монотонный в Rn, то он является коэрцитив-
ным. То есть, существует R > 0 такой, что для всех ‖z‖ > R и v ∈ B(z),
выполняется 〈v, z〉 > 0 (если 0 ∈ B(0)).

3. Рассмотрим замкнутый шар K = BR(0) достаточно большого радиуса R.
4. Мы хотим решить SV I(B,K). Поскольку K компактно и выпукло, по Тео-
реме D (Теорема 6.4.2, использует A8), существует решение z∗ ∈ K такое,
что:

∀y ∈ K. 〈B(z∗), y − z∗〉 ≥ 0

(Заметим, что B может быть многозначным, но Теорема D может быть
обобщена на ММ операторы, или мы можем использовать аппроксима-
цию Иосиды).

5. Использование Аппроксимации Иосиды.
Рассмотрим аппроксимацию Иосиды Bϵ для B. Bϵ является однозначным,
монотонным и Липшицевым (Теорема 7.3.2).
Решим SV I(Bϵ,K). По Теореме D, существует решение zϵ.
Используя коэрцитивность B (Лемма 7.4.2), можно показать, что после-
довательность {zϵ} ограничена при ε→ 0.
Используя компактность (A8), существует сходящаяся подпоследова-
тельность zϵ → z∗.
Используя свойства аппроксимации Иосиды и максимальность B, можно
показать, что 0 ∈ B(z∗).

6. Заключение.Доказательство сюръективности в конечномерном случае
опирается на топологические аргументы (компактность, теоремы о непо-
движной точке), которые обеспечиваются аксиомой A8 в нашем синтети-
ческом контексте. Следовательно, в принятом конечномерном компакт-
ностном пакете переносится не классическая теорема целиком, а имен-
но её конструктивное ядро: регуляризация, компактное отсечение, пре-
дельный переход по замкнутому графу и максимальная монотонность.

14.5 Проксимальные Алгоритмы

Теорема Минти гарантирует, что резольвента ММ оператора определена
всюду. Это позволяет определить Алгоритм Проксимальной Точки (PPA).
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Задача: Найти x∗ такой, что 0 ∈ A(x∗).
Алгоритм (PPA):

xk+1 = JA
λk
(xk) = (I + λkA)

−1(xk)

Теорема 7.5.1 (Сходимость PPA в СВА). (Использует A1-A8).
Пусть A — максимальный монотонный оператор. Если множество нулей

A−1(0) непусто, и λk = λ > 0, то последовательность {xk}, генерируемая PPA,
сходится к некоторому нулю x∗ ∈ A−1(0).
Доказательство.
Доказательство основано на фирменной нерастягиваемости резольвенты

(Лемма 7.2.2) и Фейеровской монотонности последовательности {xk} относи-
тельно множества нулей A−1(0).
1. Пусть x∗ ∈ A−1(0). x∗ является неподвижной точкой JA

λ .
2. Используя фирменную нерастягиваемость, мы получаем (Лемма Фейе-
ра):

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ ‖xk − x∗‖2 − ‖xk − xk+1‖2

3. Это показывает, что {xk} ограничена и ‖xk − xk+1‖ → 0.
4. Используя компактность (A8) и замкнутость графа A (максимальность),
показывается, что предельные точки являются нулями A.

5. Используя конструктивную Лемму Опиала (верную в Rn по A8), доказы-
вается сходимость всей последовательности.



Часть V

Равновесия, Динамика и
Перспективы
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Глава 15

Синтетические Равновесия и Теория Игр
В этой главе мы расширяем СВА на теорию равновесий, включая зада-

чи минимакса (седловые точки) и равновесия Нэша. Мы покажем, как ва-
риационные неравенства и теоремы о неподвижной точке в синтетическом
контексте обеспечивают существование этих равновесий.

15.1 Задачи Равновесия (EP) и Лемма Ки Фана

Пусть K ⊂ V — непустое, замкнутое, выпуклое множество. Пусть Φ : K ×
K → R — бифункция.
Определение 8.1.1 (Задача Равновесия, EP). Найти x∗ ∈ K такой, что

∀y ∈ K.Φ(x∗, y) ≥P 0. (Предполагается Φ(x, x) = 0).
Фундаментальным результатом для существования решений EP является

Лемма Ки Фана.
Теорема 8.1.2 (Синтетическая Лемма Ки Фана). (Использует A1, A3, A8).
Пусть K ⊂ Rn — непустое, синтетически компактное, выпуклое множе-

ство. Пусть Ψ : K ×K → R — бифункция такая, что:
1. ∀x.Ψ(x, x) ≤ 0.
2. ∀x. Функция y 7→ Ψ(x, y) является квазивыпуклой.
3. ∀y. Функция x 7→ Ψ(x, y) является полунепрерывной сверху (USC). (Авто-
матически по A1).
Тогда существует точка равновесия x∗ ∈ K такая, что ∀y ∈ K.Ψ(x∗, y) ≤ 0.
Доказательство (Эскиз Интернализации).
Доказательство основано на применении Синтетической Теоремы

Брауэра (Теорема 6.4.1) через принцип ККМ (Кнастера-Куратовского-
Мазуркевича).
1. Определим множества F (y) = {x ∈ K | Ψ(x, y) ≤ 0}. Они замкнуты (по A1).
2. Мы хотим показать, что

∩
y∈K F (y) 6= ∅.

3. Используем свойство конечного пересечения (FIP) для компактных мно-
жеств K (A8).

4. Доказательство того, что FIP выполняется, использует Теорему Брауэра
на симплексе и свойство квазивыпуклости. Этот классический аргумент
конструктивен и интернализуется в топосе благодаря A8.

15.2 Теоремы о Минимаксе и Седловые Точки

Рассмотрим задачу минимакса для функции L : X ×Y → R, где X ⊂ Rn, Y ⊂
Rm.
Определение 8.2.1 (Седловая Точка). Точка (x∗, y∗) ∈ X × Y называется

седловой точкой, если:

∀x ∈ X, y ∈ Y. L(x∗, y) ≤ L(x∗, y∗) ≤ L(x, y∗)

Докажем синтетическую версию Теоремы Сиона о минимаксе для
выпукло-вогнутых функций.
Теорема 8.2.2 (Синтетическая Теорема Сиона). (Использует A1-A8).
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Пусть X,Y — непустые, синтетически компактные, выпуклые множества.
Пусть L : X × Y → R — выпукло-вогнутая функция (x 7→ L(x, y) выпукла, y 7→
L(x, y) вогнута).
Тогда равенство минимакса выполняется, и множество седловых точек

непусто.
Доказательство.
Мы применим Синтетическую Лемму Ки Фана (Теорема 8.1.2).

1. Пусть K = X × Y . K компактно и выпукло.
2. Определим бифункцию Сиона Ψ : K ×K → R. Пусть z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2).

Ψ(z1, z2) = L(x2, y1)− L(x1, y2)

3. Проверим условия Леммы Ки Фана.
• Ψ(z, z) = 0.
• USC по z1: выполняется по A1 (непрерывность L).
• Квазивыпуклость по z2: z2 7→ L(x2, y1)− L(x1, y2).
L выпукла по x2. −L выпукла по y2. Ψ является суммой выпуклых функ-
ций по z2 = (x2, y2), следовательно, выпукла (и квазивыпукла).

4. По Лемме Ки Фана, существует z∗ = (x∗, y∗) ∈ K такой, что ∀z = (x, y) ∈
K.Ψ(z∗, z) ≤ 0.

5. Раскроем определение Ψ:

L(x, y∗)− L(x∗, y) ≤ 0 =⇒ L(x, y∗) ≤ L(x∗, y)

6. Это неравенство эквивалентно тому, что (x∗, y∗) является седловой точ-
кой.
Возьмем x = x∗: L(x∗, y∗) ≤ L(x∗, y).
Возьмем y = y∗: L(x, y∗) ≤ L(x∗, y∗).

15.3 Равновесие Нэша в Синтетических Играх

Теорема 8.3.1 (Синтетическая Теорема Нэша). (Использует A1-A8).
Рассмотрим игру N игроков. Если пространства стратегий Xi компактны

и выпуклы в Rni, и функции выигрыша ui(x) непрерывны (A1) и квазивогнуты
по своему аргументу xi, то существует равновесие Нэша в чистых стратеги-
ях.
Доказательство (Эскиз).
Доказательство основано на применении Синтетической Теоремы Каку-

тани о неподвижной точке (которая является следствием A8 для многознач-
ных отображений в Rn) к отображению наилучшего ответа B(x). Условия тео-
ремы (компактность и выпуклость Xi, квазивогнутость ui) гарантируют, что
B(x) имеет непустые выпуклые значения и замкнутый граф, что позволяет
применить Теорему Какутани.



Глава 16

Динамика Оптимизации: Градиентные По-
токи и Принцип ЛаСалля
В этой главе мы исследуем динамические системы, связанные с выпуклой

оптимизацией, в рамках СДГ. Мы разработаем синтетическую версию Прин-
ципа Инвариантности ЛаСалля и применим её для строгого доказательства
сходимости градиентных потоков.

16.1 Синтетические Градиентные Потоки

Пусть f : V → R — выпуклая функция.
Определение 9.1.1 (Градиентный Поток). Градиентный поток функции f

— это динамическая система, описываемая синтетическим обыкновенным
дифференциальным уравнением (SODE):

ẋ(t) = −∇f(x(t))

Благодаря Принципу Интегрирования (A4) и гладкости f (A1), для любого
начального условия x(0) = x0 существует единственное решение x(t) (при
условии Липшицевости ∇f).

16.1.1 Энергетическое Неравенство и Функция Ляпунова

Теорема 9.1.2 (Энергетическое Неравенство). (Использует A1, A3).
Функция энергии E(t) = f(x(t)) не возрастает вдоль траекторий.

dE

dt
(t) = −|∇f(x(t))|2 ≤ 0

Доказательство.
По правилу цепочки (A1): dE

dt = 〈∇f(x(t)), ẋ(t)〉 = 〈∇f(x(t)),−∇f(x(t))〉 =
−‖∇f(x(t))‖2 ≤ 0 (по A3).

16.2 Синтетический Принцип Инвариантности ЛаСалля

Принцип ЛаСалля является ключевым инструментом для анализа асимп-
тотической устойчивости, когда функция Ляпунова не является строго убы-
вающей.
Определение 9.2.1 (Инвариантное Множество). Множество M назы-

вается инвариантным, если траектория, начинающаяся в M , остается в M .
Определение 9.2.2 (ω-Предельное Множество). ω(x0) — множество

предельных точек траектории x(t) при t→ ∞.
Теорема 9.2.3 (Свойства ω-Предельных Множеств). (Использует A8).
Если траектория x(t) ограничена, то ω(x0) непусто, компактно и инвари-

антно.
Теорема 9.2.4 (Синтетический Принцип Инвариантности ЛаСалля). (Ис-

пользует A1-A8).
Пусть V : Rn → R — функция Ляпунова для системы ẋ = F (x), т.е. V̇ (x) ≤ 0.
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Пусть E = {x ∈ Rn | V̇ (x) = 0}.
Пусть M — наибольшее инвариантное множество, содержащееся в E.
Если траектория x(t) ограничена, то она сходится к M при t → ∞. (Т.е.

ω(x0) ⊂M).
Доказательство (Интернализация).

1. Пусть x(t) ограничена. По Теореме 9.2.3 (A8), ω(x0) непусто, компактно и
инвариантно.

2. Функция Ляпунова V (x(t)) убывает и ограничена снизу. Следовательно,
существует предел c = limt→∞ V (x(t)).

3. По непрерывности V (A1), V (y) = c для всех y ∈ ω(x0).
4. Поскольку ω(x0) инвариантно, для любой точки y ∈ ω(x0), траектория φt(y),
начинающаяся в y, остается в ω(x0).

5. V постоянно вдоль этой траектории: V (φt(y)) = c.
6. Следовательно, производная V вдоль этой траектории равна нулю:

V̇ (φt(y)) = 0.
7. В частности, при t = 0, V̇ (y) = 0. Следовательно, y ∈ E.
8. Мы показали, что ω(x0) является инвариантным множеством, содержа-
щимся в E.

9. По определению M как наибольшего такого множества, ω(x0) ⊂M .

16.3 Сходимость Градиентного Потока

Теперь мы применимПринцип ЛаСалля к градиентному потоку выпуклой
функции.
Теорема 9.3.1 (Сходимость Градиентного Потока для Выпуклых Функций).

(Использует A1-A8).
Пусть f : Rn → R — выпуклая функция. Предположим, что множество

минимумов S = argmin(f) непусто. Если траектория x(t) градиентного потока
ẋ = −∇f(x) ограничена (например, если f коэрцитивна), то она сходится к
некоторой точке x∗ ∈ S.

Доказательство.
1. Функция Ляпунова. Используем V (x) = f(x). V̇ (x) = −‖∇f(x)‖2 ≤ 0.
2. Траектория x(t) ограничена по условию.
3. Применение Принципа ЛаСалля (Теорема 9.2.4).

E = {x | V̇ (x) = 0} = {x | ∇f(x) = 0}.
4. Поскольку f выпукла, E = S = argmin(f) (Теорема A).
5. Определим M как наибольшее инвариантное множество в E. Поскольку

E состоит из неподвижных точек потока (ẋ = 0 на E), M = E = S.
6. Заключение. Траектория x(t) сходится к множеству минимумов S.
7. Сходимость к точке. Мы доказали, что ω(x0) ⊂ S. Для доказательства
сходимости к конкретной точке x∗ ∈ S требуется дополнительный аргу-
мент (аналог Леммы Опиала).

8. Пусть x∗ ∈ S. Рассмотрим вспомогательный функционал ЛяпуноваW (x) =
1
2‖x− x∗‖2.

Ẇ (t) = 〈x(t)− x∗, ẋ(t)〉 = −〈x(t)− x∗,∇f(x(t))〉

9. Поскольку x∗ ∈ S, ∇f(x∗) = 0.

Ẇ (t) = −〈x(t)− x∗,∇f(x(t))−∇f(x∗)〉
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10. По монотонности градиента выпуклой функции (Теорема A), скалярное
произведение неотрицательно. Следовательно, Ẇ (t) ≤ 0.

11. Расстояние до любого минимума ‖x(t)− x∗‖ убывает.
12. Используя этот факт и то, что ω(x0) непусто и состоит из минимумов, мож-

но строго доказать (используя свойства метрических пространствRn, A8),
что существует единственный предел limt→∞ x(t) ∈ S.



Глава 17

Перспективы: Негладкий Анализ и За его
Пределами
В данной монографии мы разработали фундамент СВА как теории глад-

кой конструктивной оптимизации. Теорема о Тривиализации (4.6.4) показа-
ла, что стандартное определение субдифференциала сводится к градиенту
из-за аксиомы Кока-Ловера (A1). В этой заключительной главе мы обсудим
ограничения текущего подхода и наметим пути развития Негладкого Син-
тетического вариационного анализа (НСВА).

17.1 Источники Негладкости в СВА

Несмотря на внутреннюю гладкость, негладкие структуры возникают в
СВА:
1. Функции со значениями в R (Индикаторные Функции).
Индикаторная функция выпуклого множестваK, δK(x) (0 наK,+∞ внеK),
принимает значения в R. Её субдифференциал ∂SδK(x) является нормаль-
ным конусом NK(x) и является многозначным. Теорема о Тривиализации
к ней не применима.

2. Многозначные Операторы. Теория максимальных монотонных опе-
раторов (Глава 7) естественным образом имеет дело с многозначными
(негладкими) объектами.

17.2 Подход через Внутреннюю Топологию: Локали Пенона

Для развития истинно негладкого анализа, способного различать функ-
ции типа |x|, необходимо использовать более тонкие топологические струк-
туры топоса.
Жак Пенон [Penon, 1981] ввел внутреннюю топологию в гладких топосах

(топология Пенона), которая позволяет определить геометрические поня-
тия касательных и нормальных конусов, близкие к классическому неглад-
кому анализу Кларка [Clarke, 1983].
Определение 10.2.1 (Геометрический Субдифференциал Пенона, ∂Gf).
Определяется через нормальный конус Пенона к эпиграфу epi(f).
Гипотеза 10.2.2 (Теорема о Соответствии для Негладкого Анали-

за). В хорошо адаптированных моделях СДГ (A8), внутренний геометри-
ческий субдифференциал ∂Gf соответствует (при внешней интерпретации)
классическому обобщенному субдифференциалу Кларка.
Развитие этого направления требует глубокого погружения в теорию ло-

калей и внутреннюю топологию гладких топосов.

17.3 Заключение и Будущие Направления

Синтетический вариационный анализ предоставляет новый мощный
язык и набор инструментов для исследования оптимизации, объединяя
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геометрическую интуицию, логическую строгость и вычислительную про-
зрачность. В данной монографии мы заложили его фундамент, строго
доказав ключевые теоремы (A-D) в конструктивном фреймворке гладких
топосов.
Основные достижения включают строгое обоснование инфинитезималь-

ной выпуклости, разработку конструктивной теории двойственности без Тео-
ремы Хана-Банаха с использованием sri-SQC, и развитие синтетической тео-
рии монотонных операторов и динамических систем.
Будущие направления исследований включают:

1. Развитие Негладкого СВА с использованием топологии Пенона.
2. Расширение СВА на бесконечномерные пространства (Синтетические
Банаховы и Гильбертовы пространства).

3. Детальный анализ ускоренных методов оптимизации через призму син-
тетической гамильтоновой механики.

4. Применение СВА к задачам стохастической оптимизации и машинного
обучения, используя синтетическую теорию вероятностей.
СВА открывает новую главу в истории вариационного анализа, предлагая

унифицированный фундамент для понимания глубоких связей между гео-
метрией, логикой и вычислениями в оптимизации.



Глава A

Аксиоматический справочник и карта зави-
симостей
В этом приложении приведен краткий справочник по используемым акси-

омам (A1-A8) и визуализация их взаимосвязей в доказательствах ключевых
результатов.

A.1 Справочник Аксиом (A1-A8)

• A1 (Кок-Ловер, K-L): Алгебраическое определение производной через
D. Влечет внутреннюю гладкость (C∞).

• A2 (Микролинейность, ML): Обобщение K-L для высших порядков. Га-
рантирует существование Гессиана и формулу Тейлора.

• A3 (Структуры Позитивности, P,P>0): Конструктивный порядок
(нестрогий и строгий). Основа для всех неравенств.

• A4 (Принцип Интегрирования, PI): Существование первообразных.
Основа Фундаментальной Теоремы Анализа.

• A5 (Совместимость Порядка и Интегрирования, O-Int): Монотон-
ность интеграла.

• A6 (Достаточность Первого Порядка, Suff-D):ИнфинитезималиD до-
статочны для определения линейных форм. Гарантирует единственность
градиента.

• A7 (Достаточность Второго Порядка, Suff-D2): Инфинитезимали D2

достаточны для определения PSD билинейных форм. Ключ к Теореме A.
• A8 (Хорошая Адаптированность, WA): Топос совместим с классиче-
скими многообразиями. Обеспечивает топологические свойства: ком-
пактность (Гейне-Борель), Теоремы Вейерштрасса, Брауэра, полноту Rn.

A.2 A.2. Таблица Использования Аксиом

Результат A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8
Глава 2: Основы
Лемма 2.7.2 (Сокр. на D) X X
Лемма 2.7.3 (Монотонность) X X X X X
Глава 3: Теорема A
Лемма 3.3.2 (Cvx =⇒ PSD) X X X X
Лемма 3.3.3 (PSD =⇒ Mon) X X X X X X
Лемма 3.3.4 (Mon =⇒ FO) X X X X X
Теорема 3.5.1 (Соответствие) X X X X X
Глава 4: Двойственность I
Лемма 4.4.1 (Проекция) X X X
Лемма 4.4.2 (Отделимость) X X X
Теорема 4.5.1 (Фенхель-Моро) X X X
Теорема 4.6.4 (Тривиализация) X X X
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Результат A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8
Глава 5: Теорема B
Теорема 5.4.4 (LSC ψ) X X X
Теорема B (Сильная Дв.) X X X X
Глава 6: Теорема D
Лемма 6.2.2 (Хар-ка Проекции) X X
Теорема D (Хартман-Шт.) X X X
Теорема 6.5.2 (Сильн. Мон.) X X X
Глава 7: Теорема C
Теорема 7.3.2 (Моро-Иосида) X X X X
Теорема C (Минти) X X X X
Теорема 7.5.1 (Сход. PPA) X X X X
Глава 8-9: Расширения
Теорема 8.2.2 (Сион) X X X
Теорема 9.2.4 (ЛаСалль) X X X X



Глава B

Глоссарий терминов и обозначений

B.1 Обозначения

• E: Гладкий топос.
• R: Синтетическая прямая.
• D,Dk: Инфинитезимальные объекты порядка 1 и k.
• P (R≥0), P>0 (R>0): Конусы порядка (Аксиома A3).
• R: Пополнение Дедекинда-Мака-Нейла для R (локаль).
• V,W : Конечномерные векторные пространства (Rn, Rm).
• ∇f(x),Hf (x): Синтетический градиент и Гессиан.
• f∗: Синтетическое сопряжение Лежандра-Фенхеля.
• ∂Sf(x): Синтетический субдифференциал.
• LSC: Полунепрерывность снизу.
• sri: Строгая относительная внутренность.
• SVI: Синтетическое Вариационное Неравенство.
• PK(z): Проекция на множество K.
• JA

λ : Резольвента монотонного оператора A.
• proxλf : Проксимальный оператор функции f .

B.2 Таблица соответствий: классика и синтетика

Классический
Анализ (ZFC,
R)

Синтетический
вариационный
анализ (топос E, R) Комментарии

Функция
f : Rn → R

Морфизм f : Rn → R В СВА все морфизмы
автоматически C∞ (по A1).

Производная
(предел ε− δ)

Синтетическая
производная
(алгебраическая)

Определяется через аксиому
Кока-Ловера (A1).

Полнота по
Дедекинду (R)

Отсутствие полноты
R

Используется пополнение
локалем R.

Логика Классическая (ZFC,
LEM, AC)

Интуиционистская (LEM и AC не
выполняются).

Теорема
Хана-Банаха
(HBT)

Не выполняется Заменяется конструктивной
отделимостью в Rn (Лемма 4.4.2).

Субдифференциал
(выпуклый)

Синтетический
субдифференциал
∂Sf

Для конечнозначных функций
∂Sf(x) = {∇f(x)} (Теорема 4.6.4).

Условия
Квалификации
(interior, ri)

Строгая
относительная
внутренность
(sri-SQC)

Конструктивное понятие,
эквивалентное ri в Rn (по A8).
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Классический
Анализ (ZFC,
R)

Синтетический
вариационный
анализ (топос E, R) Комментарии

Компактность
(топологиче-
ская)

Синтетическая
компактность
(локали)

Гейне-Борель выполняется в Rn

(по A8).

Теорема Брауэра Синтетическая
Теорема Брауэра

Выполняется в хорошо
адаптированных моделях (A8).



Заключительный доказательный аудит
В окончательной форме монография отделяет три уровня утверждений.

Первый уровень состоит из алгебраических и инфинитезимальных фактов,
выводимых непосредственно из KL, микролинейности и порядка. Второй уро-
вень состоит из конечномерных вариационных результатов, где дополни-
тельно используются отделимость, проекции и компактность. Третий уро-
вень состоит из расширений - негладкой локальной теории, бесконечномер-
ных пространств, многозначной динамики и теории игр, - где сформулирова-
ны точные условия, но не утверждается безусловный перенос классической
ZFC-теории.
Наиболее существенные исправления по сравнению с наивным перено-

сом классической оптимизации таковы. Теорема Хана-Банаха не исполь-
зуется как скрытая аксиома; её конечномерная роль заменена конструк-
тивной строгой отделимостью. Теорема Минти не объявляется следствием
одной максимальной монотонности без компактностного и замкнутостно-
го слоя. Субдифференциал конечнозначной функции не сохраняет класси-
ческую негладкую сложность и потому честно редуцируется к градиенту.
Негладкий анализ перенесён в область расширенных значений, индикато-
ров, эпиграфических локалей и нормальных конусов. Именно это делает по-
строенную теорию пригодной для дальнейшей формализации.
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