
Равномерная устойчивость восстановления оператора
Штурма–Лиувилля на графе-звезде

Кузнецова Мария Андреевна1

Аннотация. В работе изучается задача восстановления оператора Штурма–Лиувилля
на графе-звезде по вектору Вейля. Она обобщает задачу восстановления классического
оператора Штурма–Лиувилля на отрезке по функции Вейля, и к ней сводятся задачи вос-
становления по другим спектральным данным. Единственность и конструктивный метод
решения исследуемой обратной задачи были получены ранее Юрко В.А. в случае дерева
(Inverse problems, 2005). Здесь мы докажем её равномерную устойчивость, включающую
в себя липшицевы оценки с константой, зависящей только от числа, ограничивающего
нормы потенциалов. Результаты устойчивости необходимы для обоснования корректно-
сти постановки задачи, и они являются важным шагом к разработке численных методов.
В качестве вспомогательных результатов мы получим равномерную устойчивость прямой
задачи, а также равномерную устойчивость частных производных ядер операторов пре-
образования классического оператора Штурма–Лиувилля.
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1 Введение
Работа посвящена обратной спектральной задаче для дифференциального оператора Штур-
ма–Лиувилля на графе. Дифференциальные операторы на графах активно изучаются в
связи с тем, что они имеют приложения к органической химии, теории фотонных кристал-
лов, теории волноводов и нанотехнологиям (см., например, [1–3]). Общая теория диф-
ференциальных операторов на графах, а также обширная библиография приводятся в
монографиях Покорного Ю.В. с соавторами [4], Берколайко Г. и Кучмента П. [5], Кура-
сова П. [6].

В начале XXI в. возникает значительный интерес к обратным спектральным задачам
для дифференциальных операторов на графах (см. [6–29]). Такие задачи заключаются
в восстановлении операторов по их спектральным характеристикам. Первые общие ре-
зультаты по обратным спектральным задачам на графах были получены для операторов
Штурма–Лиувилля на графах-деревьях. Конструктивный метод решения в этом случае
был впервые предложен Юрко В.А. [7]. Укажем также работы [8, 9], в которых была
доказана единственность решения обратных задач по большему числу спектральных ха-
рактеристик, чем в [7]. Позднее были изучены обратные задачи для дифференциальных
операторов на графах с циклами [6,10,12,13,28] и на некомпактных графах [10,15,16,26].
Заметим, что дифференциальный оператор на графе можно рассматривать как частный
случай матричного оператора (см. [30–32]), но для восстановления матричного оператора
требуется больше спектральных характеристик.

Здесь мы рассмотрим обратную задачу для оператора Штурма–Лиувилля на графе-
звезде: восстановить потенциал по N − 1 функциям Вейля, где N — число граничных
(висячих) вершин. Эта задача впервые была сформулирована в статье [7] в более общем
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случае дерева. Она обобщает обратную задачу для классического оператора Штурма–
Лиувилля на отрезке с одной функцией Вейля (см. [33]). К обратной задаче по N − 1
функции Вейля сводятся задачи восстановления по спектральным данным или по несколь-
ким спектрам (см. [10]). Кроме того, доказательство единственности в [9] сводится к дока-
зательству единственности по набору данных, включающему в себя функции Вейля из [7].

Приведём точную постановку исследуемой задачи. Пусть Γ — граф-звезда, состоя-
щий из N > 1 рёбер {ej}Nj=1 одинаковой длины π, имеющих одну общую внутреннюю
вершину. Уравнение Штурма–Лиувилля на Γ сводится к набору уравнений

−y′′j (xj) + qj(xj)yj(xj) = λyj(xj), xj ∈ (0, π), j = 1, N, (1.1)

со стандартными условиями склейки

y1(0) = yj(π), j = 2, N,

y′1(0) =
N∑
j=2

y′j(π),
(1.2)

где qj ∈ L2(0, π), j = 1, N. Потенциалом на графе назовём вектор-функцию q = [qj]
N
j=1

с нормой ∥q∥ = maxj=1,N ∥qj∥L2(0,π).

Вектор-функцию y = [yj]
N
j=1, компоненты которой удовлетворяют системе (1.1)–(1.2),

назовём решением этой системы. Введём решения Вейля Φk(x, λ) = [Φjk(x, λ)]Nj=1 с ин-
дексом k = 2, N при краевых условиях

Φ1k(π, λ) = 0, Φjk(0, λ) = δjk, j, k = 2, N, (1.3)

где δjk — символ Кронекера. Функциями Вейля называются функции

Mk(λ) = Φ′
kk(0, λ), k = 2, N.

Определим вектор Вейля M(λ) = [Mk(λ)]Nk=2. Сформулируем обратную задачу.

Обратная задача 1. По вектору Вейля M(λ) восстановить q.

Единственность и конструктивный метод решения обратной задачи 1 были получены
в [7]. Здесь мы докажем её равномерную устойчивость. Как правило, устойчивость обрат-
ных спектральных задач (см. [33–36]) включает липшицевы оценки вида ∥q − q̃∥ ≤ Cε,
где q и q̃ — коэффициенты двух различных операторов, а ε — расстояние между их
спектральными характеристиками в подходящей метрике. Устойчивость является равно-
мерной, если константа C в оценке одинакова для всех q и q̃, ограниченных по норме
фиксированным числом.

Устойчивость обратных задач для дифференциальных операторов Штурма–Лиувилля
на графах исследовалась в работах Мочицуки К. и Трушина И. [26], Бондаренко Н.П. [27,
28], Читоркина Е.Е. и Бондаренко Н.П. [29] В статье [26] были получены некоторые оценки
для задачи рассеяния на графе-лассо с циклом и бесконечным ребром, в которых, однако,
спектральные данные не участвуют явным образом. Равномерная устойчивость восста-
новления по характеристическим функциям была доказана в [27, 28] в случае графа с
циклом и в случае дерева с сингулярным потенциалом. В недавней работе [29] исследова-
лась устойчивость обратной задачи по спектральным данным (спектру и весовым числам)
для вещественнозначного потенциала на графе-звезде. Здесь мы докажем равномерную
устойчивость восстановления комплекснозначного потенциала по вектору Вейля. Этот ре-
зультат не следует из устойчивости обратных задач по характеристическим функциям и

2



спектральным данным, что связано с возможностью кратных собственных значений. С
другой стороны, устойчивость восстановления по характеристическим функциям легко
получить из устойчивости обратной задачи 1 (см. раздел 6).

Приведём основной результат. Нам понадобятся числа

ωj =
1

2

∫ π

0

qj(t) dt, j = 1, N.

Пусть q и q̃ — различные потенциалы на Γ. Условимся, что если символ α обозначает
объект, относящийся к первому потенциалу q, то символ α̃ обозначает аналогичный
объект, относящийся ко второму потенциалу q̃. Для краткости положим α̂ = α− α̃. Для
произвольного τ > 0 введём величину

∥M̂∥L2(R+iτ) := max
k=2,N

√√√√ ∫
R+iτ

∣∣M̂k(ρ2)
∣∣2 dρ.

Теорема 1 (устойчивость обратной задачи). Пусть задано R > 0 и

b = max

{
ln 4

2π
,
4R(

√
π +

√
2π + 24π2R exp(2π

3
2R))

N
√

8N + 3N−1 − 8

}
. (1.4)

Если q и q̃ — потенциалы на графе, удовлетворяющие условиям

ω̂j = 0, j = 1, N, (1.5)

∥q∥ < R, ∥q̃∥ < R, (1.6)

то
∥q̂∥ ≤ AR∥M̂∥L2(R+ib),

где постоянная AR > 0 зависит только от R.

Также мы докажем устойчивость прямой задачи: имеет место оценка ∥M̂∥L2(R+ib) через
∥q̂∥ (см. теорему 2). В частности, из неё следует, что величина ∥M̂∥L2(R+ib) в теореме 1
определена корректно.

В доказательстве теоремы 1 используется подход статьи [7], основанный на методе
спектральных отображений (см. [33]). Для его применения необходимо, чтобы параметр
b был достаточно большим, и все полюса функций Вейля лежали внутри контура ин-
тегрирования γ = (R + ib)2. В целях полноты формулировки мы приводим конкретную
зависимость b от R, чего не было в предыдущих работах. Чтобы получить формулу этой
зависимости, мы исследовали устойчивость частных производных ЯОП (ядер операторов
преобразования) классического оператора Штурма–Лиувилля (см. приложение).

Структура статьи следующая. В разделе 2 введены решения уравнений на отдельных
рёбрах и характеристические функции, а также доказаны оценки для них. Раздел 3 по-
свящён устойчивости прямой задачи. В разделе 4 применяется метод спектральных отоб-
ражений. В разделе 5 завершается доказательство теоремы 1. В разделе 6 определена
обратная задача восстановления по характеристическим функциям и получена её равно-
мерная устойчивость (см. теорему 4). В приложении доказана равномерная устойчивость
частных производных ЯОП относительно потенциала классического оператора Штурма–
Лиувилля (см. теорему 5).
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2 Обозначения. Вспомогательные объекты
Пусть Sj(x, λ) и Cj(x, λ) — решения j -го уравнения в (1.1), j = 1, N, удовлетворяющие
начальным условиям

Sj(0, λ) = C ′
j(0, λ) = 0, S ′

j(0, λ) = Cj(0, λ) = 1.

Введём ρ :=
√
λ таким образом, чтобы arg ρ ∈ [0, π). При этом всегда будет выполнено

τ := Im ρ ≥ 0. Здесь и далее будем обозначать через AR различные положительные
константы, зависящие от параметра R.

Лемма 1. При j = 1, N имеют место равенства

Sj(π, λ) =
sin ρπ

ρ
− ωj

cos ρπ

ρ2
+
κ1j(ρ)

ρ2
,

S ′
j(π, λ) = cos ρπ + ωj

sin ρπ

ρ
+
κ2j(ρ)

ρ
,

Cj(π, λ) = cos ρπ + ωj
sin ρπ

ρ
+
κ3j(ρ)

ρ
,

C ′
j(π, λ) = −ρ sin ρπ + ωj cos ρπ − κ4j(ρ),

(2.1)

где κsj(ρ) = o(eτπ), и при каждом фиксированном τ ≥ 0 справедливо κsj ∈ L2(R + iτ),
s = 1, 4. Кроме того, выполнены следующие утверждения.

1. Если ∥qj∥L2(0,π) ≤ R, то

|κsj(ρ)| ≤
√
πRBRe

τπ, BR :=

√
2

2
+ 12Rπ

3
2 exp(2π

3
2R),

∥κsj(ρ)∥L2(R+iτ) ≤ ARe
τπ.

(2.2)

2. Если ∥qj∥L2(0,π) ≤ R и ∥q̃j∥L2(0,π) ≤ R, то

|κ̂sj(ρ)| ≤ AR∥q̂j∥L2(0,π)e
τπ, ∥κ̂sj(ρ)∥L2(R+iτ) ≤ AR∥q̂j∥L2(0,π)e

τπ. (2.3)

3. Если qj ∈ C(2)[0, π], то

κsj(ρ) =


(qj(π) + qj(0)

4
+

(−1)sω2
j

2

)sin ρπ

ρ
+O

(eτπ
ρ2

)
, s = 1, 4,(

(−1)s
qj(0) − qj(π)

4
−
ω2
j

2

)cos ρπ

ρ
+O

(eτπ
ρ2

)
, s = 2, 3.

(2.4)

Доказательство. Пусть s = 1 для определённости, остальные случаи рассматриваются
аналогично. Применим результаты приложения с q = qj : из (6.4) следует (2.1), где

κ1j(ρ) =

∫ π

0

Ṗ (π, t) cos ρt dt. (2.5)

По лемме Римана–Лебега κ1j(ρ) = o(eτπ). Применим теорему 5, положив q̃ = 0, и полу-
чим ∥Ṗ (π, ·)∥L2(0,π) ≤ BRR. Оценивая правую часть (2.5) с помощью неравенства Коши–
Буняковского, приходим к первой оценке в (2.2). Вторая оценка в (2.2) получается, ес-
ли (2.5) представить в виде линейной комбинации преобразований Фурье. Оценки (2.3)
доказываются аналогично (2.2), если в теореме 5 положить q̃ = q̃j.
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В случае qj ∈ C(2)[0, π] заметим, что Ṗ (π, t) ∈ C(2)[0, π] (см. [33,37]). Проинтегрировав
по частям в (2.5) два раза, получим

κ1j(ρ) = Ṗ (π, π)
sin ρπ

ρ
+O

(eτπ
ρ2

)
.

С учётом формул утверждения 3 это даёт (2.4).

Рассмотрим представления Φjk(x, λ) = αjk(λ)Sj(x, λ) + βjk(λ)Cj(x, λ) при j = 1, N
и k = 2, N. Подставляя их в условия (1.2) и (1.3), при каждом k придём к системе
линейных уравнений относительно {αjk, βjk}Nj=1, из которой следуют формулы

Mk(λ) = αkk(λ) = −∆k(λ)

∆(λ)
, k = 2, N, (2.6)

где

∆(λ) = C1(π, λ)
N∏
l=2

Sl(π, λ) +
N∑
j=2

S ′
j(π, λ)

∏
l ̸=j

Sl(π, λ),

∆k(λ) = Ck(π, λ)
(
C1(π, λ)

∏
l ̸=1,k

Sl(π, λ) +
∑
j ̸=1,k

S ′
j(π, λ)

∏
l ̸=j,k

Sl(π, λ)
)

+ C ′
k(π, λ)

∏
l ̸=k

Sl(π, λ).

(2.7)

Функция ∆(λ) является характеристической функцией краевой задачи для (1.1),(1.2) с
условиями Дирихле

y1(π) = 0, yj(0) = 0, j = 2, N.

При k = 2, N функция ∆k(λ) является характеристической функцией краевой задачи
для (1.1),(1.2) с условиями Дирихле–Неймана

y1(π) = 0, yj(0) = 0, j = 2, N \ {k}, y′k(0) = 0.

Функции ∆(λ) и ∆k(λ) являются целыми по λ. В силу формулы (2.6) функция Mk(λ)
является мероморфной, а её полюса являются нулями функции ∆(λ).

Лемма 2. Пусть ∥q∥ ≤ R, и b определено в (1.4). Тогда при τ := Imρ ≥ b выпол-
нены неравенства

|Sj(π, λ)| ≥ 1

4

eτπ

|ρ|
, j = 1, N, (2.8)

|∆(λ)| ≥ N

4

(3

8

)N−1 eτNπ

|ρ|N−1
. (2.9)

Доказательство. 1. Из формул (2.1) и (2.2) следует, что

Sj(π, λ) =
sin ρπ

ρ
+
sj(ρ)

ρ2
, |sj(ρ)| ≤ eτπLR, LR := R

√
π
(1

2
+BR

)
. (2.10)

При τ ≥ ln 4/(2π) имеем e−2τπ ≤ 1
4
, и

| sin ρπ| ≥ 1

2
(eτπ − e−τπ) =

eτπ

2
(1 − e−2τπ) ≥ 3

8
eτπ.
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При τ ≥ 8LR получим

|ρSj(π, λ)| ≥ | sin ρπ| − |sj(ρ)|
|ρ|

≥ 3

8
eτπ − eτπLR

τ
≥ 1

4
eτπ,

и (2.8) доказано. Остаётся лишь заметить, что 8LR ≤ 8LR/(
N
√

8N + 3N−1 − 8) ≤ b.
2. При j = 1, N обозначим

ρSj(π, ρ) = sin ρπ + aj(ρ), S ′
j(π, ρ) = cos ρπ + bj(ρ), Cj(π, λ) = cos ρπ + cj(ρ). (2.11)

Из (2.10) ясно, что |aj(ρ)| ≤ eτπLR/τ. Такие же неравенства справедливы для |bj(ρ)| и
|cj(ρ)|. Подставляя (2.11) в (2.7), после промежуточных оценок получим

∣∣∣∆(λ) −N
cos ρπ sinN−1 ρπ

ρN−1

∣∣∣ ≤ N

|ρ|N−1

N∑
m=1

(
N

m

)(
LR

τ
eτπ
)m

(eτπ)N−m

=
N

|ρ|N−1
eτNπ

((
1 +

LR

τ

)N
− 1

)
.

(2.12)

Из предыдущего пункта следует, что при τ ≥ ln 4/(2π)∣∣∣N cos ρπ sinN−1 ρπ

ρN−1

∣∣∣ ≥ N

|ρ|N−1

3N

8N
eτNπ. (2.13)

Кроме того, при τ ≥ 8LR/(
N
√

8N + 3N−1 − 8) имеем(
1 +

LR

τ

)N
− 1 ≤ 3N−1

8N
. (2.14)

Применяя (2.12)–(2.14), придём к оценке (2.9) при τ ≥ b = max
{

ln 4
2π
, 8LR

N
√

8N+3N−1−8

}
:

|∆(λ)| ≥ N

|ρ|N−1

3N

8N
eτNπ − N

|ρ|N−1

((
1 +

LR

τ

)N
− 1

)
eτNπ

≥ 2

3

N

|ρ|N−1

3N

8N
eτNπ =

N

4|ρ|N−1

(3

8

)N−1

eτNπ.

3 Устойчивость прямой задачи
В данном разделе мы изучим зависимость вектора Вейля M(λ) от потенциала q и дока-
жем, что эта зависимость является липшицево непрерывной. Здесь и далее будем предпо-
лагать, что q и q̃ удовлетворяют условиям теоремы 1.

Теорема 2 (устойчивость прямой задачи). При условиях теоремы 1 выполняется
неравенство

∥M̂∥L2(R+ib) ≤ AR∥q̂∥.

В частности, отсюда следует, что величина ∥M̂∥L2(R+ib) конечна.
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Доказательство. 1. Пусть Im ρ = b. Из формул (2.1) и (2.2) следует, что при j = 1, N

|Sj(π, ρ
2)| ≤ AR

|ρ|
, |S ′

j(π, ρ
2)| ≤ AR,

|Cj(π, ρ
2)| ≤ AR, |C ′

j(π, ρ
2)| ≤ AR|ρ|.

(3.1)

Оценивая каждое слагаемое в формуле (2.7) для ∆k, легко получить

|ρN−2∆k(ρ2)| ≤ AR, k = 2, N. (3.2)

Заметим, что все оценки данного пункта справедливы и для объектов, относящихся к q̃.
2. Применяя формулы (2.1) и (2.3), в силу (1.5) при j = 1, N имеем

∥ρ2Ŝj(π, ρ
2)∥L2(R+ib) ≤ AR∥q̂∥, ∥ρŜ ′

j(π, ρ
2)∥L2(R+ib) ≤ AR∥q̂∥,

∥ρĈj(π, ρ
2)∥L2(R+ib) ≤ AR∥q̂∥, ∥Ĉ ′

j(π, ρ
2)∥L2(R+ib) ≤ AR∥q̂∥.

(3.3)

Применяя (2.7) и (3.1), получим

|∆̂(ρ2)| ≤ AR

|ρ|N−1
|Ĉ1(π, ρ

2)| +
AR

|ρ|N−2

N∑
j=2

|Ŝj(π, ρ
2)| +

AR

|ρ|N−1

N∑
j=2

|Ŝ ′
j(π, ρ

2)|

В силу (3.3) отсюда следует

∥ρN∆̂(ρ2)∥L2(R+ib) ≤ AR∥q̂∥.

Аналогично
∥ρN−1∆̂k(ρ2)∥L2(R+ib) ≤ AR∥q̂∥, k = 2, N.

3. По формуле (2.6)

∣∣M̂k(ρ2)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∆̂k(ρ2)

∆(ρ2)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∆k(ρ2)∆̂(ρ2)

∆(ρ2)∆̃(ρ2)

∣∣∣∣∣
(2.9)
≤ AR

∣∣ρN−1∆̂k(ρ2)
∣∣+ AR

∣∣ρN−2∆k(ρ2)
∣∣∣∣ρN∆̂(ρ2)

∣∣.
Учитывая неравенства, полученные в пунктах 1 и 2, приходим к оценкам∥∥M̂k(ρ2)

∥∥
L2(R+ib)

≤ AR∥q̂∥, k = 2, N,

что эквивалентно утверждению теоремы.

Заметим, что оценка, полученная в теореме 2, противоположна к оценке теоремы 1,
которую мы хотим доказать. В дальнейшем доказательстве мы применим результат тео-
ремы 2. Также нам понадобится следующая лемма.

Лемма 3. Введём класс потенциалов на Γ

C
(2)
0 (Γ) :=

{
q = [qj]

N
j=1 : qj ∈ C(2)[0, π], qj(0) = qj(π) = 0, j = 1, N

}
.

Пусть потенциалы q, q̃ ∈ C
(2)
0 (Γ) удовлетворяют условиям (1.5) и (1.6). Тогда

M̂k(ρ2) = O

(
1

ρ2

)
, ρ ∈ R + ib, k = 2, N.

Доказательство леммы проводится по той же схеме, что и доказательство теоремы 2,
но вместо формул (2.3) нужно использовать формулы (2.4).

7



4 Вспомогательные обратные задачи
В данном разделе k = 2, N. Рассмотрим обратную задачу на ребре ek.

Обратная задача 2. По Mk(λ) восстановить qk.

Однозначная разрешимость данной задачи доказана в [7], где она является вспомо-
гательным шагом в процессе восстановления потенциала на всём графе. Мы докажем
равномерную устойчивость обратной задачи 2 (см. оценки (4.10)).

При x ∈ (0, π) и λ, µ ∈ C введём величины

D̃k(x, λ, µ) =

∫ x

0

S̃k(t, λ)S̃k(t, µ) dt =
⟨S̃k(x, λ), S̃k(x, µ)⟩

λ− µ
,

где ⟨ϕ, ψ⟩ := ϕψ′ − ϕ′ψ — определитель Вронского. Действуя аналогично доказательству
леммы 1.6.2 из [33], можно получить, что

|Dk(x, ρ2, θ2)| ≤ ARe
(Im ρ+Im θ)π

|ρ||θ|(|ρ− θ| + 1)
, Im ρ, Im θ ≥ b. (4.1)

Обозначим

γ = {ρ2 : ρ ∈ R + ib}, γm =

{
ρ2 : ρ ∈ R + ib, |ρ| < m+

1

4

}
, m ∈ N.

Легко заметить, что γ является параболой: γ = {x+ iy : x = y2

4b2
− b2}. При вычислении

криволинейных интегралов будем считать, что γ и γm обходятся против часовой стрелки
(см. рисунок 1). При этом int γ = {ρ2 : Im ρ ∈ [0, b)}.

int γ

λ = x+ iy

x

y

γ x

y

γm

λ = x+ iy

Рис. 1: Контуры γ и γm

В силу (2.6) и (2.9) все полюса функции Mk(λ) лежат внутри γ. Применяя метод
спектральных отображений аналогично выкладкам в [33, §1.6.1], при каждом фиксиро-
ванном x ∈ (0, π) получим основное уравнение обратной задачи 2:

S̃k(x, λ) = Sk(x, λ) − 1

2πi

∫
γ

D̃k(x, λ, µ)M̂k(µ)Sk(x, µ) dµ. (4.2)

Уравнения подобного вида являются ключевыми при доказательстве единственности ре-
шения обратных спектральных задач (см. [33]). Используем (4.2), чтобы получить форму-
лу, связывающую компоненты q̂k и M̂k.
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Теорема 3. При п.в. x ∈ (0, π) справедлива формула

q̂k(x) =
1

πi
l.i.m.
m→∞

∫
γm

(S̃k(x, µ)Sk(x, µ))′M̂k(µ) dµ. (4.3)

Доказательство. I. Предположим сначала, что q, q̃ ∈ C
(2)
0 (Γ). По лемме 3 M̂k(ρ2) ∈ L(γ).

Дифференцируя по x дважды в обеих частях (4.2) (выкладки производятся аналогич-
но [33, лемма 1.6.5], но вместо рядов нужно дифференцировать интегралы), приходим к
формуле

q̂k(x) =
1

πi

∫
γ

(S̃k(x, µ)Sk(x, µ))′M̂k(µ) dµ, x ∈ (0, π).

При этом дифференцирование под знаками интегралов законно: в силу (3.1), (4.1) и свой-
ства M̂k(ρ2) ∈ L(γ) полученные после дифференцирования интегралы сходятся абсолют-
но и равномерно по x (см. [38, §7.1.5]).

II. Рассмотрим общий случай потенциалов q и q̃ с компонентами из L2(0, π). Пусть
{pn}∞n=1 — последовательность потенциалов pn =: [pnj (x)]Nj=1, удовлетворяющая условиям

pn ∈ C
(2)
0 (Γ), ∥pn − q∥ → 0, n→ ∞. (4.4)

В качестве компонент членов последовательности можно взять частичные суммы рядов
Фурье по системе синусов:

pnj (x) =
n∑

m=1

βm
j sinmx, βm

j :=
2

π

∫ π

0

sinmt qj(t) dt, j = 1, N, (4.5)

и условия (4.4) будут выполняться. Пусть {p̃n}∞n=1 — последовательность, построенная
таким же образом для q̃. Можно сразу считать, что

vnj :=

∫ π

0

(
pnj (x) − p̃nj (x)

)
dx = 0, j = 1, N, n ≥ 1.

Иначе вместо (4.5) возьмём

pnj (x) =
n∑

m=1

βm
j sinmx−

vnj
2

sin x, j = 1, N.

В силу (1.5) и (4.4) имеем {vnj }∞n=1 → 0, и условие ∥pn − q∥ → 0 не нарушается.
Пусть n ≥ 1 и Mn = [Mn

s (λ)]Ns=2 — вектор Вейля задачи (1.1)–(1.2) с потенциалом pn.
Введём решение задачи Коши

−(φn
k)′′ + pnk(x)φn

k = λφn
k , x ∈ (0, π), φn

k(0) = 0, (φn
k)′(0) = 1.

Также определим аналогичные объекты для потенциала p̃n. В силу (1.6), а также свойств
∥pn − q∥ → 0 и ∥p̃n − q̃∥ → 0, при достаточно больших n > K выполнены условия
∥pn∥ < R и ∥p̃n∥ < R. Тогда при n > K потенциалы q = pn и q̃ = p̃n удовлетворяют
условиям теоремы 1 и принадлежат классу C

(2)
0 (Γ). Так как φn

k(x, λ) является анало-
гом компоненты решения Sk(x, λ) для потенциала pn, а φ̃n

k(x, λ) является аналогом
компоненты решения S̃k(x, λ) для потенциала p̃n, справедлива формула

p̂nk(x) =
1

πi

∫
γ

(φ̃n
k(x, µ)φn

k(x, µ))′M̂n
k (µ) dµ, n > K, (4.6)

9



доказанная в пункте I. При n→ ∞ левая часть формулы стремится к q̂k(x) в L2 -норме.
Докажем, что правая часть формулы стремится к правой части (4.3) в той же норме.

III. Обозначим правую часть формулы (4.3) через

I(Sk, S̃k, M̂k; x) :=
1

πi
l.i.m.
m→∞

∫
γm

(S̃k(x, µ)Sk(x, µ))′M̂k(µ) dµ.

Из леммы 1 следует, что при x ∈ [0, π]

ρ
(
Sk(x, ρ2)S̃k(x, ρ2)

)′
= sin 2ρx+ κk(x, ρ), ∥κk(x, ·)∥L2(R+ib) ≤ AR.

Используя это представление, после замены переменной интегрирования µ = ρ2 имеем

I(Sk, S̃k, M̂k; x) =
2

πi
l.i.m.
m→∞

∫ m+ib

−m+ib

sin 2ρxM̂k(ρ2) dρ+
2

πi

∫
R+ib

κk(x, ρ)M̂k(ρ2) dρ. (4.7)

При этом первое слагаемое корректно задаёт L2 -функцию от x как линейная комбинация
преобразований Фурье L2 -функций:

l.i.m.
m→∞

∫ m+ib

−m+ib

sin 2ρxM̂k(ρ2) dρ = l.i.m.
m→∞

∫ m

−m

e2izxe−2bx − e−2izxe2bx

2i
M̂k((z + ib)2) dz

=
e−2bx

2i
l.i.m.
m→∞

∫ m

−m

e−iσxM̂k

((
− σ

2
+ ib

)2)
dσ − e2bx

2i
l.i.m.
m→∞

∫ m

−m

e−iσxM̂k

((σ
2

+ ib
)2)

dσ.

В силу свойств преобразований Фурье первое слагаемое в (4.7) в L2 -норме не превосходит
AR∥M̂k(ρ2)∥L2(R+ib). По неравенству Коши–Буняковского интеграл во втором слагаемом
в (4.7) сходится равномерно и абсолютно и ограничен числом AR∥M̂k(ρ2)∥L2(R+ib). Таким
образом, I(Sk, S̃k, M̂k; ·) определено как L2 -функция, и

∥I(Sk, S̃k, M̂k; ·)∥L2(0,π) ≤ AR∥M̂k(ρ2)∥L2(R+ib). (4.8)

Правую часть равенства (4.6) запишем как I(φn
k , φ̃

n
k , M̂

n
k ; x). Тогда

I(Sk, S̃k, M̂k; x) − I(φn
k , φ̃

n
k , M̂

n
k ; x) = Hn(x) + I(Sk, S̃k, [M

n
k −Mk] + [M̃k − M̃n

k ]; x),

Hn(x) :=
1

πi
l.i.m.
m→∞

∫
γm

[S̃k(x, µ)Sk(x, µ) − φ̃n
k(x, µ)φn

k(x, µ)]′M̂k(µ) dµ. (4.9)

Так как φn
k(x, λ) обозначает решение, соответствующее pnk , аналогичное решению Sk(x, λ),

соответствующему qk, для него можно использовать формулы леммы 1. Применяя соот-
ветствующие формулы из (2.1), (2.3) и (3.1), получим оценку∣∣[S̃k(x, ρ2)Sk(x, ρ2) − φ̃n

k(x, ρ2)φn
k(x, ρ2)]′

∣∣ ≤ ARρ
−2(∥pn − q∥ + ∥p̃n − q̃∥).

Используя неравенство Коши–Буняковского и эту оценку, в силу теоремы 2 приходим к

|Hn(x)| ≤ AR(∥pn − q∥ + ∥p̃n − q̃∥)
∥∥M̂k(ρ2)

∥∥
L2(R+ib)

≤ AR(∥pn − q∥ + ∥p̃n − q̃∥).

Учитывая (4.8), (4.9) и результат теоремы 2, получим

∥I(Sk, S̃k, M̂k; ·) − I(φn
k , φ̃

n
k , M̂

n
k ; ·)∥L2(0,π) ≤ AR(∥Mn

k −Mk∥L2(R+ib) + ∥M̃n
k − M̃k∥L2(R+ib))

+AR(∥pn − q∥ + ∥p̃n − q̃∥) ≤ AR(∥pn − q∥ + ∥p̃n − q̃∥) → 0, n→ ∞.

Таким образом, предел
{
I(φn

k , φ̃
n
k , M̂

n
k ; ·)

}∞
n=1

в L2(0, π) равен правой части формулы (4.3).
С другой стороны, в силу (4.6) этот предел равен q̂k. Формула (4.3) доказана.
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Из доказательства ясно, что правая часть формулы (4.3) корректно задаёт L2 -функцию.
Кроме того, из (4.3) и (4.8) получим следствие.

Следствие 1. Имеют место оценки

∥q̂k∥L2(0,π) ≤ AR∥M̂k(ρ2)∥L2(R+ib). (4.10)

5 Оценка на ребре e1. Доказательство теоремы 1
В предыдущем разделе мы рассмотрели рёбра ek с номерами k = 2, N и получили необ-
ходимые оценки (4.10). Для ребра e1 ситуация отличается: соответствующая функция
Вейля M1 отсутствует среди входных данных обратной задачи 1. Определим её следую-
щим образом:

M1(λ) = −C1(π, λ)

S1(π, λ)
. (5.1)

Функцию M1 можно интерпретировать как функцию Вейля для дерева, состоящего из
одного ребра e1. Она вычисляется по вектору Вейля и объектам, соответствующим рёб-
рам с номерами k = 2, N (ниже мы получим формулу (5.2)). Это соответствует процедуре
«отрезания» граничных рёбер, предложенной в [7], после которой обратная задача 1 сво-
дится к той же обратной задаче на меньшем поддереве.

Действуя аналогично доказательству теоремы 2 можно получить, что

∥M̂1(ρ
2)∥L2(R+ib) ≤ AR∥q1∥L2(0,π),

следовательно, M̂1(ρ
2) ∈ L2(R + ib). Утверждение леммы 3 также будет справедливым

при k = 1. Из оценки (2.8) и формулы (5.1) следует, что полюса мероморфной функции
M1(λ) лежат внутри контура γ. Это означает, что все рассуждения раздела 4 применимы
при k = 1. Как результат, оценка (4.10) имеет место при k = 1.

Получим формулу для вычисления M1 по вектору Вейля M(λ) = [Mk(λ)]Nk=2. Рас-
смотрим решение Вейля ΦN(x, λ) = [ΦjN(x, λ)]Nj=1. Из краевых условий (1.3) и того, что
{Sj, Cj} — фундаментальная система решений на каждом ребре ej, следует, что

Φ1N(x, λ) = β1N(λ)(M1(λ)S1(x, λ) + C1(x, λ)),

ΦkN(x, λ) = αkN(λ)Sk(x, λ), k = 2, N − 1,

ΦNN(x, λ) = MN(λ)SN(x, λ) + CN(x, λ).

Подставляя эти представления в условия склейки (1.2), имеем

β1N(λ) = α2N(λ)S2(π, λ) = . . . = αN−1,N(λ)SN−1(π, λ) = MN(λ)SN(π, λ) + CN(π, λ),

β1M(λ)M1(λ) =
N−1∑
k=2

αkN(λ)S ′
k(π, λ) +MN(λ)S ′

N(π, λ) + C ′
N(π, λ).

Отсюда получаем

M1(λ) =
N−1∑
j=2

S ′
j(π, λ)

Sj(π, λ)
+
MN(λ)S ′

N(π, λ) + C ′
N(π, λ)

MN(λ)SN(π, λ) + CN(π, λ)
.

Прибавляя и вычитая в правой части S ′
N(π, λ)/SN(π, λ), с учётом тождества SNC

′
N −

S ′
NCN ≡ −1 после преобразований приходим к формуле

M1(λ) =
N∑
j=2

S ′
j(π, λ)

Sj(π, λ)
− 1

SN(π, λ)(SN(π, λ)MN(λ) + CN(π, λ))
. (5.2)
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Лемма 4. Обозначим Fk(λ) := Sk(π, λ)(Sk(π, λ)Mk(λ) + Ck(π, λ)), k = 2, N. Тогда

Fk(λ) =
S1(π, λ) . . . SN(π, λ)

∆(λ)
. (5.3)

Доказательство. Для краткости будем опускать аргумент λ у функций ∆ и ∆k, а
также пару аргументов (π, λ) у Sj, Cj и их производных. Применим (2.6) и (2.7):

Fk

Sk

=
1

∆

[
Ck

(
C1

N∏
l=2

Sl +
N∑
j=2

S ′
j

∏
l ̸=j

Sl

)
− SkCk

(
C1

∏
l ̸=1,k

Sl +
∑
j ̸=1,k

S ′
j

∏
l ̸=j,k

Sl

)
− SkC

′
k

∏
l ̸=k

Sl

]
.

Раскрывая скобки и сокращая слагаемые с противоположными знаками, в силу тождества
CkS

′
k − C ′

kSk ≡ 1 получим

Fk

Sk

=
1

∆

[
CkS

′
k

∏
l ̸=k

Sl − SkC
′
k

∏
l ̸=k

Sl

]
=

1

∆

∏
l ̸=k

Sl.

Из утверждения леммы ясно, что слагаемое −1/FN(λ) в формуле (5.2) можно заме-
нить на любое другое −1/Fk(λ), k = 2, N − 1. Таким образом, получается одна и та же
формула (5.2) независимо от номера k = 2, N рассмотренного решения Вейля Φk(x, λ).

Доказательство теоремы 1. С учётом оценок (4.10) при k = 1, N остаётся доказать, что∥∥M̂1(ρ
2)
∥∥
L2(R+ib)

≤ AR

∥∥M̂
∥∥
L2(R+ib)

. (5.4)

Обозначим

Ij(λ) =
S ′
j(π, λ)

Sj(π, λ)
, j = 2, N.

Из формулы (5.2) следует, что

∣∣M̂1(ρ
2)
∣∣ ≤ N∑

j=2

∣∣Îj(ρ2)∣∣+

∣∣∣∣∣ F̂N(ρ2)

FN(ρ2)F̃N(ρ2)

∣∣∣∣∣ . (5.5)

Оценим последнее слагаемое в правой части. Аналогично (3.2) имеем

|ρN−1∆(ρ2)| ≤ AR, ρ ∈ R + ib. (5.6)

В силу (2.8), (5.3) и (5.6) имеем

|FN(ρ2)|−1 ≤ AR|ρ|, |F̃N(ρ2)|−1 ≤ AR|ρ|, ρ ∈ R + ib. (5.7)

Кроме того,

|F̂N(ρ2)| ≤
(
|SNMN | + |S̃NM̃N | + |CN |

)
|ŜN | + |SN S̃N ||M̂N | + |S̃N ||ĈN |.

Учитывая оценки (3.1), (3.3) и |MN(ρ2)| ≤ AR|ρ| при ρ ∈ R + ib, приходим к

∥∥ρ2F̂N(ρ2)
∥∥
L2(R+ib)

≤ AR

(
∥q̂N∥L2(0,π) + ∥M̂N(ρ2)∥L2(R+ib)

) (4.10)
≤ AR

∥∥M̂N(ρ2)
∥∥
L2(R+ib)

.
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Следовательно, в силу (5.7)∥∥∥∥∥ F̂N(ρ2)

FN(ρ2)F̃N(ρ2)

∥∥∥∥∥
L2(R+ib)

≤ AR

∥∥M̂
∥∥
L2(R+ib)

. (5.8)

Аналогично с учётом (2.8), (3.3) и (4.10) оцениваем∥∥Îj(ρ2)∥∥L2(R+ib)
≤ AR

∥∥M̂
∥∥
L2(R+ib)

, j = 2, N. (5.9)

Из (5.5), (5.8) и (5.9) следует (5.4). Теорема доказана.

Замечание 1. В теоремах 1 и 2 вместо ∥ · ∥L2(R+ib) можно расматривать ∥ · ∥L2(R+iτ)

с любым τ > b. Тогда константы AR в полученных оценках будут зависеть не только от
R, но и от τ.

6 Устойчивость восстановления по характеристическим
функциям

В теореме 1 прямая R+ ib, на которой сравниваются спектральные характеристики двух
краевых задач, берётся зависящей от параметра R. Можно перейти к сравнению на пря-
мой R, если в качестве спектральных характеристик взять характеристические функции
∆(ρ2) и ∆k(ρ2), k = 2, N.

Обратная задача 3. По характеристическим функциям ∆(λ) и ∆k(λ), k = 2, N,
восстановить q.

Ввиду формул (2.6) данная обратная задача сводится к обратной задаче 1. Используя
теорему 1, легко получить теорему о равномерной устойчивости обратной задачи 3.

Теорема 4. Пусть задано R > 0. Для любых потенциалов q и q̃, удовлетворяющих
условиям (1.5) и (1.6), справедлива оценка

∥q̂∥ ≤ ARε,

где

ε :=
∥∥∥ρN∆̂(ρ2)

∥∥∥
L2(R)

+
N∑
k=2

∥∥∥ρN−1∆̂k(ρ2)
∥∥∥
L2(R)

и AR > 0 зависит только от R.

В статье [27] равномерная устойчивость обратной задачи 3 была доказана в случае
потенциалов с компонентами из W−1

2 . Здесь мы рассматриваем другой класс потенциалов
с компонентами из L2, и оценки получены в более сильных нормах.

Доказательство. Ввиду теоремы 1 достаточно при каждом k = 2, N доказать оценку∥∥M̂k(ρ2)
∥∥
L2(R+ib)

≤ ARε.

Используя результаты леммы 1 и (2.7), получим, что

|ρN∆̂(ρ2)| ≤ ARe
τNπ, ρN∆̂(ρ2) ∈ L2(R).
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При этом данную функцию можно рассматривать как целую функцию переменной ρ. По
теореме Пэли-Винера (см. [39, §19.3]) справедливо представление

ρN∆̂(ρ2) =

∫ Nπ

−Nπ

eiρtf(t) dt, f ∈ L2(−Nπ,Nπ).

Из него следует, что ∥∥ρN∆̂(ρ2)
∥∥
L2(R+ib)

≤ AR

∥∥ρN∆̂(ρ2)
∥∥
L2(R)

. (6.1)

Аналогично получим, что∥∥ρN−1∆̂k(ρ2)
∥∥
L2(R+ib)

≤ AR∥ρN−1∆̂k(ρ2)∥L2(R). (6.2)

Из формулы (2.6) следует, что при ρ ∈ R + ib

∣∣M̂k(ρ2)
∣∣ ≤ ∣∣ρN−1∆̂k(ρ2)

∣∣∣∣ρN−1∆(ρ2)
∣∣ +

∣∣ρN−2∆̃k(ρ2)
∣∣∣∣ρN−1∆(ρ2)
∣∣
∣∣ρN∆̂(ρ2)

∣∣∣∣ρN−1∆̃(ρ2)
∣∣

(2.13),(3.2)
≤ AR

∣∣ρN−1∆̂k(ρ2)
∣∣+ AR

∣∣ρN∆̂(ρ2)
∣∣.

Отсюда, используя (6.1) и (6.2), получим∥∥M̂k(ρ2)
∥∥
L2(R+ib)

≤ AR

∥∥ρN∆̂(ρ2)
∥∥
L2(R)

+ AR∥ρN−1∆̂k(ρ2)∥L2(R) ≤ ARε,

из чего следует утверждение теоремы.
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Приложение: устойчивость частных производных ЯОП
Рассмотрим уравнение Штурма–Лиувилля с комплекснозначным потенциалом q ∈ L2(0, π) :

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), x ∈ (0, π),

Пусть S(x, λ) и C(x, λ) являются его решениями при начальных условиях

S(0, λ) = C ′(0, λ) = 0, S ′(0, λ) = C(0, λ) = 1,

здесь и далее штрих обозначает производную по первому аргументу. Производную функ-
ции f по второму аргументу будем обозначать через ḟ .

Введём параметр ρ таким образом, что λ = ρ2 и arg ρ ∈ [0, π). При каждом x ∈ [0, π]
имеют место следующие представления (см., например, [33,37]):

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
+

∫ x

0

P (x, t)
sin ρt

ρ
dt,

C(x, λ) = cos ρx+

∫ x

0

K(x, t) cos ρt dt,

(6.3)

где

P,K ∈ L2(D), D := {(x, t) : 0 ≤ t ≤ x ≤ π};

P (x, ·), K(x, ·) ∈ L2(0, x), x ∈ (0, π].

Функции P (x, t) и K(x, t) являются ЯОП (ядрами оператора преобразования, см. [33,
37,40]).

Гладкость ядер операторов преобразования на единицу превосходит гладкость потен-
циала q(x) (см. [33, 37]). В случае q ∈ L2(0, π) это означает, что P,K ∈ AC(D), и их
частные производные удовлетворяют условиям

P ′, K ′, Ṗ , K̇ ∈ L2(D);

P ′(x, ·), K ′(x, ·), Ṗ (x, ·), K̇(x, ·) ∈ L2(0, x), x ∈ (0, π].

Кроме того,

P (x, x) = K(x, x) =
1

2
Q(x), Q(x) :=

∫ x

0

q(t) dt, P (x, 0) = 0.

Выполняя дифференцирование и интегрирование по частям в (6.3), получим, что

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
− 1

2
Q(x)

cos ρx

ρ2
+

∫ x

0

Ṗ (x, t)
cos ρt

ρ2
dt,

S ′(x, λ) = cos ρx+
1

2
Q(x)

sin ρx

ρ
+

∫ x

0

P ′(x, t)
sin ρt

ρ
dt,

C(x, λ) = cos ρx+
1

2
Q(x)

sin ρx

ρ
−
∫ x

0

K̇(x, t)
cos ρt

ρ2
dt,

C ′(x, λ) = −ρ sin ρx+
1

2
Q(x) cos ρx+

∫ x

0

K ′(x, t) cos ρt dt.

(6.4)

Мы докажем равномерную устойчивость частных производных P (x, t) и K(x, t) от-
носительно потенциала q. Ранее в работах [37,41] были получены результаты, из которых
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следует устойчивость ЯОП относительно спектральных характеристик, но не относитель-
но потенциала. В работе [42] были получены липшицевы оценки для некоторых вспо-
могательных объектов в сингулярном случае q ∈ W−1

2 (0, π). Равномерная устойчивость
ЯОП относительно потенциалов в сингулярном случае была доказана в [27]. Насколь-
ко известно автору, устойчивость частных производных ЯОП при q ∈ L2(0, π) не была
сформулирована в виде самостоятельного результата. В статье [43] было исследовано ЯОП
интегро-дифференциального оператора и получено неравенство (см. (72)), из которого сле-
дует равномерная устойчивость частной производной P (x, t) по t. Здесь результат будет
сформулирован для частных производных по x и t обоих ядер P (x, t) и K(x, t). В отли-
чие от предыдущих работ мы укажем конкретную константу BR в оценках устойчивости,
для чего требуется детальное доказательство.

Рассмотрим второй потенциал q̃ ∈ L2(0, π). Условимся, что если символ α обозначает
некоторый объект, соответствующий q, то α̃ обозначает аналогичный объект, соответ-
ствующий q̃. Для краткости положим α̂ = α− α̃.

Теорема 5. Пусть R > 0. Тогда для любых потенциалов q и q̃, удовлетворяющих
условию

∥q∥L2(0,π) ≤ R, ∥q̃∥L2(0,π) ≤ R,

при x ∈ (0, π] справедливы оценки

∥K̂ ′(x, ·)∥L2(0,x) ≤ BR∥q̂∥L2(0,π), ∥ ˆ̇K(x, ·)∥L2(0,x) ≤ BR∥q̂∥L2(0,π),

∥P̂ ′(x, ·)∥L2(0,x) ≤ BR∥q̂∥L2(0,π), ∥ ˆ̇P (x, ·)∥L2(0,x) ≤ BR∥q̂∥L2(0,π),
(6.5)

где BR =
√
2
2

+ 12Rπ
3
2 exp(2π

3
2R).

Сначала приведём несколько вспомогательных утверждений, необходимых для дока-
зательства теоремы 5.

Утверждение 1 (см. [33]). ЯОП можно получить методом последовательных при-
ближений:

P (x, t) =
∞∑
n=1

Pn(x, t), K(x, t) =
∞∑
n=1

Kn(x, t), 0 ≤ t ≤ x ≤ π, (6.6)

где

P1(x, t) =
1

2
Q
(x+ t

2

)
− 1

2
Q
(x− t

2

)
, K1(x, t) =

1

2
Q
(x+ t

2

)
+

1

2
Q
(x− t

2

)
, (6.7)

и при n ≥ 1 выполнены рекуррентные соотношения

Kn+1(x, t) =
1

2

∫ x

t

(∫ ξ

ξ−t

q(τ)Kn(τ, t+ τ − ξ) dτ

+

∫ ξ

ξ+t
2

q(τ)Kn(τ, t− τ + ξ) dτ +

∫ ξ−t

ξ−t
2

q(τ)Kn(τ,−t− τ + ξ) dτ

)
dξ,

Pn+1(x, t) =
1

2

∫ x

t

(∫ ξ

ξ−t

q(τ)Pn(τ, t+ τ − ξ) dτ

+

∫ ξ

ξ+t
2

q(τ)Pn(τ, t− τ + ξ) dτ −
∫ ξ−t

ξ−t
2

q(τ)Pn(τ,−t− τ + ξ) dτ

)
dξ.

(6.8)
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Функции Pn(x, t) и Kn(x, t), n ≥ 1, непрерывны на D. Ряды в (6.6) сходятся равно-
мерно в силу оценок

|Pn(x, t)|, |Kn(x, t)| ≤ xn−1

(n− 1)!
Qn

a(x), n ≥ 1, Qa(x) :=

∫ x

0

|q(ξ)| dξ. (6.9)

Заметим, что слагаемые в формулах (6.7)–(6.8) для Pj и Kj похожи, отличаются
только знаки, которые при оценках модулей не играют роли. Дальнейшие оценки и вы-
кладки приведём только для K(x, t), для P (x, t) они аналогичны.

Утверждение 2 (формула Лейбница). Рассмотрим

F (x) =

∫ b(x)

a(x)

f(x, y) dy,

где a(x) ≤ b(x) и f(x, ·) ∈ L[a(x), b(x)] при всех x ∈ [0, T ]. Предположим, что

1. функции a(x) и b(x) дифференцируемы и монотонны,

2. при всех x ∈ [0, T ] и п.в. y ∈ [a(x), b(x)] существует f ′(x, y), при этом

f ′ ∈ L(S), S :=
{

(x, y) : x ∈ [0, T ], y ∈ [a(x), b(x)]
}
,

3. функции f(x, a(x)) и f(x, b(x)) определены п.в. на [0, T ], и

b′(x)f(x, b(x)), a′(x)f(x, a(x)) ∈ L(0, T ).

Тогда F ∈ AC[0, T ] и

F ′(x) = b′(x)f(x, b(x)) − a′(x)f(x, a(x)) +

∫ b(x)

a(x)

f ′(x, y) dy. (6.10)

Для доказательства нужно проинтегрировать правую часть (6.10) от 0 до x0 и при-
менить теорему Фубини–Тонелли. Используя формулу Ньютона–Лейбница и замену пе-
ременной интегрирования, получим F (x0) с точностью до постоянного слагаемого. Это
означает, что F является первообразной правой части (6.10), и формула (6.10) справед-
лива.

Лемма 5. При n ≥ 1 существуют K ′
n(x, t) и K̇n(x, t), которые могут быть полу-

чены по формулам

K ′
1(x, t) =

1

4
q
(x+ t

2

)
+

1

4
q
(x− t

2

)
, K̇1(x, t) =

1

4
q
(x+ t

2

)
− 1

4
q
(x− t

2

)
,

K ′
n+1(x, t) =

1

2

∫ x

x−t

q(τ)Kn(τ, t+ τ − x) dτ +
1

2

∫ x

x+t
2

q(τ)Kn(τ, t− τ + x) dτ

+
1

2

∫ x−t

x−t
2

q(τ)Kn(τ, x− t− τ) dτ,

K̇n+1(x, t) = − 1

2

∫ t

0

q(τ)Kn(τ, τ) dτ +
1

2

∫ x

t

(∫ ξ

ξ−t

q(τ)K̇n(τ, t+ τ − ξ) dτ

+

∫ ξ

ξ+t
2

q(τ)K̇n(τ, t− τ + ξ) dτ −
∫ ξ−t

ξ−t
2

q(τ)K̇n(τ,−t− τ + ξ) dτ

)
dξ

+
1

4

∫ x

t

q
(ξ − t

2

)
Kn

(ξ − t

2
,
ξ − t

2

)
dξ − 1

4

∫ x

t

q
(ξ + t

2

)
Kn

(ξ + t

2
,
ξ + t

2

)
dξ.

(6.11)
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При n ≥ 2 функции K ′
n(x, t) и K̇n(x, t) непрерывны на D и удовлетворяют неравен-

ствам

|K ′
n(x, t)| ≤ xn−1

n!
Qn+1

a (x), |K̇n(x, t)| ≤ 2
xn−2

(n− 1)!
Qn

a(x), 0 ≤ t ≤ x ≤ π. (6.12)

Доказательство. I. Формулы для K ′
1, K̇1 и K ′

n+1 в (6.11) легко следуют из (6.7) и (6.8),
если рассматривать дифференцирование как операцию, обратную к интегралу Лебега.
При этом переменная, по которой выполняется дифференцирование, присутствует только
в верхних пределах интегралов. Непрерывность K ′

n(x, t) при n ≥ 2 следует из форму-
лы (6.11), непрерывности Kn−1 и абсолютной непрерывности интеграла Лебега.

II. Формулу для K̇n+1 в (6.11) и непрерывность этой функции докажем по индукции.
Обозначим g(x, t) := q(x)Kn(x, t). Будем считать, что доказаны существование K̇n(x, t)
и свойство

ġ(x, t) = q(x)K̇n(x, t) ∈ L(D).

При n = 1 свойство проверяется непосредственно, а при n ≥ 2 следует из непрерывности
функции K̇n.

Зафиксируем ξ ∈ [0, π] и рассмотрим

F (ξ, t) =

∫ ξ

ξ−t

g(τ, t+ τ − ξ) dτ +

∫ ξ

ξ+t
2

g(τ, t− τ + ξ) dτ +

∫ ξ−t

ξ−t
2

g(τ,−t− τ + ξ) dτ,

где t ∈ [0, ξ]. Каждый из интегралов в этом выражении удовлетворяет условиям утвер-
ждения 2. Следовательно, существует Ḟ (ξ, ·) ∈ L(0, ξ), и справедлива формула

Ḟ (ξ, t) = −1

2
g
(ξ + t

2
,
ξ + t

2

)
+

1

2
g
(ξ − t

2
,
ξ − t

2

)
+

∫ ξ

ξ−t

ġ(τ, t+ τ − ξ) dτ +

∫ ξ

ξ+t
2

ġ(τ, t− τ + ξ) dτ −
∫ ξ−t

ξ−t
2

ġ(τ,−t− τ + ξ) dτ.
(6.13)

Используя эту формулу и (6.9), после изменения порядка интегрирования получим

∥Ḟ (ξ, ·)∥L(0,ξ) ≤
∫ ξ

0

|q(v)||Kn(v, v)| dv + 3∥ġ∥L(D) ≤
πn−1

(n− 1)!
Qn+1

a (π) + 3∥ġ∥L(D),

при этом оценка не зависит от ξ. Следовательно, Ḟ ∈ L(D).
Тогда функция Kn+1(x, t) = 1

2

∫ x

t
F (ξ, t) dξ удовлетворяет условиям утверждения 2, и

существует

K̇n+1(x, t) = −1

2
F (t, t) +

1

2

∫ x

t

Ḟ (ξ, t) dξ,

что вместе с (6.13) приводит к формуле (6.11) для K̇n+1. В этой формуле можно изменить
порядок интегрирования и заменить переменные интегрирования таким образом, что x и
t будут содержаться только в пределах интегралов. Непрерывность K̇n+1 будет следовать
из предположения индукции и абсолютной непрерывности интеграла Лебега.

III. Остаётся получить (6.12). Приведём доказательство оценок для K̇n (доказатель-
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ство оценок для K ′
n проще). Из (6.11) получим

K̇n+1(x, t) = −1

2

∫ x+t
2

0

q(τ)Kn(τ, τ) dτ +
1

2

∫ x−t
2

0

q(τ)Kn(τ, τ) dτ

+
1

2

∫ x

t

(∫ ξ

ξ−t

q(τ)K̇n(τ, t+ τ − ξ) dτ +

∫ ξ

ξ+t
2

q(τ)K̇n(τ, t− τ + ξ) dτ

−
∫ ξ−t

ξ−t
2

q(τ)K̇n(τ,−t+ τ + ξ) dτ

)
dξ.

(6.14)

Подставляя (6.7) и формулу из (6.11) для K̇1, имеем

|K̇2(x, t)| ≤
∫ x

0

Qa(τ)|q(τ)| dτ +
1

8

∫ x

t

(∫ ξ

ξ−t
2

|q(τ)|
∣∣∣q(τ − ξ − t

2

)∣∣∣ dτ
+

∫ ξ

ξ−t
2

|q(τ)|
∣∣∣q(ξ − t

2

)∣∣∣ dτ +

∫ ξ

ξ+t
2

|q(τ)|
∣∣∣q(τ − ξ + t

2

)∣∣∣ dτ +

∫ ξ

ξ+t
2

|q(τ)|
∣∣∣q(ξ + t

2

)∣∣∣ dτ) dξ.

Изменяя порядок интегрирования в двойных интегралах, учитывая монотонность Qa(τ),
получим |K̇2(x, t)| < 2Q2

a(x). Таким образом, (6.12) доказано при n = 2.
Далее доказываем по индукции. Пусть (6.12) выполнена при некотором n ≥ 2. Из (6.9),

(6.12) и (6.14) следует, что

|K̇n+1(x, t)| ≤
∫ x

0

|q(τ)| τn−1

(n− 1)!
Qn

a(τ) dτ + 2

∫ x

0

∫ ξ

0

|q(τ)| τn−2

(n− 1)!
Qn

a(τ) dτ dξ

≤ xn−1

(n− 1)!

∫ x

0

Qn
a(τ)|q(τ)| dτ + 2

∫ x

0

ξn−2

(n− 1)!
dξ

∫ x

0

Qn
a(τ)|q(τ)| dτ

=
xn−1

(n− 1)!
Qn+1

a (x)

(
1

n+ 1
+

2

(n+ 1)(n− 1)

)
=

1

n− 1

xn−1

(n− 1)!
Qn+1

a (x).

Поскольку 1
n−1

≤ 2
n

при n ≥ 2, оценка (6.12) справедлива для |K̇n+1(x, t)|. Лемма
доказана.

Из данной леммы и равенства (6.6) получим следствие.

Следствие 2. Имеют место представления

K ′(x, t) = K ′
1(x, t) +

∞∑
n=2

K ′
n(x, t), K̇(x, t) = K̇1(x, t) +

∞∑
n=2

K̇n(x, t), (6.15)

где ряды сходятся абсолютно и равномерно.

Так как K ′
n и K̇n — непрерывные функции при n ≥ 2, ряды будут сходиться к непре-

рывным функциям. Принадлежность K ′(x, ·), K̇(x, ·) ∈ L2(0, x) при каждом x ∈ (0, π]
определяется слагаемыми K ′

1 и K̇1. Аналогичный эффект возникает при построении
ЯОП в сингулярном случае q ∈W−1

2 (0, π) (см. [44]).
Из формул (6.7), (6.8), (6.11) и (6.15) получим следующее утверждение.

Утверждение 3. При п.в. x ∈ (0, π) выполняются равенства

K̇(x, 0) = 0, K̇(x, x) =
q(x) − q(0)

4
− Q2(x)

8
, K ′(x, x) =

q(x) + q(0)

4
+
Q2(x)

8
.
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Аналогично при п.в. x ∈ (0, π) имеем

Ṗ (x, x) =
q(x) + q(0)

4
− Q2(x)

8
, P ′(x, x) =

q(x) − q(0)

4
+
Q2(x)

8
P ′(x, 0) = 0.

Мы готовы привести доказательство теоремы 5.

Доказательство теоремы 5. I. Из формулы (6.7) получим неравенство

|K̂1(x, t)| ≤ Q̂a(x) ≤
√
x∥q̂∥L2(0,x), Q̂a(x) :=

∫ x

0

|q̂(τ)| dτ.

Из (6.8) следует, что

|K̂n+1(x, t)| ≤
1

2

∫ x

t

(∫ ξ

ξ−t

|q̂(τ)||Kn(τ, t+ τ − ξ)| dτ +

∫ ξ

ξ+t
2

|q̂(τ)||Kn(τ, t− τ + ξ)| dτ

+

∫ ξ−t

ξ−t
2

|q̂(τ)||Kn(τ,−t− τ + ξ)| dτ +

∫ ξ

ξ−t

|q̃(τ)||K̂n(τ, t+ τ − ξ)| dτ

+

∫ ξ

ξ+t
2

|q̃(τ)||K̂n(τ, t− τ + ξ)| dτ +

∫ ξ−t

ξ−t
2

|q̃(τ)||K̂n(τ,−t− τ + ξ)| dτ

)
dξ,

где n ≥ 1. Используя данные неравенства и (6.9), по индукции получим оценки

|K̂n(x, t)| ≤ 2Q̂a(x)
Qn−1

m (x)xn−1

(n− 1)!
, n ≥ 1, Qm(x) :=

∫ x

0

max{|q(ξ)|, |q̃(ξ)|} dξ. (6.16)

II. Используя (6.9), (6.11) и (6.16), получим

|K̂ ′
n+1(x, t)| ≤ 3Q̂a(x)

Qn
m(x)xn−1

(n− 1)!
, n ≥ 1.

Из формулы (6.11) для K ′
1 следует, что

∥K̂ ′
1(x, ·)∥L2(0,x) ≤

√
2

2
∥q̂∥L2(0,x).

Используя эти неравенства и представление (6.15), оценим

∥K̂ ′(x, ·)∥L2(0,x) ≤
∥∥K̂ ′

1(x, ·)
∥∥
L2(0,x)

+
∞∑
n=1

∥∥K̂ ′
n+1(x, ·)

∥∥
L2(0,x)

≤
√

2

2
∥q̂∥L2(0,x) + 3

√
x

∞∑
n=1

Q̂a(x)Qn
m(x)

xn−1

(n− 1)!

=

√
2

2
∥q̂∥L2(0,x) + 3

√
xQ̂a(x)Qm(x)exQm(x).

С учётом того, что

Q̂a(x) ≤
√
x∥q̂∥L2(0,x), Qm(x) ≤

√
x(∥q∥L2(0,x) + ∥q̃∥L2(0,x)) ≤ 2R

√
x, (6.17)

приходим к первому неравенству в (6.5).

23



III. Из (6.11) следует, что

| ˆ̇Kn+1(x, t)| ≤
∫ x

0

|q̂(τ)||Kn(τ, τ)| dτ +

∫ x

0

|q̃(τ)||K̂n(τ, τ)| dτ

+
1

2

∫ x

t

(∫ ξ

ξ−t

|q̂(τ)||K̇n(τ, t+ τ − ξ)| dτ +

∫ ξ

ξ+t
2

|q̂(τ)||K̇n(τ, t− τ + ξ)| dτ

+

∫ ξ−t

ξ−t
2

|q̂(τ)||K̇n(τ,−t− τ + ξ)| dτ

)
dξ +

1

2

∫ x

t

(∫ ξ

ξ−t

|q̃(τ)|
∣∣ ˆ̇Kn(τ, t+ τ − ξ)

∣∣ dτ+

∫ ξ

ξ+t
2

|q̃(τ)|| ˆ̇Kn(τ, t− τ + ξ)| dτ +

∫ ξ−t

ξ−t
2

|q̃(τ)|| ˆ̇Kn(τ,−t− τ + ξ)| dτ

)
dξ.

(6.18)

Пусть n = 1. Подставляя выражение из (6.11) для K̇1 и ˆ̇K1, применяя (6.9) и (6.16),
получим

| ˆ̇K2(x, t)| ≤ 6Q̂a(x)Qm(x).

Докажем по индукции оценку

| ˆ̇Kn+1(x, t)| ≤ 6Q̂a(x)Qn
m(x)

xn−1

(n− 1)!
, n ≥ 1. (6.19)

При n = 1 формула доказана. При n > 1 оценим правую часть (6.18) с помощью (6.9),
(6.12), (6.16) и (6.19) и получим

| ˆ̇Kn+1(x, t)| ≤ Qn
m(x)Q̂a(x)

xn−1

(n− 1)!

(
1 +

10

n

)
,

а при n ≥ 2 последнее число не превосходит 6. Оценка (6.19) доказана по индукции.
Из формулы (6.11) для K̇1 следует, что

∥ ˆ̇K1(x, ·)∥L2(0,x) ≤
√

2

2
∥q̂∥L2(0,x).

Применяя (6.15), (6.19) и это неравенство, получим

∥ ˆ̇K(x, ·)∥L2(0,x) ≤
∥∥ ˆ̇K1(x, ·)

∥∥
L2(0,x)

+
∞∑
n=1

∥∥ ˆ̇Kn+1(x, ·)
∥∥
L2(0,x)

≤
√

2

2
∥q̂∥L2(0,x) + 6

√
x

∞∑
n=1

Q̂a(x)Qn
m(x)

xn−1

(n− 1)!

=

√
2

2
∥q̂∥L2(0,x) + 6

√
xQa(x)Qm(x)exQm(x).

С учётом (6.17) это приводит ко второму неравенству в (6.5).
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