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Àííîòàöèÿ: Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à Îððà-Çîììåðôåëüäà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñ-

íîâíûõ çàäà÷ òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èñâîñòè. Îíà îïèñûâàåò óñòîé-

÷èñâîñòü (èëè íåóñòîé÷èâîñòü) ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîòîêà âÿçêîé íåñæèìàåìîé

æèäêîñòè ïðè ïðîèçâîëüíî âçÿòûõ âîëíîâîì ÷èñëå α, ÷èñëå Ðåéíîëüäñà R è ïðî-

ôèëå ñêîðîñòè q(x). Â ðàáîòå ôóíêöèÿ ïðîôèëÿ ñêîðîñòè q(x) ∈ C2[−1, 1]. Äëÿ
ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ïðèìåíåí ìåòîä Ãàëåðêèíà ñ âûáîðîì åñòåñòâåííîãî

òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî áàçèñà è êîìïüþòåð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñïåêòð îïåðàòîðà, òåîðèÿ âîçìóùåíèé,

ãèäðîäèíàìèêà, óðàâíåíèå Îððà-Çîììåðôåëüäà.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Èçó÷àåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à Îððà-Çîììåðôåëüäà( 1

iR
(D2 − α2)2 − α[q(x)(D2 − α2)− q′′(x)]

)
y = −λ(D2 − α2)y, (1)

y(±1) = y′(±1) = 0, (2)

êîòîðàÿ èãðàåò îäíó èç ñóùåñòâåííûõ ðîëåé â ãèäðîìåõàíèêå. Çäåñü

D = d
dx
, α � âîëíîâîå ÷èñëî, R � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð,

à C2[−1, 1] 3 q(x) � ïðîôèëü ñêîðîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè â êàíàëå |x| ≤ 1.

Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé çàäà÷åé,

âêëþ÷àÿ è ðàáîòû âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà. Â ÷àñòíîñòè, ñòàòüÿ Ì. Íåìàí-

Çàäå è À. Øêàëèêîâà [1], ñòàòüÿ À. Òðåôåòåíà, Ë. Òðåôåòåíà è Ï. Øìèäòà [2],

ðàáîòà Ð. Äðàéçèíà è Â. Ðàéäà [3], øèðîêèé îáçîð Ä. Õåííèíãñîíà, Ñ. Ðåääè è Ï.

Øìèäòà [4] è òàê äàëåå.

Ââåäåì îïåðàòîð

M := D2 − α2,

òîãäà çàäà÷ó (1)-(2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

M2y − iRα(q(x)M − q′′(x))y = µMy (3)

íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

D0 = D(M2) = D(M) = {y|y ∈ W 4
2 [−1, 1], y(±1) = y′(±1) = 0}, (4)
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ãäå µ = −iRλ, W k
2 [−1, 1], k ≥ 0, � ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà. Çàìåòèì, ÷òî D0 =

L2(−1, 1), ãäå çàìûêàíèå � ïî íîðìå â H = L2(−1, 1).
Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ìîìåíòîâ â ðåøåíèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Îððà-

Çîììåðôåëüäà ÿâëÿåòñÿ âûÿñíåíèå çíàêà ìíèìûõ êîìïîíåíò òî÷åê ñïåêòðà {λ =

−µ/(iR)} ïðè çàäàííûõ α, R è q(x). Ýòî âàæíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè (ëàìèíàðíîñòè) èëè àñèìïòîòè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè (òóðáóëåíò-

íîñòè) òå÷åíèÿ îïèñûâàåìîé â çàäà÷å æèäêîñòè. Â ïîëüçó óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ

æèäêîñòè ãîâîðèò äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ìíèìûõ êîì-

ïîíåíò ÷èñåë λ. È íàîáîðîò, ïîëîæèòåëüíûå ìíèìûå êîìïîíåíòû ÷èñåë λ "èãðà-

þò"íà ñòîðîíå íåóñòîé÷èâîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàíîâêà çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â âûÿñíåíèè âèäà ñïåêòðà çà-

äà÷è Îððà-Çîììåðôåëüäà è ïðåäñòàâëåíèè àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ñïåêòðà

ðåçîëüâåíòíûì ìåòîäîì.

2. ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÇÀÄÀ×È

Ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (3)-(4) ñ ïîìîùüþ çàìåíû ϕ = My ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå

Mϕ+ L̃ϕ = µϕ, ϕ ∈ D0. (5)

Çäåñü L̃ := −iRα(q(x)I− q′′(x)M−1), I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð; M−1 = −L−1/20 ,

L0 = M2, òàê êàê äèñêðåòíûé îïåðàòîð M îòðèöàòåëåí â H, åãî ñïåêòð íå ñîäåð-

æèò íóëåâîé òî÷êè è îïåðàòîð L−10 � ñèììåòðè÷åí è ïîëîæèòåëåí â H.
Òàê êàê îïåðàòîð L−10 � ÿäåðíûé â H è ñïåêòð îïåðàòîðà L0 íå ñîäåðæèò

íóëåâîé òî÷êè, òî L−10 ïðåäñòàâ�èì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà Gα(x, ξ). Èñïîëüçóÿ

ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ýòîé ôóíêöèè, çàïèøåì å¼:

Gα(x, ξ) = (1/4)(2 exp(α(2 + x+ ξ))xα2ξ−

2 exp(−α(2 + x+ ξ))xα2ξ + 8 exp(α(x− ξ))xα3ξ−

2 exp(α(−2 + x+ ξ))xα2ξ + 8 exp(−α(x− ξ))xα3ξ+

2 exp(−α(−2 + x+ ξ))xα2ξ − 4 exp(α(x− ξ))α−

8 exp(α(x− ξ))xα3 − 2 exp(α(2 + x+ ξ))α2ξ−

8 exp(−α(x− ξ))xα3 + 4 exp(−α(x− ξ))α2ξ+

2 exp(−α(2 + x+ ξ))xα2 + exp(α(−2 + x+ ξ))xα−

2 exp(α(2 + x+ ξ))xα2 − exp(−α(4 + x− ξ))αξ−

exp(α(4 + x− ξ))αξ + exp(−α(x− ξ))ξα−
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exp(−α(2 + x+ ξ))αξ − 4 exp(α(x− ξ))α2ξ−

exp(α(2 + x+ ξ))xα + exp(−α(−2 + x+ ξ))αξ−

2 exp(α(−2 + x+ ξ))xα2 + exp(−α(−2 + x+ ξ))xα−

exp(α(2 + x+ ξ))ξα + exp(α(4 + x− ξ))xα+

8 exp(−α(x− ξ))α3ξ + exp(α(x− ξ))αξ−

4 exp(−α(x− ξ))xα2 − 2 exp(α(−2 + x+ ξ))α2ξ+

2 exp(−α(−2 + x+ ξ))α2ξ − exp(−α(x− ξ))xα+

4 exp(α(x− ξ))xα2 + 2 exp(−α(2 + x+ ξ))α2ξ+

8 exp(α(x− ξ))α3ξ − exp(−α(2 + x+ ξ))xα−

exp(α(x− ξ))xα + exp(−α(4 + x− ξ))xα+

exp(α(2 + x+ ξ)) + exp(α(x− ξ))− exp(−α(x− ξ))−

exp(−α(2 + x+ ξ))− exp(α(−2 + x+ ξ)) + exp(−α(4 + x− ξ))−

exp(α(4 + x− ξ)) + exp(−α(−2 + x+ ξ))+

2 exp(α(2 + x+ ξ))α2 + 2 exp(−α(2 + x+ ξ))α+

2 exp(α(−2 + x+ ξ))α− 8 exp(−α(x− ξ))α2+

2 exp(−α(−2 + x+ ξ))α2 − 2 exp(−α(2 + x+ ξ))α2−

4 exp(−α(x− ξ))α− 2 exp(α(−2 + x+ ξ))α2−

8 exp(−α(x− ξ))α3 − 8 exp(α(x− ξ))α3+

2 exp(α(2 + x+ ξ))α + 8 exp(α(x− ξ))α2+

2 exp(−α(−2 + x+ ξ))α + exp(α(−2 + x+ ξ))αξ+

2 exp(−α(−2 + x+ ξ))xα2)/((− exp(4α) + 2+

16α2 − exp(−4α))α3)

äëÿ −1 ≤ x ≤ ξ ≤ 1 è

Gα(x, ξ) = (1/4)(2 exp(α(2 + x+ ξ))xα2ξ−

2 exp(−α(2 + x+ ξ))xα2ξ + 8 exp(α(x− ξ))xα3ξ−

2 exp(α(−2 + x+ ξ))xα2ξ + 8 exp(−α(x− ξ))xα3ξ+

2 exp(−α(−2 + x+ ξ))xα2ξ − 4 exp(α(x− ξ))α+

8 exp(α(x− ξ))xα3 − 2 exp(α(2 + x+ ξ))α2ξ+
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8 exp(−α(x− ξ))xα3 + 4 exp(−α(x− ξ))α2ξ+

2 exp(−α(2 + x+ ξ))xα2 + exp(α(−2 + x+ ξ))xα−

2 exp(α(2 + x+ ξ))xα2 − exp(−α(x− ξ))ξα−

exp(−α(2 + x+ ξ))αξ − 4 exp(α(x− ξ))α2ξ−

exp(α(2 + x+ ξ))xα + exp(−α(−2 + x+ ξ))αξ−

2 exp(α(−2 + x+ ξ))xα2 + exp(−α(−2 + x+ ξ))xα−

exp(α(2 + x+ ξ))ξα− 8 exp(−α(x− ξ))α3ξ−

exp(α(x− ξ))αξ − 4 exp(−α(x− ξ))xα2−

2 exp(α(−2 + x+ ξ))α2ξ + 2 exp(−α(−2 + x+ ξ))α2ξ+

exp(−α(x− ξ))xα + 4 exp(α(x− ξ))xα2+

2 exp(−α(2 + x+ ξ))α2ξ − 8 exp(α(x− ξ))α3ξ−

exp(−α(2 + x+ ξ))xα + exp(α(x− ξ))xα+

exp(α(2 + x+ ξ))− exp(α(x− ξ)) + exp(−α(x− ξ))−

exp(−α(2 + x+ ξ))− exp(α(−2 + x+ ξ)) + exp(−α(−2 + x+ ξ))+

2 exp(α(2 + x+ ξ))α2 + 2 exp(−α(2 + x+ ξ))α+

2 exp(α(−2 + x+ ξ))α + 8 exp(−α(x− ξ))α2+

2 exp(−α(−2 + x+ ξ))α2 − 2 exp(−α(2 + x+ ξ))α2−

4 exp(−α(x− ξ))α− 2 exp(α(−2 + x+ ξ))α2−

8 exp(−α(x− ξ))α3 − 8 exp(α(x− ξ))α3+

2 exp(α(2 + x+ ξ))α− 8 exp(α(x− ξ))α2+

2 exp(−α(−2 + x+ ξ))α + exp(α(−2 + x+ ξ))αξ+

2 exp(−α(−2 + x+ ξ))xα2 + exp(−α(−4 + x− ξ))αξ−

exp(−α(−4 + x− ξ))xα− exp(α(−4 + x− ξ))xα+

exp(α(−4 + x− ξ))αξ − exp(−α(−4 + x− ξ))+

exp(α(−4 + x− ξ)))/((− exp(4α) + 2 + 16α2 − exp(−4α))α3)

äëÿ −1 ≤ ξ ≤ x ≤ 1.
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Òàê êàê L̃ îãðàíè÷åí â H, òî M + L̃ � äèñêðåòíûé â H îïåðàòîð, òî åñòü åãî

ñïåêòð (à ð�àâíî è ñïåêòð çàäà÷è Îððà-Çîììåðôåëüäà) ñîñòàâëÿþò ëèøü ñîáñòâåí-

íûå ÷èñëà. Çàïèøåì (5) â âèäå

(M − νI)ϕ+ L̃ϕ = (µ− ν)ϕ, ϕ ∈ D0,

èëè

(M − νI)ϕ+ L̃ϕ = γϕ, ϕ ∈ D0, γ = µ− ν, (6)

ãäå ν � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ìîæíî ïîäîáðàòü ν òàêèì

áîëüøèì, ÷òîáû â H ñõîäèëñÿ ðÿä Íåéìàíà äëÿ ðåçîëüâåíòû Rν(M + L̃) = ((M −
νI) + L̃)−1:

Rν(M + L̃) = Rν(M)
(
I+

∞∑
k=1

(−1)k(L̃Rν(M))k
)
, (7)

ãäå Rν(M) = (M − νI)−1. Îïåðàòîð Rν(M) � êîðåíü êâàäðàòíûé èç L−1ν , ïðè÷¼ì

ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì, òàê êàê

1) D(M − νI) = D0 = {y|y ∈ W 4
2 [−1, 1], y(±1) = y′(±1) = 0},

2) çíàê îïåðàòîðà M − νI, òàêæå êàê è M , ìåíüøå íóëÿ,

3) L−1ν � ïîëîæèòåëüíûé ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ðåçîëüâåíòîé ê

Lν = (M − νI)2; ê òîìó æå L−1ν ïðåäñòàâ�èì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà Gβ(x, ξ),

çàïèñàííîé âûøå, òîëüêî âìåñòî α íàäî áðàòü β =
√
α2 + ν.

Ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ïîëîæèòåëüíîãî ñèììåòðè÷åñêî-

ãî îïåðàòîðà îïèñàíà õîðîøî â [5, c.224-225].

Òåïåðü î ñõîäèìîñòè â H ðÿäà (7). Äëÿ ñõîäèìîñòè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñïåê-

òðàëüíàÿ íîðìà ‖L̃Rν(M)‖s áûëà ìåíüøå åäèíèöû. Íîðìà ‖L̃‖s < ∞, à íîðìà

‖Rν(M)‖s = 1/|δ1− ν|, ãäå δ1 � íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ èç âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

îïåðàòîðà M , ÿâëÿþùèõñÿ îòðèöàòåëüíûìè ïî çíàêó. Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ ν èìååì ‖L̃Rν(M)‖s < 1.

Äàëåå, ñîáñòâåííûå ÷èñëà γ̃k ÿäåðíîãî â H îïåðàòîðà Rν(M + L̃) äàþò íàì

ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk = −1/(iR)(ν + 1/γ̃k) çàäà÷è Îððà-Çîììåðôåëüäà. Òàêèì

îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1 Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âîëíîâîãî ÷èñëà α, ÷èñëà Ðåéíîëüäñà R è

ïðîôèëÿ ñêîðîñòè q(x) ∈ C2[−1, 1] ìîæíî ïîäîáðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïî-

ëîæèòåëüíîå ÷èñëî ν, ÷òîáû ðÿä Íåéìàíà (7) ñõîäèëñÿ â H ê ÿäåðíîìó îïåðà-

òîðó Rν(M + L̃), ñîáñòâåííûå ÷èñëà γ̃k êîòîðîãî äàþò ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk =

−1/(iR)(ν + 1/γ̃k) çàäà÷è Îððà-Çîììåðôåëüäà (1)-(2).

Ïîëüçóÿñü äàííûì óòâåðæäåíèåì, à òàêæå ìåòîäîì Ãàë¼ðêèíà, ìîæíî ïîñòðî-

èòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Îððà-

Çîììåðôåëüäà.
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3. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ×ÈÑÅË ÇÀÄÀ×È

ÎÐÐÀ-ÇÎÌÌÅÐÔÅËÜÄÀ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë èññëåäîâàòåëè ÷àñòî èñïîëüçóþò ìåòîä

Ãàë¼ðêèíà. Ñóùåñòâåííîé ÷åðòîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ âûáîð áàçèñà (ëó÷øå âñåãî îðòî-

íîðìèðîâàííîãî (ÎÍÁ) â òîì èëè èíîì ÑÃÏ). Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [1] îí èùåòñÿ

â âèäå

yk(x) = c1,k(cosµkx1 − chµkx1) + c2,k(sinµkx1 − shµkx1), (8)

ãäå x1 = (x + 1)/2. ×èñëà µk ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè õàðàêòåðåñòè÷åñêîãî îïðåäåëè-

òåëÿ, ðàâíîãî chµk cosµk − 1, êîòîðûå â [1] âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì ñæèìàþùèõ

îòîáðàæåíèé, à êîýôôèöèåíòû c1,k è c2,k îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé (2) è óñëîâèÿ

íîðìèðîâêè: ‖yk‖ = 1.

Êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷¼òû, â êà÷åñòâå ÎÍÁ â H := L2(−1, 1) î÷åíü óäîáåí è

ýôôåêòèâåí òðèãîíîìåòðè÷åñêèé áàçèñ:

y∗n =
1√
2
exp(πin(x+ 1)), n = 0,±1,±2,±3, . . . (9)

Çàïèøåì òåïåðü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë çàäà÷è Îððà-

Çîììåðôåëüäà.

Ýòàï 1. Òàê êàê ðåçîëüâåíòà Rν(M) è L̃ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íà âñ¼ì H,
òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ê ðÿäó (7) âïîëíå óñòðîèò âûáîð ÎÍÁ (9).

Íóìåðàöèþ íà÷í¼ì ñ n = 0, çàòåì âìåñòî n áåð¼ì 1, −1, 2, −2 è òàê äàëåå, òî åñòü
ìåíÿåì ïîî÷åð¼äíî ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå íîìåðà ïðè âîçðàñòàíèè èõ

ìîäóëåé. Òàêàÿ íóìåðàöèÿ áàçèñà äà¼ò â èòîãå î÷åíü õîðîøóþ àïïðîêñèìàöèþ ðå-

øåíèÿ. Ìåòîä Ãàë¼ðêèíà ïîäðàçóìåâàåò âûáîð èç ÎÍÁ ïåðâûõ γ0 ôóíêöèé, ÷òîáû

ïîëó÷èòü êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Hγ0 := L(y∗0, y
∗
1, y
∗
−1, ..., y

∗
(−γ0−1)/2) ⊂ H, â

êîòîðîì è èùåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è â ìàòðè÷íîì âèäå. Âñâÿçè ñ òåì, ÷òî Hγ0 → H
ïðè γ0 → ∞, îáîñíîâàíèå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ê ðÿäó (7) ôàêòè÷åñêè

äàíî â [5, c.196-197], ãäå îïèñàíî ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îãðàíè÷åííîãî ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëåííîãî íà âñ¼ì ÑÃÏ H.
Ýòàï 2. Ñ ïîìîùüþ ÔÑÐ çàäà÷

L0ϕ = 0, ϕ ∈ D0,

Lνϕ = 0, ϕ ∈ D0,

ñòàíäàðòíûì îáðàçîì íàõîäèì ôóíêöèè Ãðèíà (ÿäðà) îïåðàòîðîâ L−10 è L−1ν ñîîò-

âåòñòâåííî.

Ýòàï 3. Â Hγ0 îïðåäåëÿåì ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ L−10 , L−1ν è L̃.
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Ýòàï 4. Íàõîäèì ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ R0(M) = M−1 è

Rν(M) = (M − νI)−1 êàê êîðíåé êâàäðàòíûõ ñî çíàêîì ìèíóñ èç ìàòðèö îïå-

ðàòîðîâ L−10 è L−1ν ñîîòâåòñòâåííî. Êâàäðàòíûå êîðíè èùåì, èñïîëüçóÿ ïîäõîä,

îïèñàííûé Â.À. Ñàäîâíè÷èì â [5, c.224-225] äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî

îïåðàòîðà A. Äàäèì åãî êðàòêîå îïèñàíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-

íîñòè, ÷òî 0 < A < I (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îïåðàòîðû L−10 è L−1ν äîìíîæàåì íà

ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, ìåíüøèå åäèíèöû). Ïóñòü A = I− B (0 < B < I)
è X = A1/2 = I − Y . Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ X2 = (A1/2)2 = A ýêâèâàëåíòíî

ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

Y =
1

2
(B + Y 2).

Ðåøàåì ýòî óðàâíåíèå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé:

Y0 = 0, Y1 =
1

2
B, . . . , Yn−1 =

1

2
(B + Y 2

n ), n ≥ 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Yn} ñõîäèòñÿ è ïðåäåë å¼ ñëóæèò ðåøåíèåì òðåáóåìîãî óðàâ-

íåíèÿ.

Ïðè ðåàëüíîì âû÷èñëåíèè ïðåäåëà Y ìîæíî çàäàòü òàêîå ìàëîå ïîëîæèòåëü-

íîå ÷èñëî ε0, ÷òîáû ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà ‖Yn − Yn−1‖s ≤ ε0, è ïîëîæèòü Y ≈ Yn.

Ýòàï 5. Ñîñòàâëÿåì ðÿä Íåéìàíà (7) äëÿ îïåðàòîðà Rν(M + L̃) â ìàòðè÷íîé

ôîðìå, çàìåíÿÿ∞ íàä çíàêîì ñóììû íà γ0. Ïðè ýòîì îïåðàòîð Rν(M+L̃) çàìåíèò-

ñÿ íà ìàòðèöó AR
(γ0)
ν (M + L̃). Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (γ0 →∞) âûáèðàåòñÿ çàðàíåå

ïîëîæèòåëüíîå ν òàêèì áîëüøèì, ÷òîáû ‖AL̃(γ0)AR
(γ0)
ν (M)‖s < 1 äëÿ ëþáîãî γ0,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

ñëåäóåò âåðíóòüñÿ è íà÷àòü ñ ýòàïà 2, âûáðàâ ïðè ýòîì ÷èñëî ν çíà÷èòåëüíî áîëü-

øèì, à ÷èñëî ε0 � ìåíüøèì). Çäåñü AL̃(γ0), AR
(γ0)
ν (M) � ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

îïåðàòîðîâ L̃, Rν(M) â Hγ0 .

Ýòàï 6. Èùåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà γ̃
(γ0)
k ìàòðèöû AR

(γ0)
ν (M + L̃), êîòîðûå äà-

þò ïðèáëèæ¼ííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ
(γ0)
k = −1/(iR)(ν + 1/γ̃

(γ0)
k ) çàäà÷è Îððà-

Çîììåðôåëüäà (1)-(2).

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ñîñòîèò èç øåñòè ýòàïîâ, ðåàëèçîâàòü êîòîðûé íà

êîìïüþòåðå ìîæíî, èñïîëüçóÿ, ê ïðèìåðó, ìàòåìàòè÷åñêèé ïàêåò Maple. Âàæíî

ïðè ýòîì ïîìíèòü, ÷òî c ó÷¼òîì âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè óæå äëÿ íåáîëüøèõ

ðàçìåðíîñòåé (5 ≤ γ0 ≤ 50) ÷èñëî çíà÷àùèõ öèôð (Digits) æåëàòåëüíî áðàòü íå

ìåíåå 60-òè.
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4. ÏÐÈÌÅÐÛ

Ïóñòü äàíû òðè ïðîôèëÿ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè q(x) â êàíàëå |x| ≤ 1:

À) q(x) = x � òå÷åíèå æèäêîñòè íàçûâàåòñÿ òå÷åíèåì Êóýòòà,

Á) q(x) = x2 � òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ,

Â) q(x) = exp(x) � òå÷åíèå æèäêîñòè áóäåì íàçûâàòü òå÷åíèåì ñ ýêñïîíåíöèàëü-

íûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè.

Êàæäûé èç ïðîôèëåé ðàññìàòðèâàåì ñîâìåñòíî ñ íåñêîëüêèìè ÷èñëàìè Ðåé-

íîëüäñà R ïðè îäíîì è òîì æå âîëíîâîì ÷èñëå α = 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæ¼í-

íî ðåàëèçóåì çàäà÷ó Îððà-Çîììåðôåëüäà ñ íåñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Â âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçóåì ìàòåìàòè÷ñåñêèé ïàêåò Maple, â êîòîðîì êîëè÷åñòâî

çíà÷àùèõ öèôð â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ óñòàíîâèì ðàâíûì øåñòèäåñÿòè

(Digits:=60) ïðè ðàçìåðíîñòè γ0 = 11. Ðàçìåðíîñòü γ0 ïóñòü è íåáîëüøàÿ, íî óæå

ïðè íåé âèäåí õàðàêòåð òå÷åíèÿ æèäêîñòè (ëàìèíàðíîå èëè òóðáóëåíòíîå) ïðè

âðåìåíè ðàáîòû îò 14 äî 17 ìèíóò 2-õ èëè 4-õ ÿäåðíîãî êîìïüþòåðà ñ òàêòîâîé

÷àñòîòîé îêîëî 2 ÃÃö è îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ îêîëî 2 Ãá. Ýòîãî, â ïðèíöèïå,

âïîëíå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà. À â ñëó-

÷àå íåîáõîäèìîñòè, äëÿ á�îëüøåé òî÷íîñòè ïîëó÷àåìîãî ðåçóëüòàòà, γ0 è Digits

óâåëè÷èâàþòñÿ, âíóòðåííèå ïðèáëèæåíèÿ (êîðåíü êâàäðàòíûé èç ïîëîæèòåëüíî-

ãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà è ðÿä Íåéìàíà) íàõîäÿòñÿ òî÷íåå, áåð¼òñÿ áîëåå

ìîùíûé êîìïüþòåð.
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Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ çàäà÷è Îððà-Çîììåðôåëüäà (ç.Î-Ç).

Ïðèìåð 1. Òå÷åíèå Êóýòòà: q(x) = x. Ïðèáëèæ¼ííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ç.Î-Ç

äëÿ R = 200, α = 1, γ0 = 11.

Ïðèìåð 2. Òå÷åíèå Êóýòòà: q(x) = x. Ïðèáëèæ¼ííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ç.Î-Ç

äëÿ R = 500, α = 1, γ0 = 11.
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Ïðèìåð 3. Òå÷åíèå Êóýòòà: q(x) = x. Ïðèáëèæ¼ííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ç.Î-Ç

äëÿ R = 520, α = 1, γ0 = 11.

Ïðèìåð 4. Òå÷åíèå Êóýòòà: q(x) = x. Ïðèáëèæ¼ííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ç.Î-Ç

äëÿ R = 600, α = 1, γ0 = 11.
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Ïðèìåð 5. Òå÷åíèå Êóýòòà: q(x) = x. Ïðèáëèæ¼ííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ç.Î-Ç

äëÿ R = 640, α = 1, γ0 = 11.

Ïðèìåð 6. Òå÷åíèå Êóýòòà: q(x) = x. Ïðèáëèæ¼ííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ç.Î-Ç

äëÿ R = 700, α = 1, γ0 = 11.

Âûâîä: Òå÷åíèå Êóýòòà íåóñòîé÷èâî ïðè R ≥ 640, à óñòîé÷èâîñòü íàáëþäà-

åòñÿ ïðèR ≤ 200. Íà îòðåçêå [200, 640] óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ ïîñòåïåííî ïåðåõîäèò

â íåóñòîé÷èâîñòü.
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Ïðèìåð 7. Òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ: q(x) = x2. Ïðèáëèæ¼ííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà

ç.Î-Ç äëÿ R = 350, α = 1, γ0 = 11.

Ïðèìåð 8. Òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ: q(x) = x2. Ïðèáëèæ¼ííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà

ç.Î-Ç äëÿ R = 800, α = 1, γ0 = 11.

Âûâîä: Òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ óñòîé÷èâî ïðè R ≤ 350 è íåóñòîé÷èâî ïðè

R ≥ 800. Íà îòðåçêå [350, 800] óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ ïîñòåïåííî ïåðåõîäèò â

íåóñòîé÷èâîñòü.
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Ïðèìåð 9. Òå÷åíèå ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè: q(x) = exp(x)/3.

Ïðèáëèæ¼ííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ç.Î-Ç äëÿ R = 300, α = 1, γ0 = 11.

Ïðèìåð 10. Òå÷åíèå ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè: q(x) = exp(x)/3.

Ïðèáëèæ¼ííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ç.Î-Ç äëÿ R = 700, α = 1, γ0 = 11.
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Ïðèìåð 11. Òå÷åíèå ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè: q(x) = exp(x)/3.

Ïðèáëèæ¼ííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ç.Î-Ç äëÿ R = 750, α = 1, γ0 = 11.

Âûâîä: Òå÷åíèå ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè íåóñòîé÷èâî ïðè

R ≥ 750, à óñòîé÷èâî ïðè R ≤ 300. Íà îòðåçêå [300, 750] óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ

ïîñòåïåííî ïåðåõîäèò â íåóñòîé÷èâîñòü. Âèäèì, ÷òî äîñòàòî÷íî îáû÷íîãî äîìàø-

íåãî äàëåêî íå ñóïåðêîìïüþòåðà, ÷òîáû íåïëîõî ðåøèòü çàäà÷ó, êîòîðàÿ èãðàåò

î÷åíü âàæíóþ ðîëü â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä.
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