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Ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Ðýëåÿ
ðåçîëüâåíòíûì ìåòîäîì

Å.Ì. Ìàëåêî1

Àííîòàöèÿ: Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Ðýëåÿ â

ñëó÷àå, êîãäà ïðîôèëü ñêîðîñòè q(x) � ìíîãî÷ëåí íåíóëåâîé ñòåïåíè. Â ýòîì ñëó÷àå

ñïåêòð çàäà÷è ìîæåò íå ñîäåðæàòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Êàêîé æå îí íà ñàìîì äåëå

ðàññìîòðåíî â äàííîé ðàáîòå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ñïåêòð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ñîáñòâåííûå ÷èñëà, äèñêðåòíàÿ

÷àñòü ñïåêòðà, îñòàòî÷íàÿ ÷àñòü ñïåêòðà, çàäà÷à Ðýëåÿ.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Çàäà÷à Îððà-Çîììåðôåëüäà â ñëó÷àå íåâÿçêîé æèäêîñòè (÷èñëî Ðåé-

íîëüäñà R→∞) âûðîæäàåòñÿ â çàäà÷ó, íàçûâàåìóþ çàäà÷åé Ðýëåÿ:(
q(x)− λ

α

)(
D2 − α2

)
y = q′′(x)y, y = y(x), (1)

ñ óñëîâèåì

y(±1) = 0. (2)

Ïóñòü q(x) � ìíîãî÷ëåí íåíóëåâîé ñòåïåíè è òàêîé, ÷òî∥∥∥q′′(x)

q(x)
·M−1

0

∥∥∥ <∞. (3)

Îïåðàòîðû M0, L1, L2 ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M0 := D2 − α2, L1 := q′′(x)I, L2 := q(x)I

íà îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ

D(M0) = D(L1) = {y|y ∈ W 2
2 [−1, 1], y(±1) = 0}, D(L2) = H,

ãäå W k
2 [−1, 1], k ≥ 0, � ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà.
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Çàìåíà M0y = φ ñâîäèò çàäà÷ó (1)-(2) ê âèäó

q′′(x)M−1
0 φ− q(x)φ = cφ, (4)

ãäå φ = φ(x) ∈ H = L2(−1, 1), c = −λ/α ∈ C.
Îïåðàòîð M−1

0 ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíûì è åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàâíû

µ
−1/2
n ∼ n−2 ïðè n → ∞. Îïåðàòîðû L1M

−1
0 è L2 îãðàíè÷åíû â H, ïî-

ýòîìó è T := (L1M
−1
0 − L2) � òàêæå îãðàíè÷åííûé â H îïåðàòîð.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à Ðýëåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëå-

íèè ñíà÷àëà ñïåêòðà σ(T ) îïåðàòîðà T :

Tφ = cφ, φ ∈ H, (5)

à çàòåì, ñ ïîìîùüþ çàìåíû λ = −cα, â íàõîæäåíèè è ñïåêòðà  L çàäà÷è

(1)-(2).

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È

Èòàê, ïóñòü σ(T ) � ñïåêòð îïåðàòîðà T , σ(T ) ⊂ C. Èç óðàâíåíèÿ (4)

ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

q′′(x)

q(x) + c
M−1

0 = I. (6)

Äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå

q(x)
(
D2 − α2

)
y(x)− q′′(x)y(x)

ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì ïî Íàéìàðêó (ñì. [1, c. 14]), ïîýòîìó T �

ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â H è åãî ñïåêòð ëåæèò ãäå-

òî íà îòðåçêå [−‖T‖, ‖T‖]. Óòî÷íèì åãî. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì äîñòàòî÷íî

î÷åâèäíîå ñâîéñòâî À óðàâíåíèÿ (6):

Èç óñëîâèÿ (3) è ïðåäñòàâëåíèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êàêîãî

óãîäíî ìàëîãî δ0 è òàêîãî, ÷òî 2−p−2 > δ0 > 0, ëþáîãî êîìïëåêñíîãî c

ìíîæåñòâî

Uc,δ0 :=
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{φ(x) ∈ H : φ(x) = 0 ï.â. íà

M :=
( p⋃
i=1

[xi − δ0, xi + δ0]
)
∩ [−1, 1],

µ(M) < 2, {xi}i=1,...,p = q−1(−c) ∩ [−1, 1]}

âêëþ÷åíî â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà q′′(x)/(q(x) + c) ·M−1
0 . Çäåñü

q−1(−c) � ïðîîáðàç òî÷êè (−c) ïîëèíîìà q(x); µ(M) =
∑s

k=1 |l̄k| �
ñóììà äëèí íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîòðåçêîâ l̄k, ñîñòàâëÿþùèõ M: M =⋃s
k=1 l̄k, l̄i ∩ l̄j = ∅, i 6= j. Åñëè q−1(−c) ∩ [−1, 1] = ∅, òî Uc,δ0 = H.
Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ, âûïèøåì ôóíêöèþ

Ãðèíà G(x, ξ) (G(x, ξ) � ÿäðî îïåðàòîðà M−1
0 ):

G(x, ξ) =

1

2α

(exp(−α(ξ − 1))− exp(α(ξ − 1)))(exp(α(x+ 1))− exp(−α(x+ 1)))

exp(−2α)− exp(2α)
,

äëÿ −1 ≤ x ≤ ξ ≤ 1 è

G(x, ξ) =

1

2α

(exp(−α(ξ + 1))− exp(α(ξ + 1)))(exp(α(−1 + x))− exp(−α(−1 + x)))

exp(−2α)− exp(2α)
,

äëÿ −1 ≤ ξ ≤ x ≤ 1. ßñíî, ÷òî

(M−1
0 φ)(x) =

∫ 1

−1
G(x, ξ)φ(ξ)dξ ∀φ ∈ H.

Óðàâíåíèå (4) ïåðåïèøåì â âèäå

q′′(x)M−1
0 φ(x) = (q(x) + c)φ(x), (7)

ãäå ôóíêöèÿ f(x) := q′′(x)M−1
0 φ(x) íà êîíöàõ îòðåçêà [−1, 1] ðàâíà íó-

ëþ. À ó÷èòûâàÿ, ÷òî â êà÷åñòâå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â H ìîæíî

ïðèíÿòü íàáîð {
yk(x) =

Pk(x)

‖Pk(x)‖

}
, k = 0, 1, 2, 3, . . . ,
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ãäå Pk(x) � ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà, ëþáóþ ôóíêöèþ èç H ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èç ôóíêöèé

yk(x) (ïîëèíîìîâ). Òàêèì îáðàçîì, åñëè φ(x) � ïîëèíîì, òî ñïðàâà â

(7) áóäåò ñòîÿòü ïîëèíîì, à ñëåâà, èç âèäà ôóíêöèè Ãðèíà G(x, ξ), �

ñóììà ïîëèíîìà è ïîëèíîìîâ, óìíîæåííûõ íà ýêñïîíåíòû. Òî åñòü, åñëè

q(x) = Qn(x), φ(x) = Tm(x) � ïîëèíîìû n-é è m-é ñòåïåíåé ñîîòâåò-

ñòâåííî, òî (7) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

Q(2)
n (x)(T1,m(x)e−2αx + T2,m(x)e−αx + T3,m(x)+

T4,m(x)eαx + T5,m(x)e2αx) = (Qn(x) + c)Tm(x), (8)

ãäå Ti,m(x) (i = 1, . . . , 5) � íåíóëåâûå ïîëèíîìû ñòåïåíåé, íå ïðåâîñõîäÿ-

ùèõ m, òàê êàê îíè âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Tm(x) íà ôóíêöèþ Ãðèíà. Åñëè ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (8) èñêàòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà φ(x) = Tm(x), òî φ(x) ≡ 0. Äðóãîãî

ïîëèíîìèàëüíîãî ðåøåíèÿ áûòü íå ìîæåò, òàê êàê â (8) âñå Ti,m(x) äîëæ-

íû îáíóëèòüñÿ, èíà÷å, â ñëó÷àå íåíóëåâîé ñòåïåíè m ìíîãî÷ëåíà Tm(x),

áóäåò îòñóòñòâîâàòü ðàâåíñòâî äëÿ ï.â. x ∈ [−1, 1]. Èç âñþäó ïëîòíî-

ñòè ìíîæåñòâà âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ â H ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äðóãîãî

(íåïîëèíîìèàëüíîãî è íåíóëåâîãî) ðåøåíèÿ â H óðàâíåíèå (4) äëÿ ëþ-

áîãî c ∈ [−‖T‖, ‖T‖] èìåòü íå ìîæåò. Â ðåçóëüòàòå, äëÿ ïðîèçâîëüíî

âçÿòûõ c ∈ [−‖T‖, ‖T‖] ðåçîëüâåíòà Rc(T ) ñóùåñòâóåò. À åñëè ó÷åñòü,

÷òî âñå òî÷êè èç C�[−‖T‖, ‖T‖] ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè äëÿ îïåðàòîðà

T , òî ðåçîëüâåíòà Rc(T ) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî c ∈ C.
Ýòîò æå ôàêò ìîæíî äîêàçàòü è ïî-äðóãîìó, à èìåííî:

Óðàâíåíèå (4) çàïèøåì â âèäå

q′′(x)M−1
0 φ− (q(x) + ν)φ = (c− ν)φ, (9)

ãäå φ = φ(x) ∈ H, c = −λ/α, ν >> 1. Òîãäà ìîæíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå

îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

Rν(T ) = c̃I, c̃ =
1

c− ν
,
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ãäå ðåçîëüâåíòà Rν(T ) ïðåäñòàâèìà â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ âñþäó â H ðÿäà

Íåéìàíà

Rν(T ) := − 1

q(x) + ν

(
I+

q′′(x)

q(x) + ν
M−1

0 +
( q′′(x)

q(x) + ν
M−1

0

)2
+ ...+

( q′′(x)

q(x) + ν
M−1

0

)n
+ ...

)
,

åñëè ν > 0 âçÿòü íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû∥∥∥ q′′(x)

q(x) + ν
M−1

0

∥∥∥ < 1.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ëþáîãî φ(x) ∈ H èìååì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå:

Rν(T )φ(x) = Ψ0(x)φ(x) + Ψ1(x),

ãäå

Ψ0(x) = − 1

q(x) + ν
,

Ψ1(x) = − 1

q(x) + ν

( q′′(x)

q(x) + ν
M−1

0 +
( q′′(x)

q(x) + ν
M−1

0

)2
+ ...

+
( q′′(x)

q(x) + ν
M−1

0

)n
+ ...

)
φ(x)

è Ψ0(x) ∈ C2[−1, 1], Ψ1(x) ∈ C[−1, 1], Ψ1(±1) = 0. À ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèÿ

Rν(T ) = c̃I ïîëó÷àåì

Ψ1(x)− 1

q(x) + ν
φ(x) =

1

c− ν
φ(x), φ(x) ∈ H,

îòêóäà è èç (4) ëåãêî âûâåñòè ðàâåíñòâî

(ν − c)
∞∑
i=1

( q′′(x)

q(x) + ν
M−1

0

)i
φ(x) = q′′(x)M−1

0 φ(x),

êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ (4) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ φ(x) ≡ 0 (èëè ï.â. φ(x) ≡
0) íà [−1, 1], òàê êàê ñëåâà ñòîèò âûðàæåíèå, çàâèñÿùåå îò ïðîèçâîëüíîãî

äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ν, à ñïðàâà ýòîãî ïàðàìåòðà íåò.
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Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð  L çàäà÷è Ðýëåÿ (1)-(2) íå ñîäåðæèò íè îäíîãî

ñîáñòâåííîãî ÷èñëà, òî åñòü äèñêðåòíîé åãî ÷àñòè.

Ïóñòü a0 = min
x∈[−1,1]

q(x), b0 = max
x∈[−1,1]

q(x). Òàê êàê ðåçîëüâåíòà Rc(T )

ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî c, òî îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê

[a0, b0] çàïîëíÿþò òîëüêî òî÷êè îñòàòî÷íîé ÷àñòè ñïåêòðà îïåðàòîðà T ,

à âíå ýòîãî îòðåçêà ðàñïîëîæåíû ëèøü ðåãóëÿðíûå òî÷êè.

Èòàê, (ï.â.) â äîñòàòî÷íî ìàëîé íåíóëåâîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè

x0 ∈ [−1, 1] ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ y(x) ∈ H âñâÿçè ñ èíòåãðàëüíîé íîð-

ìîé ïðîñòðàíñòâà H âåäåò ñåáÿ ïðèìåðíî êàê C(y(x), x0)(x− x0)γ(y(x),x0)

(C(y(x), x0), γ(y(x), x0) � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå îò ôóíê-

öèè y(x) è òî÷êè x0, γ(y(x), x0) > −1/2). À (ï.â.) â äîñòàòî÷íî ìà-

ëîé íåíóëåâîé îêðåñòíîñòè íóëÿ x̃0 ∈ [−1, 1] ôóíêöèè ϕ(x) = q(x) − c

(c ∈ [a0, b0]) âñâÿçè ñ ïðåäñòàâëåíèåì (6) ỹ(x) ∈ H âåäåò ñåáÿ ïðèìåðíî

êàê C(ỹ(x), x̃0)(x − x̃0)
γ(ỹ(x),x̃0)(q(x) − c) (C(ỹ(x), x̃0), γ(ỹ(x), x̃0) � äåé-

ñòâèòåëüíûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå îò ôóíêöèè ỹ(x) è òî÷êè x̃0, γ(ỹ(x), x̃0) >

−1/2). Òî åñòü, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c ∈ [a0, b0] îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåçîëü-

âåíòû Rc(T ) íå ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíîé â H (ñì. [2, c. 260-262]). Äðóãèìè

ñëîâàìè, ëþáîå ÷èñëî c ∈ [a0, b0] ïðèíàäëåæèò îñòàòî÷íîé ÷àñòè ñïåêòðà

îïåðàòîðà T . Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (6) è ñâîéñòâà À ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå

êîìïëåêñíîå ÷èñëî c /∈ [a0, b0] ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé îïåðàòîðà T .

Â ðåçóëüòàòå äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1 Ïóñòü q(x) � ìíîãî÷ëåí íåíóëåâîé ñòåïåíè òàêîé,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3), è  L � ñïåêòð çàäà÷è Ðýëåÿ (1)-(2). Òîãäà

 L ñîñòàâëÿþò âñå òî÷êè îòðåçêà ñ êîíöàìè, ðàâíûìè ÷èñëàì −αa0
è −αb0. Ïðè÷åì ýòîò îòðåçîê çàïîëíÿþò ëèøü òî÷êè îñòàòî÷íîé

÷àñòè ñïåêòðà.

Çäåñü a0 = min
x∈[−1,1]

q(x), b0 = max
x∈[−1,1]

q(x), α � âîëíîâîå ÷èñëî.

3. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ìåòîä, èçëîæåííûé â ðàáîòå, ìîæíî êîðîòêî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê
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ðåçîëüâåíòíûé. Ñïåêòð çàäà÷è Ðýëåÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîôèëü ñêîðîñòè

� ìíîãî÷ëåí, íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, à ñîäåðæèò ëèøü îñòàòî÷-

íóþ ÷àñòü ñïåêòðà. Ýòîãî è ñëåäîâàëî îæèäàòü, òàê êàê ðàññìàòðèâàòü

óñòîé÷èâîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ àáñîëþòíî êèíåìàòè÷åñêè

íå âÿçêîé æèäêîñòè (R =∞) íå ïðèõîäèòñÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Íàéìàðê Ì. À. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû /

Ì. À. Íàéìàðê. - Ì. : Ãîñ. èçäàò. òåõíèêî-òåîðåòè÷åñêîé ëèò.,

1954. - 352 ñ.

[2] Ñàäîâíè÷èé Â. À. Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ / Â. À. Ñàäîâíè÷èé. - èçä. 2 -

Ì. : Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1986. - 386 ñ.

7


