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Àííîòàöèÿ: Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñòåïåíè îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà êàê óãîäíî ìàëî èëè ïðîñòî
ñîâïàäàòü. Öåëü äàííîé ñòàòüè � ïîêàçàòü âëèÿíèå âçàèìíîãî ðàñïîëîæå-
íèÿ òî÷åê ñïåêòðà ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà çàäà÷è Äèðèõëå íà ïðÿìî-
óãîëüíèêå íà âîññòàíîâëåíèå ïî Ë. Êàðëåñîíó âîçìóùåíèÿ ýòîé ñòåïåíè â
ïðîñòðàíñòâå L2(Π).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Äèñêðåòíûé îïåðàòîð, ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð,
ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñïåêòð.

1 Ââåäåíèå

Ñóùåñòâóåò ðÿä ðàáîò, êîòîðûå ïîñâÿùåíû âîññòàíîâëåíèþ âîçìóùåííûõ
îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà èëè èõ ñòåïåíåé ïî ñïåêòðàëüíûì äàííûì. Íàïðèìåð,
[1] � [3]. Ýòî èññëåäîâàíèÿ, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå îá-
ðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è. Èõ ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü
(èëè îöåíèòü â òîé èëè èíîé ñòåïåíè) ôóíêöèþ âîçìóùåíèÿ p(x, y) (èëè
ïîòåíöèàë) ïî èçâåñòíûì ñïåêòðàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì âîçìóùåííîãî
îïåðàòîðà. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê ñïåêòðà íåâîçìóùåííîãî îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà èëè åãî ñòåïåíè èãðàåò â îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å ñó-
ùåñòâåííóþ ðîëü.

Èòàê, Π � ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a è b; ïðè ýòîì
a2

b2
= γ � èððà-

öèîíàëüíîå ÷èñëî.
Ðàññìîòðèì ñàìîñîïðÿæåííûé íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð T1, ïîðîæ-

äåííûé êðàåâîé çàäà÷åé Äèðèõëå: −4v = λv, v = 0 íà ãðàíèöå ∂Π. Çäåñü
4 � îïåðàòîð Ëàïëàñà, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð.

Ââåäåì îïåðàòîð Tβ =

∫ ∞
0

λβdE(λ) � îïåðàòîð Ëàïëàñà ñòåïåíè β çàäà-

÷è Äèðèõëå íà ïðÿìîóãîëüíèêå Π. Çäåñü E(λ) � ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå
åäèíèöû îïåðàòîðà T1; β > 0, λβ > 0 ïðè λ > 0.

Èçâåñòíî, ÷òî ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà Tβ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

λkl =
(π2k2

a2
+
π2l2

b2

)β
, k, l ∈ N, (1)

à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

vkl =
2√
ab

sin
πkx

a
sin

πly

b
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îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé èç L2(Π) èëè îðòî-

íîðìèðîâàííûé áàçèñ.
Ñ ó÷åòîì âûáîðà èððàöèîíàëüíûì ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà γ î÷åâèäíûì

ñòàíîâèòñÿ ôàêò, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà λkl äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàð èíäåêñîâ
k è l îäíîêðàòíû è ïîëîæèòåëüíû. Èõ ìîæíî íóìåðîâàòü îäíèì èíäåêñîì
ïî âîçðàñòàíèþ íà ÷èñëîâîé îñè.

2 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

r(k1, l1, k2, l2) = |λk1l1 − λk2l2 |,

ãäå λmp � ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà Tβ . Äîêàæåì ñëåäóþùåå ïðåäëî-
æåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1 Äëÿ ëþáîãî êàêîãî óãîäíî ìàëîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ñêîëüêî
óãîäíî ÷åòâåðîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (k1, l1, k2, l2) òàêèõ, ÷òî (k1 − k2)2 +
(l1 − l2)2 > 0 è

r2(k1, l1, k2, l2) < ε. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå íàòóðàëüíûõ k1, l1,
k2 è l2, äëÿ êîòîðûõ (k1 − k2)2 + (l1 − l2)2 > 0 è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

r(k1, l1, k2, l2) <
√
ε. (3)

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (1), íåðàâåíñòâî (3) ïåðåïèøåì â âèäå

|(k21 + γl21)β − (k22 + γl22)β | <
√
ε
( b
π

)2β
γβ ≡ ε0(γ). (4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fβ(γ; k1, k2, l1, l2) ôóíêöèþ (k21 + γl21)β − (k22 + γl22)β ïå-
ðåìåííîé γ ñ ôèêñèðîâàííûìè k1, k2, l1, l2 ∈ N ((k1 − k2)2 + (l1 − l2)2 > 0)
è β > 0:

fβ(γ; k1, k2, l1, l2) = (k21 + γl21)β − (k22 + γl22)β . (5)

Ïóñòü k2 > k1 è l1 > l2, òîãäà fβ(γ; k1, k2, l1, l2) ìîíîòîííà ïî γ, γ > 0, è

fβ(γ0; k1, k2, l1, l2) = 0 ïðè γ0 =
k22−k

2
1

l21−l22
; γ0 ∈ (0,∞) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ fβ(γ; k1, k2, l1, l2) = 0.
Ïóñòü â äàëüíåéøåì k1 + k2 = l1 + l2 è k2 > k1, l1 > l2. Î÷åâèäíî, ÷òî

γ0 = k2−k1
l1−l2 > 0. Åñëè ðàçíîñòè (k2 − k1) è (l1 − l2) îáîçíà÷èòü ÷åðåç p è q

ñîîòâåòñòâåííî, òî p è q ïðîáåãàþò âñå èëè ïî÷òè âñå ìíîæåñòâî N, ïðè÷åì
òàê, ÷òî åñëè p � ÷åòíîå (íå÷åòíîå), òî è q äîëæíî áûòü òîæå ÷åòíûì
(íå÷åòíûì); â òî æå âðåìÿ γ0 = p

q ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (Q̂+) ñ p è q îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî èç
ðàâåíñòâ k2 − k1 = p, l1 − l2 = q è k1 + k2 = l1 + l2 ñëåäóåò 2k2 − p = 2l1 − q,
òî åñòü p è q äîëæíû áûòü îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè.
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Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Q̂+ âñþäó ïëîòíî íà ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâè-
òåëüíîé ïîëóîñè R+ â åñòåñòâåííîé ìåòðèêå ρ(x, y) = |x − y|. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà p

q ñ p

è q ðàçëè÷íîé ÷åòíîñòè íàøëîñü ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî p̃
q̃ ñ

íå÷åòíûìè p̃ è q̃ è òàêèìè, ÷òî p
q è p̃

q̃ áóäóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà êàê

óãîäíî ìàëî. Òî åñòü ∀ε̃ ∀p1∀q1 (p1, q1 � íå÷åòíûå) ∀m ∈ Z\{0} ∃p̃ ∃q̃ (p̃, q̃
� íå÷åòíûå): ∣∣∣ p̃

q̃
− p1
q1
· 2m

∣∣∣ < ε̃. (6)

Ïóñòü m > 0, òîãäà ìîæíî âçÿòü q̃ = (2k+1)q1 (k ∈ N) äîñòàòî÷íî áîëüøèì,
óâåëè÷èâàÿ k, è p̃ = 2m(2k + 1)p1 + 1, ÷òî âûïîëíèòñÿ (6). Ïóñòü m < 0,
òîãäà âîçüìåì p̃ = (2k + 1)p1 (k ∈ N) äîñòàòî÷íî áîëüøèì, óâåëè÷èâàÿ k, è
q̃ = 2−m(2k+ 1)q1− 1, ÷òîáû âûïîëíèëîñü íåðàâåíñòâî (6). Òàêèì îáðàçîì,

Q̂+ âñþäó ïëîòíî â R+.
Èç íåïðåðûâíîñòè (ïî γ) ôóíêöèè fβ(γ; k1, k2, l1, l2) ñëåäóåò ñóùåñòâî-

âàíèå ïîëîæèòåëüíîãî δ = δ(ε0(γ0), γ0) òàêîãî, ÷òî

∀γ ∈ (γ0 − δ, γ0 + δ)⇒ |fβ(γ; k1, k2, l1, l2)| < ε0(γ0). (7)

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî γ0 ∈ Q̂+ fβ(γ0; k1, k2, l1, l2) = 0 è âûïîëíÿåòñÿ (7),
òî êàæäîå èððàöèîíàëüíîå γ > 0 ïîïàäåò õîòÿ áû â îäèí èç èíòåðâàëîâ
âèäà (γ0 − δ, γ0 + δ) ⊂ R+. Òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå k1, k2, l1, l2 ∈ N,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

γ0 =
k2 − k1
l1 − l2

, k1 + k2 = l1 + l2, k2 > k1, l1 > l2,

äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî (4), à, ñëåäîâàòåëüíî, è (2).
Îñòàåòñÿ òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ñêîëüêî óãîäíî ÷åòâåðîê íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë (k1, l1, k2, l2), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ (k1 − k2)2 + (l1 −
l2)2 > 0 è (2). Èòàê, ïóñòü γ̃ � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå èððàöèîíàëü-

íîå ÷èñëî. Òîãäà èç âñþäó ïëîòíîñòè Q̂+ â R+ â ëþáîé íåíóëåâîé îêðåñò-

íîñòè ÷èñëà γ̃ ñóùåñòâóåò ñêîëüêî óãîäíî ÷èñåë èç ìíîæåñòâà Q̂+. Ïðåäëî-
æåíèå äîêàçàíî.

Â ðåçóëüòàòå äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûì ñòàíîâèòñÿ ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1 Â ñëó÷àå èððàöèîíàëüíîãî γ =
a2

b2
ñóùåñòâóåò ñêîëüêî óãîä-

íî ïàð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà Tβ, â êîòîðûõ ýòè ÷èñëà îòëè÷àþò-

ñÿ äðóã îò äðóãà ìåíüøå íàïåðåä çàäàííîãî êàêîãî óãîäíî ìàëîãî ïîëîæè-

òåëüíîãî ε.

Â îáðàòíûõ çàäà÷àõ, èñïîëüçóþùèõ èíòåðïîëÿöèþ ïî Ë. Êàðëåñîíó
(ñì., íàïðèìåð, [2]), ôèãóðèðóåò ïàðàìåòð r0, îáîçíà÷àþùèé íàèìåíüøåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà. Â íàøåì ñëó÷àå îïå-
ðàòîðà Tβ . Ýòîò ïàðàìåòð èãðàåò íåìàëîâàæíóþ ðîëü è ðàáîòàåò, åñëè îí
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ñòðîãî áîëüøå íóëÿ. Íî èç ñëåäñòâèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå èððàöèîíàëü-
íîãî ïîëîæèòåëüíîãî γ äëÿ Tβ íà ïðÿìîóãîëüíèêå r0 ìîæåò áûòü òîëüêî
íóëåâûì. Â ñëó÷àå æå ðàöèîíàëüíîãî γ > 0 ïàðàìåòð r0 = 0 àâòîìàòè÷åñêè,
òàê êàê íåêîòîðûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà Tβ íåîäíîêðàòíû. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, èñïîëüçîâàòü "íàïðÿìóþ"âî âñåì ïðîñòðàíñòâå L2(Π) èíòåðïî-
ëÿöèþ ïî Ë. Êàðëåñîíó äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âîçìóùåíèÿ p(x, y) îïåðàòîðà
Tβ + Ip(x, y) íèêàê íåëüçÿ.

Êàê æå â òàêîì ñëó÷àå ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ âîçìó-
ùåííîé ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà? Êàê âîññòàíàâëèâàòü òàêîé îïåðàòîð?
Îäèí èç ñïîñîáîâ ýòî ñäåëàòü: ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó íå íà âñåì L2(Π), à
ñïðîåöèðîâàòü åå íà ïîäïðîñòðàíñòâî èç L2(Π), îïåðàòîð Tβ íà êîòîðîì íå
ñîäåðæèò "áëèçêèõ"ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, òî åñòü ìåíüøèõ îïðåäåëåííîãî çà-
äàííîãî r0 > 0. Òåîðåòè÷åñêè ïîñòðîèòü òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî äîñòàòî÷íî
ëåãêî. Äëÿ ýòîãî:
1) Ðàññìîòðåòü ñïåêòð S(Tβ) îïåðàòîðà Tβ .
2) Óäàëèòü èç S(Tβ) òå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, êîòîðûå ïîäõîäÿò ñïðàâà ê èìå-
þùåìóñÿ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî, íà ðàññòîÿíèå ìåíüøåå
çàäàííîãî r0 > 0. Åñëè ñëåäóþùåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî îòñòîèò îò èìåþùå-
ãîñÿ (íåóäàëåííîãî) íà ðàññòîÿíèè r0 èëè áîëüøå, òî åãî îñòàâëÿåì. È òàê
äàëåå ïî âîçðàñòàíèþ.
3) Îáúåäèíåíèå âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ èç L2(Π), ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ îñòàâøèìñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì è áóäåò èñêîìûì áåñêîíå÷íîìåðíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì.

3 Çàêëþ÷åíèå

Ìåòîä èíòåðïîëÿöèè ïî Ë. Êàðëåñîíó äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âîçìóùåííîãî
îïåðàòîðà Tβ , äåéñòâóþùåãî â L2(Π), íå ïðèìåíèì. Îäíàêî åãî ïðèìåíÿòü
ìîæíî, åñëè îãðàíè÷èâàòüñÿ äåéñòâèåì îïåðàòîðà Tβ íà ÷àñòè L2(Π), òî
åñòü íà íåêîòîðîì åãî ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîñòðîåííîì âûøå.
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