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1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ¾Êîíå÷íîå î áåñêîíå÷íîì¿ äàåòñÿ òåîðåìà ñ èñïîëüçîâàíèåì
¾òàáëè÷íîé¿, ¾äåíîòàòèâíîé¿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè, èìåþùàÿ òå æå ïî-
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ñëåäñòâèÿ, ÷òî è òåîðåìà Ã¼äåëÿ äëÿ ¾äîñòàòî÷íî áîãàòûõ¿ òåîðèé ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà [Torgashin, 2025, pp.16-27]. Îíà èìååò ñëåäóþùèå íåäîñòàòêè:

1. ýòî ïðîñòî íåïîëíàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê íóæíîìó ðåçóëü-
òàòó ñ ïîìîùüþ ðèñêîâàííîãî øàãà ïîòåðè ïîëíîòû èç-çà óòðàòû
îñòåíñèè èñ÷èñëåíèåì ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà (çàâåäîìî ïîë-
íàÿ òåîðèÿ) ñ ïîñëåäóþùèì å¼ âîññòàíîâëåíèåì â âèäå àêòóàëüíîãî
óêàçàíèÿ;

2. ýòî íå òåîðåìà Ã¼äåëÿ â áóêâàëüíîì ñìûñëå.

Â ýòîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Òàðñêîãî î íåâûðàçèìîñòè èñòèíû è òåîðåìû Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå äëÿ
àðèôìåòèêè Ðîáèíñîíà. Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèé ìåõàíèçì:

1. Òåîðèÿ T ìîæåò áûòü çàïèñàíà ðàçíûìè ñïîñîáàìè, èìåþùèìè íå
âçàèìîçàìåíÿåìûå ìåòîäèêè ïðî÷òåíèÿ.

2. Ïî äàííûì òåîðèè íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç çàïèñåé (îíè
âñå ñåìàíòè÷åñêè è ñèíòàêñè÷åñêè êîððåêòíûå) - ¾ïðàâèëüíàÿ¿, ñ
òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäèêè ïðî÷òåíèÿ.

3. Ðàçíûå ñïîñîáû ÷òåíèÿ çàïèñåé òåîðèè ìîãóò äàâàòü ïðîòèâîðå÷à-
þùèå äðóãó äðóãó èíòåðïðåòàöèè.

4. Íåâûðàçèìîñòü ¾ïðàâèëüíîé¿ çàïèñè ÷èñòî ôîðìàëüíûìè ñðåä-
ñòâàìè (áåç âíåøíåãî óêàçàíèÿ) ïðèâîäèò ê íåïîëíîòå ñàìîé T.

2 Ôîðìàëèçàöèÿ

T - ïðîèçâîëüíàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ îäíîé îáÿçàòåëüíîé ìåòààê-
ñèîìîé:

Àêñèîìà 2.1. Ëþáûå ñèìâîëû àëôàâèòà T ìîãóò áûòü çàìåíåíû ëþ-
áûìè äðóãèìè ñèìâîëàìè, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê êîëëèçèÿì.

Ýòî ýëåìåíòàðíîå òðåáîâàíèå, çàïðåò íà êîòîðîå ðàâíîñèëåí àáñóðä-
íîé îíòîëîãèçàöèè àëôàâèòà. Ïî÷åìó ìåòààêñèîìà, à íå ïðîñòî àêñèîìà?
Çàìåíå ïîäëåæàò, âîîáùå ãîâîðÿ, è ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû.
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Îïðåäåëåíèå 2.1. Íàçîâåì çàïèñüþ Si (i ∈ N) òåîðèè T ëþáóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ, äîñòàòîòî÷íóþ äëÿ åå èçëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Íàçîâåì êàíîíè÷åñêîé çàïèñüþ S0 òåîðèè T îäíó èç
åå çàïèñåé.

Êàíîíè÷åñêàÿ çàïèñü ïðîñòî ôèêñèðóåò îäíó ïðîèçâîëüíóþ èç íèõ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Íàçîâåì ÷òåíèåì Ri çàïèñè Si (i ∈ N) òåîðèè T
àëãîðèòì, ïðåîáðàçóþùèé Si â S0.

Î÷åâèäíî R0(S0) = id(S0).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü R - íåêîòîðûé àëãîðèòì. Íàçîâåì çàïèñü
Sj ðàñïîçíàííîé R, åñëè îíà ëèáî ïåðåâåäåíà â S0, ëèáî ïðèçíàíà íå T
(äèñêâàëèôèöèðîâàíà).

Îïðåäåëåíèå 2.5. Íàçîâåì ñóáãðàôåìîé ñèìâîëà àëôàâèòà T ãðàôè÷å-
ñêèå ñîñòàâëÿþùèå ýòîãî ñèìâîëà, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìåòîäèêà
ðàçäåëåíèÿ.

Ïðèìåðàìè ñóáãðàôåì ìîãóò ñëóæèòü îáà ñèìâîëà ðóññêîé Û, ëèòåðà
áåç äèàêðèòèêè è ñàìà äèàêðèòèêà, êëþ÷è èåðîãëèôà è ò.ï.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. T - ïðîèçâîëüíàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, äîïóñêà-
þùàÿ çàìåíó ñèìâîëîâ, ñ êàíîíè÷åñêîé çàïèñüþ S0. Òîãäà äëÿ T ìîæåò
áûòü ñîñòàâëåíî íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî çàïèñåé Si, i ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî êîíâåíöèîíàëüíî îãîâîðåííîãî êðàòíîãî
óâåëè÷åíèÿ âñåõ ñóáãðàôåì ñèìâîëîâ è èçìåíåíèÿ ëîêàöèè ñèìâîëîâ (íå
ñóáãðàôåì!) â çàïèñè. Íåîãðàíè÷åííîñòü êðàòíîñòè äàåò íåîãðàíè÷åííîå
÷èñëî ñèìâîëîâ è, êàê ñëåäñòâèå, çàïèñåé. Äëÿ óñòðàíåíèÿ îäíîîáðàçèÿ
ñèìâîëû ìîãóò ìåíÿòü çíà÷åíèÿ. Â ðàçíûõ çàïèñÿõ êðàòíîñòü ñóáãðàôåì
ðàçíûõ ñèìâîëîâ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé.

Ñèìâîë, êàê ìèíèìóì, ñîñòîèò èç îäíîé ñóáãðàôåìû: âñåãäà âîçìîæ-
íî ïðåîáðàçîâàíèå ÊÎÒ =⇒ ÊÊÎÎÒÒ. Ïðèìåðîì ðàçíîé ëîêàöèè ìîãóò
ñëóæèòü îáùåïðèíÿòûé è ïîëüñêèé ñòèëü íàïèñàíèÿ îïåðàöèé: 3 + 4 -
ýòî è 3 4 +, è + 3 4. Îäíàêî íèêòî íå ìåøàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèì-
âîëîâ ñ÷èòûâàòü èç êàêèõ óãîäíî ìåñò îò íà÷àëà çàïèñè.
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Ëåììà 2.1. T - ïðîèçâîëüíàÿ òåîðèÿ, äîïóñêàþùàÿ çàìåíó ñèìâîëîâ,
ñ çàïèñÿìè Si, i ∈ N. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i cóùåñòâóåò j ̸= i òàêîé, ÷òî
Si ̸= Sj è Ri(Si) ̸= Rj(Si), è Ri(Sj) ̸= Rj(Sj).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò åäèíûé êîíå÷íûé àëãîðèòì Rg, êî-
òîðûé ïåðåâîäèò âñå Sj â S0 èëè ïðèçíàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèì-
âîëîâ - íå çàïèñü T (äèñêâàëèôèöèðóåò).

Èñïîëüçóåì ìåòààêñèîìó 2.1. Äîñòàòî÷íî ââåñòè íîòàöèþ äëÿ íåêîòî-
ðîãî j, êîòîðàÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ Rg (ïðåäëîæåíèå 2.1), íàïðèìåð, ââåäå-
íèåì íîâûõ íåèçâåñòíûõ èäåíòèôèêàòîðîâ. Åñëè Rg óìååò ðàñïîçíàâàòü
âñå ýòè èäåíòèôèêàòîðû, òî îí ïåðåñòàåò áûòü êîíå÷íûì.

Åñòü ðîâíî äâà èñõîäà:

1. Rg - êîíå÷åí, ïîýòîìó ââåäåíèå íîâûõ èäåíòèôèêàòîðîâ, ïðèâîäèò
ê åãî ïîëîìêå, êîãäà îí íå ðàñïîçíàåò çàïèñü ñåìàíòè÷åñêè ïðèãîä-
íóþ äëÿ êëàññèôèêàöèè å¼ â êà÷åñòâå T.

Ïðîáëåìà îñòàíîâà ¾áåñêîíå÷íî¿ âûïîëíÿþùåãîñÿ àëãîðèòìà ðå-
øàåòñÿ äèàãíîñòèêîé ìíîãîêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ îäíèõ è òåõ æå
îïåðàöèé, êîòîðîå íåèçáåæíî èç-çà îáîþäíîé êîíå÷íîñòè àëãîðèò-
ìà è ñïèñêà äàííûõ.

2. Rg - áåñêîíå÷åí.

Äëÿ íà÷àëüíîãî ñåãìåíòà Rg äëèíû n îáîçíà÷èì ñóùåñòâîâàíèå
íåêîòîðîé íåðàñïîçíàííîé Sj êàê CRg(n) = 0 è CRg(n) = 1 êàê
íåñóùåñòâîâàíèå òàêîé Sj (1 < n ∈ N). ×òîáû èçáåæàòü ïîòåðè çíà-
÷åíèÿ CRg(n) äëÿ íåêîòîðûõ n ïî ïðè÷èíå îáðûâà àëãîðèòìà, áóäåì
ñ÷èòàòü çíà÷åíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n çíà÷åíèå ìàêñè-
ìàëüíîãî ïî äëèíå íà÷àëüíîãî ñåãìåíòà Rg, ïîääàþùåãîñÿ èíòåð-
ïðåòàöèè, íåäîñòðîåííóþ äëÿ îñìûñëåííîé èíòåðïðåòàöèè ÷àñòü
Rg ñ÷èòàåì èäåìïîòåíòíîé, íî ó÷àñòâóþùåé â ïîäñ÷åòå n.

Òîãäà, î÷åâèäíî, äëÿ äëÿ ëþáîãî n: CRg(n) = 0, è ïî ñâîéñòâàì
ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

lim
n→∞

CRg(n) = 0,

òî åñòü àëãîðèòì ëîìàåòñÿ è ïðè íåîãðàíè÷åííîì ââåäåíèè â íåãî
íîâûõ äàííûõ.
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Ñòîèò óòî÷íèòü íà ïðèìåðå ñïîñîá èíòåðïðåòàöèè Rg. Ëåã÷å âñåãî
ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñ áóëåâûìè âûðàæåíèÿìè. Íàïðèìåð, åñëè ýòî íåïðà-
âèëüíàÿ ôîðìóëà (a ∨ b) ∧ c ∧ (t∨, èíòåðïðåòàöèè ïîääàåòñÿ (a ∨ b) ∧ c,
à ∧(t∨ - íåäîñòðîåííàÿ ÷àñòü ôîðìóëû, èíòåðïðåòèðóåìàÿ êàê èäåìïî-
òåíòíàÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïîòåðè çíà÷åíèÿ íåêîòîðûìè íîìåðàìè
CRg(n).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî Sj - ýòî íå òåîðèÿ, è äàæå íå ïðåäèêàò, à ïðî-
ñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðîêó
ãðàôè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ ê Rg, êîòîðûé ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé çàïèñü èíñòðóêöèé.

Òðåáóåòñÿ ðàçúÿñíèòü òàêæå, ÷òî äèñêâàëèôèêàöèÿ çàïèñè T è ñáîé
àëãîðèòìà - íå îäíî è òî æå. Äèñêâàëèôèêàöèÿ - ýòî, êîãäà àëãîðèòì
òî÷íî óñòàíîâèë, ÷òî çàïèñü íå ñïîñîáíà âûðàæàòü òåîðèè, íàïðèìåð
ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå î êëåòêàõ è êðîëèêàõ. Ïîëîìêà àëãîðèòìà, êîãäà
àëãîðèòì çàâåðøèëñÿ, íå ïåðåâåäÿ Sj â S0.

Ìîæåò âîçíèêíóòü ñîìíåíèå: à ñóùåñòâóåò ëè íàñòîëüêî ñëîæíàÿ òåî-
ðèÿ, êîòîðàÿ ãàðàíòèðîâàííî íå áóäåò ðàñïîçíàâàòüñÿ ïðè èçìåíåíèè àë-
ôàâèòà.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñëîæíîñòè ñóùåñòâóåò ðàçíûé ïîðÿäîê ÷òåíèÿ, êî-
òîðûé íå îáÿçàòåëüíî ñëåâà íàïðàâî, è äàæå íå îáÿçàòåëüíî ñ ïåðâîãî
ñèìâîëà, òåõíè÷åñêè ïðåäñòàâèì è òàêîé, êîãäà ïåðâûì ÷èòàåòñÿ êàêîé-
íèáóäü 10243 ñèìâîë, ïîòîì 452 è äàëåå ïî ñõåìå. Ðå÷ü èäåò íå î ðà-
öèîíàëüíîñòè, à î òåõíè÷åñêîé âîçìîæíîñòè òàêîé çàïèñè. Ôðàãìåíòû
ìîãóò çàïîëíÿòüñÿ øóìîì èç õóäîæåñòâåííîé ëèòåðàòóðû è áðàòüñÿ èç
ðàçíûõ èñòî÷íèêîâ.

Îäíàêî âñ¼ ïåðå÷èñëåííîå - èçëèøíå, è áîëüøå äëÿ äèäàêòè÷åñêîé
óáåäèòåëüíîñòè â ãóìàíèòàðíîì êîíòåêñòå. Äîñòàòî÷íî òàêîãî êîíòðïðè-
ìåðà: ïóñòü òåîðèÿ Tπ ñîäåðæèò âñåãî îäíî ïðåäëîæåíèå t = π, ÷òîáû îíà
íå ðàïîçíàâàëàñü, äîñòàòî÷íî âçÿòü íåèñïîëüçîâàííûå èäåíòèôèêàòîðû
äëÿ t è äëÿ π, ïîòîìó ÷òî íà âõîä Rg ìîæåò áûòü ïîäàíà è òåîðèÿ Tπ, è
¾÷åïóõà¿ èç îäíîé ôîðìóëû. Ïðèãîäíîñòü åå â êà÷åñòâå Tπ îòäàåòñÿ íà
îòêóï ñåìàíòèêå.

Ïðîíóìåðóåì ðàçíûå àëãîðèòìû ÷òåíèÿ T â çàâèñèìîñòè îò çàïèñè
Sl, l ∈ N.

Òåîðåìà 2.1. Íå ñóùåñòâóåò îáùåé âàëèäàöèîííîé ôîðìóëû V T (l)
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òåîðèè T, êîòîðàÿ áû îïðåäåëÿëà ¾ïðàâèëüíûé¿ âûáîð ïàðàìåòðà l,
îïðåäåëÿþùåãî àëãîðèòì ÷òåíèÿ çàïèñè òåîðèè T.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî òàêàÿ ôîðìóëà V T (l) äëÿ T ñóùåñòâóåò.

Äîñòàòî÷íî èçìåíèòü ñïîñîá çàïèñè, ñîãëàñíî ëåììå 2.1, è ïîëó÷èòü
ïðîòèâîðå÷èå, òî åñòü ñèòóàöèþ, êîãäà ñåìàíòè÷åñêè êîððåêòíàÿ çàïèñü
T ñòàâèòñÿ â ñîîòâåñòâèå ¾ïðàâèëüíîìó¿ àëãîðèòìó, êîòîðûé åå íå ìî-
æåò ÷èòàòü.

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî V T (l) òåîðåìû 2.1 îïðåäåëÿåò ¾ïðà-
âèëüíûé¿ àëãîðèòì äëÿ òåîðèè T, à íå äëÿ åå çàïèñè. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà íàì íå íóæíî ïðåäñòàâëÿòü, êàê V T (l) ìîãëà áû ýòî äåëàòü, äîñòà-
òî÷íî ñàìîé íåâîçìîæíîñòè ôóíêöèè íà ÷èñòîì ñîïîñòàâëåíèè Dom è
Im.

Âîçíèêàåò ñîìíåíèå â ãðàíèöàõ ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû 2.1: íåëüçÿ
ëè ìåòîäèêó ÷òåíèÿ îïðåäåëèòü çàðàíåå, òåì áîëåå îíà ¾åñòåñòâåííàÿ¿
â âèäå ¾ñ îäíîãî êðàÿ ê äðóãîìó¿, è îñòàëüíîå óãàäàòü â ðàìêàõ êàêîé-
íèáóäü ýâðèñòèêè? Íà ýòî åñòü ñâîé êîíòðïðèìåð: äàæå åñëè ñóùåñòâóåò
ãëîáàëüíàÿ êàíîíè÷åñêàÿ çàïèñü òåîðèè, íåâîçìîæíî çàðàíåå çàïèñàòü è
óïîðÿäî÷èòü ïðèâÿçêó èäåíòèôèêàòîðà ê ïðåäìåòó ìàòåðèàëüíîãî ìè-
ðà. Çíàêîìñòâî ñî ñëîâîì ¾êîøêà¿ èëè ¾àïîñòðîô¿ íå èìååò ïîðÿäêà è
ó êàæäîãî ñâî¼, à åñòü åùå ¾ïîòîêîñöåïëåíèå¿ â ýëåêòðîìàãíåòèçìå è
ñèíîíèì ñëîâà ¾òâîðîã¿ ñðåäè ôåðìèîíîâ.

Òàêæå âîçíèêàåò ñîìíåíèå ¾À âäðóã òåîðèÿ T ñðàçó îðèåíòèðîâàíà
íà êàíîíè÷åñêóþ çàïèñü S0?¿. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îòäàòü âàëèäàöèîí-
íîé ôîðìóëå íîìåðà áåç íîìåðà S0, îíà áóäåò âûíóæäåíà âåðíóòü èëè
ïóñòîå ìíîæåñòâî, èëè íîìåð Sl è l ̸= 0. È òî è äðóãîå îïðîâåðãàåò ïðåä-
ïîëîæåíèå ¾ïðèðîäíîé àññîöèàöèè¿ T è S0.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Íàçîâåì ïàðàìåòð l, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèé èí-
òåðïðåòàöèþ òåîðèè, îñòåíñèâíûì ïàðàìåòðîì ýòîé òåîðèè.

Òåîðåìà 2.2 (Òàðñêîãî). Èñòèíà ôîðìóë T íåâûðàçèìà â çàïèñè òåî-
ðèè T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âçÿòü íåêîòîðóþ ôîðìóëó P(x) ñ îäíîé
ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, ïðèíàäëåæàùóþ òåîðèè T.
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Ïóñòü P (a) = True è P (b) = False â íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè, è ïî-
íèìàíèå P (a) êàê èñòèíû îïðåäåëåíî â çàïèñè T , íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òåîðåìå 2.1. Íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî ïåðåîáîçíà÷èòü a êàê b, ¾ïðàâèëü-
íîñòü¿ êîòîðîãî íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü â çàïèñè.

Ðàññìîòðèì àðèôìåòèêó Q Ðîáèíñîíà [Áóëîñ-Äæåôôðè, 1994, ñ.214].
ßçûê òåîðèè Q ñîäåðæèò êîíñòàíòó 0, îäíîìåñòíûé ôóíêöèîíàëü-

íûé ñèìâîë S (ñëåäîâàíèå), äâóìåñòíûå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû + è
·, à òàêæå äâóìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë <. Àêñèîìàìè Q ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

A1. ∀x ∀y (Sx = Sy → x = y)

A2. ∀x (0 ̸= Sx)

A3. ∀x (x ̸= 0 → ∃y (x = Sy))

A4. ∀x (x+ 0 = x)

A5. ∀x ∀y (x+ Sy = S(x+ y))

A6. ∀x (x · 0 = 0)

A7. ∀x ∀y (x · Sy = (x · y) + x)

A8. ∀x ∀y (x < y ↔ ∃z (Sz + x = y))

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü M = {0, 2, 4, 6, . . . } � ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Îïðåäåëèì íà M ñòðóêòóðó M:

0M,
SM(2n) = 2n+ 2,
(2a) +M (2b) = 2(a+ b),
(2a) ·M (2b) = 2(ab),
<M èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê <.
Òîãäà îòîáðàæåíèå φ : N → M , φ(n) = 2n, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì

ìåæäó N è M. Â ÷àñòíîñòè, M |= Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. φ áèåêòèâíî. Ïðîâåðèì ñîõðàíåíèå îïåðàöèé:

� φ(0N) = 0 = 0M.
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� φ(SN(n)) = φ(n+ 1) = 2n+ 2 = SM(2n) = SM(φ(n)).

� φ(a+N b) = 2(a+ b) = 2a+M 2b = φ(a)+M φ(b) ïî îïðåäåëåíèþ +M.

� φ(a ·N b) = 2(ab) = (2a) ·M (2b) = φ(a) ·M φ(b) ïî îïðåäåëåíèþ ·M.

� Ñîõðàíåíèå ïîðÿäêà î÷åâèäíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, M èçîìîðôíà N, à çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿåò òåì æå ïðåä-
ëîæåíèÿì, ÷òî è N. Òàê êàê N |= Q, òî M |= Q.

Òåîðåìà 2.3 (Ã¼äåëÿ). Ôîðìàëüíàÿ çàïèñü àðèôìåòèêè Q èëè ïðîòè-
âîðå÷èâà, èëè íåïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2.2 (Òàðñêîãî) â çàïèñè Q íåâîçìîæíî
îïðåäåëèòü, êàêàÿ ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ N èëè M, ïîýòîìó ñòðîãî ôîð-
ìàëüíîå îïðåäåëåíèå Q îêàçûâàåòñÿ íåïîëíûì.

Ïîïûòêà ââåñòè ýëåìåíòû îïðåäåëåíèÿ è N, è M íà îäíîé è òîé æå
ñèãíàòóðå ôàòàëüíî ïðèâîäÿò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Âîçíèêàåò ñîìíåíèå, à íåëüçÿ ëè èñïîëüçîâàòü ïàðû
{0M, 0N}, {SM, SN}, {+M,+N}, {·M, ·N}, {<M, <N} âìåñòå? Íî ýòî íå

ðåøàåò âîïðîñ ïîëíîòû, ïîòîìó ÷òî äëÿ ìîäåëè M ñóùåñòâóåò ñâîé àíà-
ëîã M óæå ñ å¼ ¾÷¼òíûìè ÷èñëàìè¿. Ïîïûòêà ââåñòè ýëåìåíòû îïðå-
äåëåíèÿ äâóõ ìîäåëåé, ÷òîáû îíè ¾âèäåëè¿ äðóã äðóãà è ¾íàçûâàëè¿
äðóã äðóãà, íå óñòóïàÿ äðóã äðóãó îáùíîñòè èíòåðïðåòàöèè Q, íåìèíó-
åìî ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ, ïîòîìó ÷òî ¾îäíî è òî æå ÷èñëî¿ äëÿ
ïåðâîé îêàæåòñÿ 64, à äëÿ âòîðîé 128.

Ïðîâåðèì ïîëíîòó, êàê â ñóäå ïðèñÿæíûõ:
Èñòèííî ëè 4 · 16 = 64 (÷åòûðå ðàç ïî øåñòíàäöàòü ÿáëîê)?
- Äà, èñòèííî.
- Ïîääàåòñÿ ëè ýòî ÷èñòî ôîðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ?
- Íåò, íå ïîääàåòñÿ.

3 Îñòåíñèâíàÿ ïðèðîäà

êëàññè÷åñêîé òåîðåìû

Ãåäåëåâà íóìåðàöèÿ - ýòî êàê ðàç ñïîñîá ÷èñòî ñèíòàêñè÷åñêîãî îïðå-
äåëåíèÿ. Åé ¾âñ¼ ðàâíî¿, îíà íóìåðóåò áåç îãëÿäêè, ïðîòèâîðå÷èò ýòî
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êàêîìó-òî ¾ïîíèìàíèþ¿ èëè íå ïðîòèâîðå÷èò. Ôîðìàëüíûé ñïîñîá îïðå-
äåëåíèÿ ¾ñëîìàëñÿ¿, êîãäà â íåãî ïîïûòàëèñü âëîæèòü âàëèäàöèîííóþ
ôîðìóëó, îáÿçàííóþ èìåòü â òî æå âðåìÿ ñåìàíòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Ìåõàíèçì äîêàçàòåëüñòâà ó Ãåäåëÿ ñëåäóþùèé: ôîðìóëà, âûðàæà-
þùàÿ íåâûâîäèìîñòü, âûíóæäåíà îáëàäàòü èñòèííîñòüþ, ïðè ýòîì èñ-
òèííîñòü èç-çà òðåáîâàíèÿ ïîëíîòû ïðåäïîëàãàåò âûâîäèìîñòü. Ñàìî ïî
ñåáå ýòî íå ñòðàøíî, íî Ãåäåëü íàøåë òàêóþ ôîðìóëó, êîòîðàÿ âûðàæàåò
íåâûâîäèìîñòü òîé æå ôîðìóëû [Áóëîñ-Äæåôôðè, 1993, ñ.233].

¾Âíóòðè ñåìàíòèêè¿ è ¾âíóòðè ñèíòàêñèñà¿ òàêîå ïðîòèâîðå÷èå íåâû-
ðàçèìî. Ãåäåëåâû íîìåðà gn(¬G) è gn(G), ñ ñèíòàêñè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ, - ïðîñòî íîìåðà, ìíîæåñòâà, â êîòîðûå îíè âêëþ÷åíû, - ïðîñòî
ìíîæåñòâà. Ïðîòèâîðå÷èå âîçíèêàåò òîëüêî ïðè ïåðåõîäå ê ñåìàíòèêå.

¾Âíóòðè ñåìàíòèêè¿ ôîðìóëû ¬G èG îäíîâðåìåííî ìîãóò ïîÿâèòüñÿ
â êà÷åñòâå èñòèííûõ ðàçâå ÷òî â ðåçóëüòàòå òåõíè÷åñêîé îøèáêè.

Ôîðìóëà Prov(x), îïðåäåëÿþùàÿ íîìåðà òåîðåì T, - ýòî ïîïûòêà âû-
ðàçèòü îáå âçàèìîèñêëþ÷àþùèå îñòåíñèè è îáîéòèñü îäíèì ñèíòàêñèñîì.
Ã¼äåëü îáÿçàë òåîðèþ îïðåäåëèòüñÿ ñèíòàêñè÷åñêè, íå äàâ âîçìîæíîñòè
¾çàãëÿíóòü çà êðàé¿ ïî Òàðñêîìó, è ãàðàíòèðîâàííî íàøåë òàêóþ ÷àñò-
íóþ ôîðìóëó, êîòîðàÿ âûðàæàåò íåâîçìîæíûé ñìûñë íà ýòó òåìó.

Îòêóäà òîãäà âîîáùå áåðóòñÿ ïîëíûå òåîðèè? Äëÿ ïîëíûõ òåîðèé íå
òðåáóåòñÿ ïðèâåäåíèÿ ê ÷èñòî ñèíòàêñè÷åñêîìó âèäó, îíî âñåãäà îò÷àñòè
ñåìàíòè÷åñêîå è èíòóèòèâíî ïîíÿòíîå, êîòîðîå ïîäàâëÿåò äðóãèå îïðå-
äåëåíèÿ â êà÷åñòâå ìàðãèíàëüíûõ. Àðèôìåòèêà îêàçàëàñü íå íàñòîëüêî
ïðîçðà÷íîé, å¼ îïðåäåëåíèå ïîøëî ïî ñòðîãî ôîðìàëüíîìó ïóòè ñîçäà-
íèÿ ïðîöåäóðû, ¾ïîëíîñòüþ¿ èçáàâëåííîé îò ñåìàíòè÷åñêîãî êîìïîíåí-
òà. Ýòîãî íå õâàòèëî äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû ôîðìàëèçàöèè, íî õâà-
òèëî ñ èçáûòêîì äëÿ ïîòåðè îñòåíñèè. Èìåííî òàêèå òåîðèè íàçûâàþòñÿ
¾äîñòàòî÷íî áîãàòûìè¿ äëÿ íåïîëíîòû. Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà è îñòàëüíûå ïîëíûå òåîðèè â äàííîì àñïåêòå ïðèíöèïèàëüíî
íå îòëè÷àþòñÿ îò àðèôìåòèêè, êðîìå òîãî, ÷òî îñòåíñèÿ òàì èíòóèòèâíî
ïîíÿòíà íà óðîâíå: ¾âîò ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü!¿. Èìåííî íà ýòîì ñòðîèëñÿ
ïåðâíà÷àëüíûé âàðèàíò òåîðåìû î íåïîëíîòå, íà êîòîðûé óêàçûâàëîñü
âî ââåäåíèè. Ïðàâèëà èãðû ¾Êðåñòèêè è íîëèêè¿ ìîæíî ñ÷èòàòü ïîë-
íîé òåîðèåé (äëÿ îãðàíè÷åííîãî èãðîâîãî ïîëÿ ìû çíàåì âñå êîìáèíàöèè
ðàññòàíîâêè îáîèõ ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû), íî îíà ñòàíåò íåïîëíîé, åñëè
ìû çàáóäåì, ÷òî òàêîå ¾êðåñòèêè¿ è ÷òî òàêîå ¾íîëèêè¿. Òîæå ñàìîå
ïðîèçîéäåò ïðè ïîûïòêå åå ñòðîãî ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ.

Êîðîòêî ðåçóëüòàò ýòîé ñòàòüè ìîæíî âûðàçèòü òàê: î ôîðìàëèçàöèè
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òåîðèè ñ îñòåíñèåé ãîâîðèòü íå èìååò ñìûñëà, ýòî íå îáùèé âèä, à òåîðèÿ
áåç îñòåíñèè - çàâåäîìî íå ïîëíà.

4 Èòîãè

Òðóäíî ïåðåîöåíèòü ãëóáèíó òåîðåìû Ãåäåëÿ è òåîðåìû Òàðñêîãî. Òå-
ïåðü ìû ïîíèìàåì, ÷òî èõ ¾ôèçè÷åñêèé ñìûñë¿ â èãðå òîãî, ÷òî âûðàæà-
åò, è òîãî, ÷òî ìîæåò âûðàçèòü. Ýòî îñíîâíîé ðåçóëüòàò òåîðèè ôîðìàëè-
çàöèè êàê òàêîâîé. Ïîíèìàíèå åãî ïðèðîäû è ñâÿçàííûõ ñ íåþ êîëëèçèé
äàåò âîçìîæíîñòü íàèáîëåå òî÷íûõ è áåçîïàñíûõ ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ.
Ýòî îñîáåííî àêòóàëüíî â ýïîõó èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, êîãäà àâ-
òîìàòèçàöèè ïîäëåæàò äàæå òâîð÷åñêèå ïàòòåðíû, êîòîðûå íåâîçìîæíî
ïðîâåðèòü àêòóàëüíûì ñîïîñòàâëåíèåì ñ ïðåäìåòíîé îáëàñòüþ.
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