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Î âû÷èñëåíèè ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë äèñêðåòíîãî
îïåðàòîðà ñ ÿäåðíîé ðåçîëüâåíòîé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

Ãàëåðêèíà

Å. Ì. Ìàëåêî1

Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ïðèáëè-
æåííî âû÷èñëÿòü ïåðâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà A ñ
ÿäåðíîé ðåçîëüâåíòîé. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïðèáëèæåí-
íîãî âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ýòîãî îïåðàòîðà åãî ðåçîëüâåíòà ìî-
æåò áûòü çàìåíåíà êîíå÷íîìåðíûì ìàòðè÷íûì îïåðàòîðîì. Ñîáñòâåííûå
÷èñëà ýòîãî îïåðàòîðà, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì Ãàëåðêèíà, ÿâëÿþòñÿ ïðèáëè-
æåííûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ðåçîëüâåíòû. Îáðàòíûå çíà÷åíèÿ ê íàé-
äåííûì ÷èñëàì � ïðèáëèæåííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà èñõîäíîãî äèñêðåòíîãî
îïåðàòîðà A. Â êîíöå ñòàòüè ïðèâåäåíû äâà ïðèìåðà, â êîòîðûõ íàéäå-
íû äîñòàòî÷íî òî÷íî ïåðâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ ñ
ÿäåðíîé ðåçîëüâåíòîé äâóìÿ ñïîñîáîìè: ìåòîäîì ñëåäîâ ðåçîëüâåíò, âû-

÷èñëåííûõ òî÷íî, è ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ãàëåðêèíà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ñîáñòâåííûå ÷èñëà, äèñêðåòíûé îïåðàòîð, ÿäåðíàÿ

ðåçîëüâåíòà.
Ââåäåíèå. Â ðàáîòå äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèö

Rn(A) ê ïåðâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ÿäåðíîé ðåçîëüâåíòû äèñêðåòíîãî
îïåðàòîðà A. "Ïðèáëèæàþùèå"ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà A ìàòðèöû Rn(A)
áóäåì ñòðîèòü ïî ìåòîäó Ãàëåðêèíà. Ïîêàæåì íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ,
÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ÿäåðíîé ðå-
çîëüâåíòû äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà, ÷òîáû ïðè äîñòàòî÷íûõ áîëüøèõ ðàç-
ìåðíîñòÿõ n ïðèáëèæàþùèõ ìàòðèö ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïîëó÷àòü ïåðâûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà.
1. Ñõîäèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðèáëèæàþùèõ ìàòðèöRn(A)

ê ïåðâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà A. Ïóñòü A
� äèñêðåòíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ÑÃÏ H := L2(a, b) è èìåþùèé òàì
ÿäåðíóþ ðåçîëüâåíòó; {λi}∞i=1 � íàáîð íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðà-
òîðà A, çàíóìåðîâàííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ìîäóëåé ñ ó÷åòîì àëãåáðàè÷åñêîé
êðàòíîñòè.
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Ïóñòü äàí ìàòðè÷íûé îïåðàòîð

Rn(A) = (bij)
n
i,j=1, bij = (R0(A)ϕi, ϕj),

ãäå R0(A) = A−1 � îáðàòíûé îïåðàòîð ê A, (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
â H, {ϕi}∞i=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (ÎÍÁ) â H. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ H ôóíêöèÿ R0(A)ϕ ∈ D(A) ⊂ H. Ìàòðè÷íûì
ïðåäñòàâëåíèåì îïðåäåëåííîãî è îãðàíè÷åííîãî íà âñåìH îïåðàòîðàR0(A)
ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, îïåðàòîð

R∞(A) = (bij)
∞
i,j=1,

à ñïåêòðàëüíûìè ñëåäàìè gk ê-é ñòåïåíè îïåðàòîðà R0(A) � ÷èñëà

gk =
∞∑
i=1

1

λki
.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ε > 0, ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k íàéäåòñÿ íàòó-

ðàëüíîå n, çàâèñÿùåå îò k, ÷òî∣∣∣ n∑
i=1

b
(k)
ii (n)− gk

∣∣∣ ≤ ε. (1)

Çäåñü b
(k)
ii (n) � ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè ê-é ñòåïåíè ìàòðèöû Rn(A).

Êðîìå òîãî, åñëè
1

|λN |
>

1

|λN+1|
, òî äëÿ êàæäîãî k ∈ {1, 2, ..., N}

∣∣∣µ(n)k −
1

λk

∣∣∣ ≤ ε (2)

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, n� N . Çäåñü µ
(n)
s � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàò-

ðèöû Rn(A), s = 1, 2, ..., n, çàíóìåðîâàííûå ïî óáûâàíèþ ìîäóëåé ñ ó÷å-

òîì àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî [1, òåîðåìà Ëèäñêîãî] ðàâíû ìàòðè÷íûé è ñïåê-
òðàëüíûé ñëåäû îïåðàòîðà R0(A) (ìàòðèöû R∞(A)):

∞∑
i=1

bii = g1.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå N1 òàêîå, ÷òî∣∣∣ ∞∑
i=N1+1

bii

∣∣∣ ≤ ε1
2
.

Ïî òîé æå òåîðåìå ðàâíû ìàòðè÷íûé è ñïåêòðàëüíûé ñëåäû ê-é ñòåïåíè
îïåðàòîðà R0(A) (ìàòðèöû R∞(A)):

∞∑
i=1

b
(k)
ii = gk.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî εk > 0 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå Nk òàêîå, ÷òî∣∣∣ ∞∑
i=Nk+1

b
(k)
ii

∣∣∣ ≤ εk
2
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî k ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå Nk, ÷òî∣∣∣ Nk∑
i=1

b
(k)
ii − gk

∣∣∣ ≤ εk
2
.

Îäíàêî, äëÿ êàæäîãî k ìîæíî íàéòè òàêîå áîëüøîå n = n(k), ÷òî∣∣∣ n∑
i=1

b
(k)
ii (n)−

Nk∑
i=1

b
(k)
ii

∣∣∣ ≤ εk
2
,

ïîýòîìó∣∣∣ n∑
i=1

b
(k)
ii (n)− gk

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ n∑
i=1

b
(k)
ii (n)−

Nk∑
i=1

b
(k)
ii

∣∣∣+ ∣∣∣ Nk∑
i=1

b
(k)
ii − gk

∣∣∣ ≤ εk
2
+
εk
2

= εk.

Ïîëàãàÿ εk = ε äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî k, çàâåðøàåì äîêàçà-
òåëüñòâî íåðàâåíñòâà (1).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà (2). Ïóñòü íàòóðàëüíîå N òà-

êîå, ÷òî
1

|λN |
>

1

|λN+1|
, à {si}∞i=1 � íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà√

(A−1)∗A−1. Ñâîéñòâà ÷èñåë si òàêîâû, ÷òî

si ≥ 0, si ≥
1

|λi|
, ψk(t) ≥

∞∑
i=t+1

1

|λi|k
,
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ψk(t) =
∞∑

i=t+1

ski , k ∈ N, t ∈ N ∪ {0}.

Ïî [2, òåîðåìà 1.1] ïåðâûå N êîìïîíåíò z
(n)
k ðåøåíèÿ ñèñòåìû

n∑
i=1

zmi = gm, m = 1, 2, ..., n, n� N,

óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå |z(n)k −wk| ≤ rn,k, wk = λ−1k , ãäå rn,k = (Cψ1(n))
1/νk →

0 ïðè n → ∞. Çäåñü νk � àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî ÷èñëà
λk, à êîíñòàíòà

C = 2|w1|νk−1e3ψ1(0)/|wN+1|(ψ1(0)/αN)
2ψ1(0)/|wN |,

ãäå

αN = min{|wk − wj| : |wk| ≥ |wN |/2, |wj| ≥ |wN |/2, wk 6= wj}.

Âèäèì, ÷òî êîíñòàíòà C çàâèñèò ëèøü îò ðàñïîëîæåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷è-
ñåë wi ÿäåðíîãî îïåðàòîðà A−1 è ñïåêòðàëüíîãî ñëåäà ïåðâîãî ïîðÿäêà
ψ1(0) > 0 îïåðàòîðà

√
(A−1)∗A−1, ïðè÷åì óâåëè÷åíèå ñëåäà ψ1(0) íà ëþ-

áîå îãðàíè÷åííîå δ > 0 âåäåò ê óâåëè÷åíèþ íà íåêîòîðîå îãðàíè÷åííîå
÷èñëî êîíñòàíòû C. Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ Sm(n) =

∑n
i=1 b

(k)
ii (n), ïî [2, òåîðåìà

1.1] ïåðâûå N êîìïîíåíò µ
(n)
k ðåøåíèÿ íîâîé ñèñòåìû (â òî æå âðåìÿ µ

(n)
k

� ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Rn(A))

n∑
i=1

zmi = Sm(n), m = 1, 2, ..., n,

áóäóò óäîâëåòâîðÿòü îöåíêå |µ(n)k − wk| ≤ r̃n,k, ãäå

r̃n,k = (C̃(ψ1(n) + ε(n)))1/νk,

C̃ = 2|w1|νk−1e3(ψ1(0)+ε̃)/|wN+1|((ψ1(0) + ε̃)/αN)
2(ψ1(0)+ε̃)/|wN |,

ε̃ = max
n>N

ε(n),
∣∣∣ n∑
i=1

s̃
(n)
i − ψ1(0)

∣∣∣ = ε(n).

Êâàäðàòû ÷èñåë s̃
(n)
i ≥ 0 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû

(Rn(A))
∗Rn(A), ãäå (Rn(A))

∗ � ìàòðèöà, ýðìèòîâî ñîïðÿæåííàÿ ê Rn(A):
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(Rn(A))
∗ = (Rn(A))

t. Î÷åâèäíî, ÷òî ε(n) → 0 ïðè n → ∞, ïîýòîìó è
r̃n,k → 0 ïðè n→∞.

Òàêèì îáðàçîì âèäèì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n íåðàâåíñòâî (2)
âûïîëíÿåòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
2. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ.

Íàéäåì ïåðâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îïè-
ñàííûõ â [2, ïðèìåðû 2 è 3], íî óæå èñïîëüçóÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà. Ìàòðèöà,
ïðèáëèæàþùàÿ ðåçîëüâåíòó, áóäåò ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ n ôóíêöèé
îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà èç H.
Ïðèìåð 1. Íà îòðåçêå [0,1] çàäàíî ÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà:

− xy′′ − y′ = λy (3)

ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì λ ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

y(x) îãðàíè÷åíî ïðè x→ 0, y(1) = αy′(1), α < 0. (4)

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð −xd2/dx2 − d/dx ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (4)
áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â L2(0, 1).

Âûáåðåì ÎÍÁ {yi(x)} ⊂ L2(0, 1), ñîñòàâëåííûé èç îðòîïîëèíîìîâ Ëå-
æàíäðà Pi(t), t = 2x − 1, äåëåííûõ íà èõ íîðìû. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è
(3)-(4) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

G(x, ξ) = G1(x, ξ) =

{
−α− ln ξ ïðè x ≤ ξ,

−α− lnx ïðè ξ ≤ x.

Äàëåå ñòðîèì ìàòðè÷íûé îïåðàòîð

Rn(A) = (bij)
n
i,j=1, bij = (R0(A)yi, yj),

R0(A)ϕ(t) =

∫ b

a

G(t, s)ϕ(s)ds,

è ïóñòü êîëè÷åñòâî ïåðâûõ ôóíêöèé èç ÎÍÁ áóäåò n = 10. Âû÷èñëÿÿ ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ìåòîäîì âðàùåíèÿ ßêîáè èëè
ìåòîäîì áèñåêöèè, âûäåëèì èç íèõ òðè íàèáîëüøèå ïî ìîäóëþ:
µ
(10)
1 = 2.5364733279074727311,

µ
(10)
2 = 0.24035372772217389528,

µ
(10)
3 = 0.078116666801071284655,

ïîýòîìó
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λ1 ≈ 1/µ
(10)
1 = 0.39424818270215168122,

λ2 ≈ 1/µ
(10)
2 = 4.1605345982231035791,

λ3 ≈ 1/µ
(10)
3 = 12.801365456958873898.

Ðåçóëüòàòû òîé æå çàäà÷è, íî óæå ìåòîäîì ñëåäîâ ñòåïåíåé ðåçîëüâåíò
(ñì.[2, ïðèìåð 2]):

z
(10)
1 = 2.5364733279074727295,

z
(10)
2 = 0.24035373403229174197,

z
(10)
3 = 0.077911068320642988917,
îòêóäà
λ1 ≈ 1/z

(10)
1 = 0.39424818270215168146,

λ2 ≈ 1/z
(10)
2 = 4.1605344889946627325,

λ3 ≈ 1/z
(10)
3 = 12.835146809751089072.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü íà îòðåçêå [0,1] çàäàíà ñëåäóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çà-
äà÷à:

yIV = λy (5)

ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì λ ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

y(0) = y′(0) = y(1) = y′(1) = 0. (6)

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð d4/dx4 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (6) ïóñòü äåé-
ñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1).

ÎÍÁ {yi(x)} ⊂ L2(0, 1) ñîñòàâëåí èç îðòîïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà Pi(t),
t = 2x− 1, äåëåííûõ íà èõ íîðìû, à ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è (5)-(6):

G(x, ξ) =


(ξ
2
− ξ2 + ξ3

2

)
x2 −

(1
6
− ξ2

2
+
ξ3

3

)
x3, x ≤ ξ,(x

2
− x2 + x3

2

)
ξ2 −

(1
6
− x2

2
+
x3

3

)
ξ3, ξ ≤ x.

Ñòðîèì ìàòðè÷íûé îïåðàòîð Rn(A) = (bij)
n
i,j=1 è, òàêæå êàê â ïðåäûäó-

ùåé çàäà÷å, ïóñòü êîëè÷åñòâî ïåðâûõ ôóíêöèé èç ÎÍÁ áóäåò n = 10. Ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ëþáûìè
ìåòîäàìè, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäîì âðàùåíèÿ ßêîáè èëè ìåòîäîì áèñåêöèè.
Íàèáîëüøèå ïî ìîäóëþ òðè ñîáñòâåííûõ ÷èñëà:
µ
(10)
1 = 0.0019977469340468297122,

µ
(10)
2 = 0.00026291317167458561327,
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µ
(10)
3 = 0.000068408002419678096201,

ïîýòîìó
λ1 ≈ 1/µ

(10)
1 = 500.56390174220071487,

λ2 ≈ 1/µ
(10)
2 = 3803.5370903277744093,

λ3 ≈ 1/µ
(10)
3 = 14618.172795999407658.

Ìåòîäîì ñëåäîâ ñòåïåíåé ðåçîëüâåíò íàèáîëüøèå ïî ìîäóëþ òðè ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñëà âû÷èñëåíû òàê (ñì.[2, ïðèìåð 3]):

z
(10)
1 = 0.0019977469340538862620,

z
(10)
2 = 0.00026291317235406293856,

z
(10)
3 = 0.000068410541891813517397,
îòñþäà
λ1 ≈ 1/z

(10)
1 = 500.56390174043259598,

λ2 ≈ 1/z
(10)
2 = 3803.5370804978477243,

λ3 ≈ 1/z
(10)
3 = 14617.630153864736086.

Âèäèì, ðåçóëüòàòû îáîèõ ìåòîäîâ î÷åíü ñõîæè.
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