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ÎÁ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÕ ÒÈÏÀ ÝÐÌÈÒÀ
È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ

Å. Ì. Ìàëåêî1

Àííîòàöèÿ: Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå êëàññà îïåðàòîðîâ òèïà

Ýðìèòà, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ýðìèòà. Èçó÷åíû èõ

ñâîéñòâà. Èìåþòñÿ ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñîáñòâåí-

íûå ôóíêöèè.

1. Ââåäåíèå

Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðîâ ñ çàðàíåå çàäàííûìè ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè ÿâëÿ-

åòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Ïóñòü â ñåïàðàáåëüíîì

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (ÑÃÏ) èìååòñÿ äâà îïåðàòîðà W+ è W−. Ñ ïîìîùüþ

ïåðâîãî ñòðîèòñÿ íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç ÑÃÏ, à âòîðîãî � òà

æå ñàìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íî òîëüêî â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Òîãäà èç ðàâåíñòâà

W−(ν + 1)W+ = I (èëè èç W+W−(ν) = I) ëåãêî âûðàæàåòñÿ äåéñòâóþùèé ÑÃÏ

îïåðàòîð òèïà Ýðìèòà.

2. Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà òèïà Ýðìèòà B̂

Ïóñòü â ÑÃÏ H:=Lω2 (−∞,∞),

ω = exp(−x2), äåéñòâóþò äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

W+ := g(x)
d

dx
+ f(x)I,

W−(ν) :=
g(x)

2ν

d

dx
,

(1)

ãäå ôóíêöèè f = f(x) è g = g(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ (−∞,∞) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ(f(x)
2

)′
g(x) = 1, (2)

îïåðàòîð I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, ν ∈ C/{0}. Îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïå-

ðàòîðîâ W−(ν + 1)W+ è W+W−(ν) ñîâïàäàþò è ôóíêöèè f è g òàêèå, ÷òî

D(W−(ν + 1)W+) = D(W+W−(ν)) = H, ãäå ÷åðòà íàâåðõó îçíà÷àåò çàìûêàíèå

ïî íîðìå â H.
1
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Îïðåäåëåíèå 1. Äåéñòâóþùèé â H îïåðàòîð B̂ òàêîé, ÷òî

D(B̂) = D(W−(ν + 1)W+) = D(W+W−(ν))

è íà Dν(B̂) := D(B̂) ∩ Tν ∀ν ∈ C/{0} âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî îïåðàòîðíûå

ðàâåíñòâà

2(ν + 1)(W−(ν + 1)W+ − I) = B̂ − 2νI = O,
2ν(W+W−(ν)− I) = B̂ − 2νI = O,

(3)

áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì òèïà Ýðìèòà. Çäåñü O � àííóëÿòîð â H,

Tν := {ϕ ∈ D(B̂) : (ν + 1)2(W−(ν + 1)W+ − I)ϕ = 0 ∧ ν2(W+W−(ν)− I)ϕ = 0}.

Äîêàæåì êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì îïåðàòîð-

íûå ïðîèçâåäåíèÿ

W−(ν + 1)W+ =
g

2(ν + 1)

d

dx

(
− g d

dx
+ fI

)
, (4)

W+W−(ν) =
(
− g d

dx
+ fI

)( g
2ν

d

dx

)
. (5)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî W−(ν + 1)W+ = I è W+W−(ν) = I íà Dν(B̂), âûðàæåíèå (4) óìíî-

æèì íà 2(ν + 1):

2(ν + 1)W−(ν + 1)W+ =

−g2 d
2

dx2
− gg′ d

dx
+ f ′gI+ fg

d

dx
= 2(ν + 1)I,

(6)

à âûðàæåíèå (5) � íà 2ν:

2νW+(ν − 1)W− = −gg′ d
dx
− g2 d

2

dx2
+ fg

d

dx
= 2νI. (7)

Èç (6) è (7), ñ ó÷åòîì ñèñòåìû (3), äëÿ ëþáîãî x ∈ (−∞,∞) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f ′(x)g(x)− 2 = 0. (8)

Â ðåçóëüòàòå èç (6) è (7) ïîëó÷èì:

O = 2(ν + 1)(W−(ν + 1)W+ − I) = −g2 d
2

dx2
+ g(f − g′) d

dx
− 2νI,

O = 2ν(W+W−(ν)− I) = −g2 d
2

dx2
+ g(f − g′) d

dx
− 2νI.

Ïðàâûå ÷àñòè ïîñëåäíèõ äâóõ îïåðàòîðíûõ ðàâåíñòâ ðàâíû. Èç íèõ ëåãêî âûäå-

ëèòü îïåðàòîð

B̂ := −g2 d
2

dx2
+ g(f − g′) d

dx
è êîððåêòíîñòü ââåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíà. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî

äëÿ ν = 2n, n ∈ N∪{0}, ìíîæåñòâà Tν � íåíóëåâûå (ñîáñòâåííûå) ïîäïðîñòðàíñòâà

â H.
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3. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà B̂

10. Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ν îïåðàòîðíîå ðàâåí-

ñòâî

B̂ = 2νI (9)

è ñèñòåìà {
2(ν + 1)(W−(ν + 1)W+ − I) = O,
2ν(W+W−(ν)− I) = O,

(10)

ýêâèâàëåíòíû íà ìíîæåñòâå âñåõ ôóíêöèé èç Dν(B̂) ⊂ H.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ôîðìóë (3) è

ñâîéñòâà 30.

20. Èìååì l(y) := p0y
′′ + p1y

′ + p2y � äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå (ñì. [2]),

ãäå y = y(x), p0 = p0(x), p1 = p1(x), p2 = p2(x). Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå y = cϕ,

ãäå ϕ = ϕ(x) � íåèçâåñòíàÿ, à c = c(x) � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ïîëó÷èì

p0(c
′′ϕ+ 2c′ϕ′ + ϕ′′) + p1(c

′ϕ+ cϕ′) + p2cϕ =

p0cϕ
′′ + (2p0c

′ + p1c)ϕ
′ + (p0c

′′ + p1c
′ + p2c)ϕ.

Ïóñòü

p0c = Q0, 2p0c
′ + p1c = Q′0, Q0 = Q0(x). (11)

Ïîñòðîèì äåéñòâóþùèé â H îïåðàòîð l̃ :

l̃ϕ :=
(
Q0ϕ

′)′ +Q1ϕ,

ãäå Q1 = p0c
′′ + p1c

′ + p2c, Q1 = Q1(x).

Èç (11):

2p0c
′ + p1c = p0c

′ + p′0c⇒
∫
dc

c
=

∫
p′0 − p1
p0

dx⇒

ln |c| =
∫
p′0 − p1
p0

dx⇒

c = exp
(∫ p′0 − p1

p0
dx
)
, (12)

ãäå

∫
p′0 − p1
p0

dx � ëþáàÿ èç ïåðâîîáðàçíûõ.

Âîçâðàùàÿñü ê îïåðàòîðó B̂, èìååì: p0 = −g2, p1 = g(f − g′), p2 = 0. Òîãäà,

ó÷èòûâàÿ f ′g = 2, ïîëó÷èì:

p′0 − p1
p0

=
g′ + f

g
=

1

2
f ′(g′ + f). (13)
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Èç (12) è (13):

c = exp
(1
2

∫
f ′(g′ + f)dx

)
,

ãäå

∫
f ′(g′ + f)dx � ëþáàÿ èç ïåðâîîáðàçíûõ.

Òàêèì îáðàçîì èìååì òîæäåñòâî

l(y) ≡ (l̃ ◦M)(y), (14)

ãäå M : y −→ 1

c
y = ϕ, è ôîðìàëüíîå ðàâåíñòâî l(y) = B̂y.

Èç òîãî, ÷òî îïåðàòîð l̃ (êàê è l) äåéñòâóåò â H, äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîñòè l̃

äîñòàòî÷íî ñóììèðóåìîñòè ïî H-íîðìå âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé Q0 è Q1, à äëÿ

ðåãóëÿðíîñòè � ñóììèðóåìîñòè ïî òîé æå íîðìå âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé
1

Q0

è Q1

(ñì. [2]).

Ëåììà 1. Ïóñòü c,
1

c
∈ H. Òîãäà èç òîãî, ÷òî y ∈ H1,2 = H

⋂
Lω1 (−∞; +∞)

ñëåäóåò ϕ ∈ H1,2 è îáðàòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:

‖ϕ‖1 = |(1/c, y)| ≤ ‖1/c‖‖y‖, ‖y‖1 = |(c, ϕ)| ≤ ‖c‖‖ϕ‖,

ãäå ‖ · ‖1, ‖ · ‖ � íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ Lω1 (−∞,+∞) è H ñîîòâåòñòâåííî; (·, ·) �
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H. Ïîýòîìó âêëþ÷åíèå y ∈ H1,2 äàåò âêëþ÷åíèå ϕ ∈ H1,2

è îáðàòíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü c,
1

c
∈ H. Òîãäà: 1) èç ñóììèðóåìîñòè ïî H-íîðìå

âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé
1

Q0

è Q1 ñëåäóåò ðåãóëÿðíîñòü îïåðàòîðà l̃ â H1,2, à â

ñëó÷àå D(B̂) ⊂ D(l̃) � è ðåãóëÿðíîñòü B̂ â òîì æå ïðîñòðàíñòâå; 2) èç ñóììè-

ðóåìîñòè ïî H-íîðìå âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé Q0 è Q1 ñëåäóåò ñàìîñîïðÿæåí-

íîñòü l̃ â H1,2, à â ñëó÷àå D(B̂) ⊂ D(l̃) � è ñàìîñîïðÿæåííîñòü B̂ â òîì æå

ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì H1,2 = H, ãäå ÷åðòà íàâåðõó îçíà÷àåò çàìûêàíèå ïî

íîðìå â H.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê c,

1

c
∈ H, òî èç ëåììû 1 ÿñíî, ÷òî îïåðàòîðû l̃ è

B̂ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äåéñòâóþùèìè â H1,2 ñ íîðìîé, èíäóöèðîâàííîé èç H.
Âñþäó ïëîòíîñòü H1,2 â H ñëåäóåò èç ïðèíàäëåæíîñòè ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ êàê

ïðîñòðàíñòâó H, òàê è ïðîñòðàíñòâó Lω1 (−∞,+∞). Ðåãóëÿðíîñòü è ñàìîñîïðÿæåí-

íîñòü îïåðàòîðà l̃ â H1,2 âûòåêàåò èç ñóììèðóåìîñòè âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé
1

Q0

,

Q0 è Q1 â H è ðàññìîòðåíèé â [2, c.180-185], à ðåãóëÿðíîñòü è ñàìîñîïðÿæåííîñòü

B̂ â òîì æå H1,2 � î÷åâèäíûì îáðàçîì èç ðåãóëÿðíîñòè è ñàìîñîïðÿæåííîñòè l̃,

ôîðìóëû (14) è âêëþ÷åíèÿ D(B̂) ⊂ D(l̃), åñëè îíî åñòü. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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30. Òåîðåìà 1. Ïóñòü äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà R1 ôóíêöèÿ

f = f(x) òàêàÿ, ÷òî Hn(f/2) ∈ H äëÿ ëþáîãî íîìåðà n. Òîãäà ìíîæåñòâà

{λn = 2n}∞n=0, (15){
ϕn = Hn

(f
2

)}∞
n=0

(16)

� íàáîðû ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðà-

òîðà B̂, äåéñòâóþùåãî â H; Hn(·) � ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòåí (ñì. [1, c.180]) îïåðàòîð B := − d2

dx2
+ 2x

d

dx
� êëàñ-

ñè÷åñêèé îïåðàòîð Ýðìèòà, äåéñòâóþùèé â H, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

BHn(x) = λnHn(x) ∀x ∈ (−∞,∞).

Òî åñòü {λn = 2n}∞n=0 è {yn = Hn(x)}∞n=0 � íàáîðû ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà B.

Èç óñëîâèÿ (2) äëÿ ôóíêöèé f(x) è g(x) ñëåäóåò, ÷òî

g(x) =
2

f ′(x)
, g

′
(x) = − 2f

′′
(x)

[f ′(x)]2
.

Òîãäà

B̂ = − 4

[f ′(x)]2
d2

dx2
+

2

f ′(x)

(
f(x) +

2f
′′
(x)

[f ′(x)]2

) d
dx
.

Ïîýòîìó

B̂Hn

(f
2

)
= − 4

[f ′ ]2

(1
4
H
′′

n

(f
2

)
(f
′
)2 +

1

2
H
′

n

(f
2
)f
′′
)
+

2

f ′

(
f +

2f
′′

[f ′ ]2

)1
2
H
′

n

(f
2

)
f
′
=

−H ′′n
(f
2

)
+ 2
(f
2

)
H
′

n

(f
2

)
, f = f(x).

Òî åñòü

B̂Hn

(f(x)
2

)
= −H ′′n

(f(x)
2

)
+ 2
(f(x)

2

)
H
′

n

(f(x)
2

)
. (17)

À òàê êàê

BHn(x) = −H
′′

n(x) + 2xH
′

n(x)

è

BHn(x) = λnHn(x) ∀x ∈ (−∞,∞),

òî ñ ó÷åòîì (17) ïîëó÷àåì

B̂Hn

(f(x)
2

)
= λnHn

(f(x)
2

)
∀x ∈ (−∞,∞).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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40. Èçâåñòíû ðàâåíñòâà (ñì. [1, c.193])

d

dx
Hn = 2nHn−1, Hn+1 = 2xHn − 2nHn−1. (18)

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì

Hn−1(x) =
1

2n

d

dx
Hn(x), Hn+1(x) =

(
− d

dx
+ 2xI

)
Hn(x). (19)

Òîãäà

Hn+1(x) = D+Hn(x), Hn−1(x) = D−(n)Hn(x), (20)

ãäå

D+ := − d

dx
+ 2xI, (21)

D−(n) :=
1

2n

d

dx
, n ∈ N. (22)

Â (20)-(22) çàìåíèì x íà
f(x)

2
, ãäå ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåî-

ðåìû 1. Òîãäà
d

dx
çàìåíèòñÿ íà − 2

f ′(x)

d

dx
, à îïåðàòîðû D+, D−(n) � íà îïåðàòîðû

W+, W−(n). Îòñþäà ïîëó÷àåì
Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f(x) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà

Hn+1

(f(x)
2

)
= W+Hn

(f(x)
2

)
, Hn−1

(f(x)
2

)
= W−(n)Hn

(f(x)
2

)
, n ∈ N,

� ôîðìóëû äëÿ ðåêóððåíòíîãî âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé Hn

(
f(x)
2

)
îïå-

ðàòîðà B̂.

Çàìå÷àíèå 1. Èç ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî Tν � ñîáñòâåí-
íûå ïîäïðîñòðàíñòâà â H îïåðàòîðà B̂, ν = 2n, n ∈ N ∪ {0}.

4. Ïðèìåðû îïåðàòîðîâ òèïà Ýðìèòà B̂

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ îïåðàòîðîâ òèïà Ýðìèòà, äåé-

ñòâóþùèõ â ÑÃÏ H:=Lω2 (−∞,∞). Òàê êàê âèä è ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ çàâèñèò

âî ìíîãîì îò âèäà è ñâîéñòâ ôóíêöèé f è g, êîòîðûå ìîæíî âûáèðàòü ñêîëüêî

óãîäíî (ëèøü áû âûïîëíÿëîñü äëÿ íèõ óñëîâèå (2)), òî êëàññ îïåðàòîðîâ òèïà

Ýðìèòà î÷åíü øèðîê. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ýòèõ îïåðàòîðîâ

íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî ôîðìóëàì (15) è (16).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü f(x) = 2x, òîãäà g(x) = 1. Îïåðàòîð B̂ ïðèíèìàåò âèä:

B̂ = B := − d2

dx2
+ 2x

d

dx
� êëàññè÷åñêèé îïåðàòîð Ýðìèòà.
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Ïðèìåð 2. Ïóñòü f(x) = 2arctgx, òîãäà g(x) = 1 + x2.

Îïåðàòîð B̂ ïðèíèìàåò âèä:

B̂ := −(1 + x2)2
d2

dx2
+ 2(1 + x2)(arctgx− x) d

dx
.

Åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè: Hn(arctgx), n ∈ N ∪ {0}.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü f(x) = ln(2 + x2). Òîãäà g(x) = (2 + x2)/x. Îïåðàòîð B̂

ïðèíèìàåò âèä:

B̂ := −
(2 + x2

x

)2 d2
dx2

+
2 + x2

x

(
ln(2 + x2)− x2 − 2

x2

) d
dx
.

Åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè: Hn(ln
√
2 + x2), n ∈ N ∪ {0}.

5. Î ãîìåîìîðôèçìå ïðîñòðàíñòâ H è Hω1,α,β

Ïóñòü f̃(x) ∈ H :=Lω2 (−∞,+∞) , ω = exp(−x2). Òî åñòü∫ ∞
−∞
|f̃(x)|2e−x2dx <∞. (23)

Ïóñòü â (23) x =
f(t)

2
, ôóíêöèè f(t) è g(t) âõîäÿò â äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðà-

òîðû (1) è ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (2). Ïðè ýòîì f ′(t) çíàêîïîñòîÿííà íà (α, β) è

f(t)→ −∞ ïðè t→ α + 0 è f(t)→∞ ïðè t→ β − 0. Çàìåòèì, ÷òî α ìîæåò áûòü

êàê êîíå÷íûì ÷èñëîì, òàê è ðàâíÿòüñÿ −∞, òàê æå è β � êîíå÷íîå ÷èñëî èëè ∞.

Òîãäà (23) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

1

2

∫ β

α

∣∣∣f̃(f(t)
2

)∣∣∣2e− f2(t)
4 f

′
(t)dt <∞. (24)

Ïóñòü h(t) ∈ Hω1,α,β:=Lω1
2 (α, β) , ãäå ω1 = 1

2
exp

(
− f2(t)

4

)
f ′(t). Èç ìîíîòîí-

íîñòè ôóíêöèè f(t) ñëåäóåò, ÷òî t = f−1(2x) � òàêæå ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíî-

äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà (−∞,∞). Ïîíÿòíî, ÷òî s(x) = h(f−1(2x)) ∈ H:∫ ∞
−∞
|s(x)|2e−x2dx =

∫ ∞
−∞

∣∣h(f−1(2x))∣∣2e−x2dx =
1

2

∫ β

α

|h(t)|2e−
f2(t)

4 f
′
(t)dt <∞.

(25)

Ïîýòîìó î÷åâèäåí èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ H è Hω1,α,β. Ïðè ýòîì èç ðàâåíñòâ

1

2

∫ β

α

Hn

(f(x)
2

)
Hm

(f(x)
2

)
e−

f2(x)
4 f ′(x)dx =

∫ ∞
−∞

Hn(u)Hm(u)e
−u2du = δnm
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ñëåäóåò, ÷òî

ψn(x) =
Hn

(f(x)
2

)
‖Hn

(f(x)
2

)
‖ω1

, n ∈ N ∪ {0},

îáðàçóþò ÎÍÁ â Hω1,α,β, ‖ · ‖ω1 � íîðìà â Hω1,α,β, δnm � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Èç

ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ëåáåãà íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

G(f̃) : H 3 f̃(x) 7→ f̃
(f(t)

2

)
∈ Hω1,α,β

íå òîëüêî áèåêòèâíî è èçîìîðôíî, íî åù¼ è íåïðåðûâíî âìåñòå ñî ñâîèì îáðàòíûì,

åñëè çà ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâ H è Hω1,α,β áðàòü ëþáûõ ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ

ôóíêöèé, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü.

Ïîêàæåì íåïðåðûâíîñòü. Ïóñòü ôóíêöèè f̃n îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü â H è f̃ ∈ H, ïðè÷¼ì ‖f̃n − f̃‖ω → 0 ïðè n → ∞, òîãäà èç (24)

‖hn−h‖ω1 → 0, ãäå hn(t) = f̃n(
f(t)
2
), h(t) = f̃(f(t)

2
), ‖·‖ω � íîðìà â H. Åñëè ôóíêöèè

hn îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â Hω1,α,β è h ∈ Hω1,α,β, ïðè÷¼ì

‖hn − h‖ω1 → 0 ïðè n → ∞, òî èç (25) ‖f̃n − f̃‖ω → 0, ãäå f̃n(y) = hn(f
−1(2y)),

f̃(y) = h(f−1(2y)). Òàêèì îáðàçîì, G � ãîìåîìîðôèçì.

6. Îïåðàòîð B̂ â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Hω1,α,β

Ïóñòü ôóíêöèÿ f̃(x) � íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà R1, èìåþùàÿ òàì

æå çíàêîïîñòîÿííóþ ïðîèçâîäíóþ.

Îïåðàòîð B̂ äåéñòâóåò â Hω1,α,β.

Åñëè f̃(t) ∈ D(B̂) ⊂ Hω1,α,β, òîãäà f̃(f−1(2x)) = h(x) ∈ D(B) ⊂ H:

∞ >
1

2

∫ β

α

|f̃(t)|2e−
f2(t)

4 f
′
(t)dt =

∫ ∞
−∞
|h(x)|2e−x2dx.

B := − d2

dx2
+ 2x

d

dx
� îïåðàòîð Ýðìèòà (ñì., íàïðèìåð, [1]), äåéñòâóþùèé â H

(íàïîìíèì, ÷òî B = B̂, åñëè f(x) = 2x). Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (2), èìååì

Bf̃(f−1(2x)) = −
( 4f̃

′′
(t)

(f ′(t))2
− 4f̃

′
(t)f

′′
(t)

(f ′(t))3

)
+ 2f(t)

f̃
′
(t)

f ′(t)
= . . .

. . . =
(
− 4

(f ′(t))2
d2

dt2
+

2

f ′(t)

(
f(t) +

2f
′′
(t)

(f ′(t)2)

) d
dt

)
f̃(t) =

=
(
− g2(t) d

2

dt2
+ g(t)

(
f(t)− g′(t)

) d
dt

)
f̃(t) = B̂f̃(t).

Òî åñòü H 3 Bf̃(f−1(2x)) = B̂f̃(t) ∈ Hω1,α,β, ω1 =
1
2
e−

f2(t)
4 f

′
(t), t ∈ (α, β), x = f(t)

2
∈

(−∞,∞).
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Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå îïåðàòîðà B̂ â Hω1,α,β ìîæíî çàìåíèòü íà äåéñòâèå

îïåðàòîðà B â H, òîëüêî âìåñòî f̃(t) ∈ D(B̂) ⊂ Hω1,α,β áðàòü f̃(f−1(2x)) = h(x) ∈
D(B) ⊂ H. Ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ v(t) = B̂f̃(t) òîãäà ðàâåí Bh(x) = w(x) = w

(f(t)
2

)
,

òî åñòü v(t) = w
(f(t)

2

)
. Èòàê, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ x = f(t)
2

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (2), íî òîëüêî

íà ïðîìåæóòêå (α, β), ïðè÷¼ì f ′(t) çíàêîïîñòîÿííà íà (α, β) è f(t) → −∞ ïðè

t→ α+0 è f(t)→∞ ïðè t→ β−0. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f̃(t) ∈ D(B̂) ⊂ Hω1,α,β

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

H 3 Bf̃(f−1(2x)) = B̂f̃(t) ∈ Hω1,α,β.

Çäåñü ω1 =
1
2
e−

f2(t)
4 f

′
(t). ×èñëî α ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì, òàê è ðàâíÿòüñÿ

−∞, òàê æå è β � êîíå÷íîå ÷èñëî èëè ∞. À ìíîæåñòâà

{λn = 2n}∞n=0,{
ϕn = Hn

(f(t)
2

)}∞
n=0

� íàáîðû ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äèñ-

êðåòíîãî îïåðàòîðà B̂, äåéñòâóþùåãî â Hω1,α,β; Hn(·) � ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà.

7. Ïðèìåðû âûáîðà âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Hω1,α,β

è ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ B̂, äåéñòâóþùèõ â íèõ

Â íèæåñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ ñïåêòðîì ïðåäñòàâëåííûõ òàì îïåðàòîðîâ ÿâëÿ-

þòñÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà λn = 2n, n = 0, 1, 2, ...

Ïðèìåð 1. Ïóñòü (α, β) � ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë êîíå÷íîé äëèíû, α < β. Ôóíê-

öèÿ f(t) = tg(c · t+ d), c > 0, òàêàÿ, ÷òî

1) f
′
t =

c

cos2(c · t+ d)
íåïðåðûâíà íà (α, β),

2) lim
t→α+0

tg(c · t+ d) = −∞,

3) lim
t→β−0

tg(c · t+ d) = +∞
è ïðè ýòîì t ∈ (α, β). Òîãäà èç tg(c · α + d) = tg(−π

2
), tg(c · β + d) = tg(π

2
) è

ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû c · α + d = −π
2
, (= −π

2
+ πk, k ∈ Z),

c · β + d =
π

2
, (=

π

2
+ πk, k ∈ Z),

íàéä¼ì c è d. Òàêèì îáðàçîì, f(t) = tg
( π

β − α
· t+ π

2
· α + β

α− β

)
, t ∈ (α, β) è îïåðàòîð

B̂ := − π2

(β − α)2
cos−4

( π

β − α
·t+ π

2
· α + β

α− β

) d2
dx2

+
π

β − α
cos−2

( π

β − α
·t+ π

2
· α + β

α− β

)
·
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·

(
tg
( π

β − α
· t+ π

2
· α + β

α− β

)
− 2π2

(β − α)2
sin
( π

β − α
· t+ π

2
· α + β

α− β

)
cos3

( π

β − α
· t+ π

2
· α + β

α− β

)) d

dx

äåéñòâóåò â Hω1,α,β,

ω1 =
π

2(β − α)
e
− 1

4
tg2

( π

β − α
· t+ π

2
· α + β

α− β

)
· cos−2

( π

β − α
· t+ π

2
· α + β

α− β

)
.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè: Hn

(1
2
tg
( π

β − α
· t+ π

2
· α + β

α− β

))
, n ∈ N ∪ {0}.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü f(t) = ln t, α = 0, β = +∞. Òîãäà îïåðàòîð

B̂ := − 4

t2
d2

dt2
+

2

t

(
ln t+

2

t2

) d
dt

äåéñòâóåò â Hω1,0,+∞, ω1 =
1

2t
e−

ln2 t
4 .

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè: Hn

(
1
2
ln t
)
, n ∈ N ∪ {0}.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü f(t) = t2k−1, α = −∞, β = +∞. Òîãäà îïåðàòîð

B̂ := −1

4
(2k − 1)2 · t4k−4 d

2

dt2
+

1

2
(2k − 1) · t4k−5

(
t2 − 2k2 + 3k − 1

) d
dt

äåéñòâóåò â Hω1,−∞,+∞, ω1 =
1

2
(2k − 1) · t2k−2 · e−

t4k−2

4 .

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè: Hn

(
1
2
t2k−1

)
, n ∈ N ∪ {0}.
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