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Единственное представление трех натуральных чисел,  

abc-гипотеза и ограничения по z 
 

АННОТАЦИЯ. Приводится доказательство Теоремы о единственном представ-

лении, из которой выводится abc гипотеза.  

 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: единственное представление, общий простой  делитель, 

примитивная тройка, хитовая тройка.  

 

ВВЕДЕНИЕ. Любое натуральное число  является комплексным. Поэтому zC

используя формулу Муавра из уравнения yx zA B C   (1), где  

F, , , , ,A B C x y z ,; 0   можно вывести такой многочлен '( ),z  корни которо-

го обладали бы теми же свойствами, что и неизвестные , ,A B C  в уравнении (1). 

Многочлен из (1)  противоречит Основной теореме алгебры [1], ( , ,F A B , , , )C x y z

которая требует многочлена от одной переменной. Если возможно преобразова-

ние ( , , , , ( ),, ) 'F A B C x y F zz   то  уже удовлетворяет Основной теореме '( )F z

алгебры.  

;nИз Основной теоремы арифметики [2] вытекает, что любое число   

0  можно представить в виде ,n  где ;  . 0  В зависимости от  и n   

произвольное число n можно представить по-разному. Поэтому в общем виде 

представление любого натурального числа всегда следует считать неопределе-

ным. Если 1,   то такое представление натурального числа следует считать 

единственным. Все натуральные числа имеют единственное представление. Все 

простые числа представлены только единственно. 

 

ДЕТЕРМИНАЦИЯ. Любые три числа , , ,yx zA B C  удовлетворяющие уравне-

нию  (1), не имеющие общего простого дел ;zителя, где , , , , ,A B C x y   

0 , можно представить в вид сел , , ,a b cе трех чи     не имеющих общего про-

стого делителя  и удо хвлетворяющи  ,a b c     где , , , , , 0a b c 0 ,      
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так, чтобы , , ; , , , .x ,y z a b c CA B    Если 1,   то такое представление тройки 

натуральных чисел следует считать единственным. 

Назовем единственным представлением трех чисел , ,y z ,xA B C  упорядочен-

ных по возрастанию, не имеющих общего простого делителя и удовлетворяющих 

(1), такое представление, при котором выполняются  следующие равенства: 

,  y x,  xA a B b  zC c (2). При 1   это эквивалентно ,A a  

,  y .zC c  Причем b c  удоB b  , ,a влетворяют a ,cb    не имеют общего про-

стого делителя, то есть взаимно просты и являются abc тройкой. Дальше мы бу-

дем рассматривать только упорядоченные по возрастанию и взаимно простые 

натуральные числа  , , .a b c

Назовем хитовой тройкой три числа , , ,a b c  не имеющие общего простого 

делителя, удовлетворяющие  и неравенству  (3).  Двойка чи-a b c   rad( )с abc

сел также может быть хитовой, если выполняется следующее неравенство: ,a b  

rad(a b  (4).  ( ))ab a b 

Назовем примитивной тройку упорядоченных по возрастанию  чисел , , ,A B C  

не имеющих общего простого делителя, удовлетворяющих уравнению (1), урав-

нению a b c   и неравенству  < rad( )с abc . Двойка чисел ,a b  также может быть 

примитивной, ес олняется следующ ство: rad( ))a b a bли вып  неравенее (ab    (5).  

Ес рли в у авнении (1) числа , ,A B C  не имеют общего простог  делителя, то о

они либо примити либо третьего не дано. В противном случае, вны, хитовы, 

,A ,B C  имеют общий простой дел (6).  итель 

 

ТЕ НИИ. Единственное представление ОРЕМА О ЕДИНСТВЕННОМ ПРЕДСТАВЛЕ

трех  ,, ,yx zA B C    чисел не имеющих общего простого делителя и удовлетво-

ряющих уравнению (1), в виде трех чисел ,  ,  ,a b c  не имеющих общего про-

стого делит оряющих уравнению ,a b cеля и удовлетв    исключает хитовость 

тройки чисел ,  ,  .a b c    

 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что нам неизвестно, как представлены 

числа , ,yx zA B C  в (1). Тогда хитовые тройки существуют (7). Во всяком случае 

из (1             ) вытекает следующее строгое равенство:                                                                
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                                                     1.
xz

C
A B y

                                                 (8)  

 

Если   , ,x yА B      то и zC  . Если   это вещественная часть ком-

плек ногос  числа     i    , то zC   при условии, что 0;  0.    Если 

;  z    , то корень z ой степени из   является решением уравнения zC  . 

Если 0,с   то сущ но z  х корней zествует ров различны ой степени из , так что 

 

можно записать, используя формулу Муавра [3]: 

 

2 222 2 2 2(cos sin ) zz zC i
z z

(cos sin ).i
z z

                 
 
(9) 

  

Здесь − модуль ; arg   − главное значение Arg ;   0,  1,2,  ... , –1z       

10 –z   или: –1z   (10).  

 ;  0;  , , , , , ,yxA B A B C x y z    В случае, когда  (9) приобретает следую-

щий 

 

вид: 

2 2(cos sin )     C

Arg
Mod Arg Mod ( ) M

Mo

od '( ).

d

yz x i
z z

C
С C C

A B

C F C F z

C

z

    

                         



      

 




                     
(11)  

 

некоторый многочлен, два корня которого отвечают



В (11) ( )F z  за свойства  

пары чисел в уравнении Прозводный от него многочлен дает  ,a b   .a b c   '( )F z

три корня,   отвечают ва тройки чисел , ,a b c  в том же .  

ние

им м  (11) на

которые  за свойст уравнении

Уравне  (9) может быть эквивалентно (1) в случае Arg 1.C   Поэтому вна-

чале определ  ( )F z . Подели  Mod yz xC A B  и учтем (8), получим: 

 

   2 2(cos sin ) Arg ( ).                   

A gr
z z

C

1 i C F z                              (12)  

ыражение (12) эквивалентно следующей системе: 



 

В
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2cos 1,

2sin 0.

z

z

 

 







 

 
                                                                                                           (13)  

Из (13) имеем:

 

 ( )2 / 2z     (14). Умножив обе стороны (14) на нахо- ,z  

дим: ( ) 2 –z    (15). Поде  уравнения (15) на 2 ,лив обе части   получим:  

/ 2  –z    (16). Поскольку ,  z   должно быть кратно 2  

 

или  0. Ина-

 Отметим, что

 равно

0че нет решений уравнения (16) на .     следует из 

2 2/cos     при 0,   так как в данном случае 2/ / 1,cos        и 

0.   в левую часть (16) 2 , Поэтому подставляя    получим: – 2 0n    (17). 

овки (10) в (17)  
2 – 3) 2 0(F z zzПосле подстан  имеем:    ( . Этот многочлен 

можно записать  иначе: 

       

18)

 

  
2

– 3 2 ( 1) ( 2) rad(
yx

x y

B ).F z z z z z A ab ab

A B

          (19)                   

 

Если в уравнении a b c  числа упорядочены по возрастанию и взаимно  ,a b  

просты, то и также упорядочены  возрастанию и взаимно просты. Поэто- , ,a b c   по

му из вытекает, что: 

 

                

 (19) 

( 2) ( 3) rad( ).yx z

y
z z A B C abc abc ' ( 1)

x z

F z z

A CB

                              (20)  

 

С учетом (20) преобразуем теперь (11), возведя в степень :  

                                z

                                              
 

равнение (21) является иррациональным. Произведем замену переменных в 

(21)  только если 

выпо

z

 

         (21)  ( ) '( ) .yz xC A B F z  

У

согласно  (2) и учитывая, что иррациональность преодолевается

лняется 1,z    то ес оче-ть при единственном представлении, получим 

видное (22).  неравенство: (с )a b abc 

Чтобы (22) удовлетворяло (21), необходимо ввести коэффициент ,K  с уче-
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том которого неравенство (22) приобретает следующий вид: 

( )a aK bс b  где 1/ (( ) ) 1/ .c (23), K a b ab abc     С учетом  (4) и (20) нера-

венство (23) можно п ак: реобр

                    

.                 

азовать т

 rad( )rad( ) (raabc abc 

  

                              

rad( ( ))( ) rad( )с K K aba b ab abc bca                           

                d( )abcK K             (24) 

  Если теперь допустить, что 1,

                 2)

K   то (24) примет

                2(rad( )) .с abc                    

оречит (7), то это означает, что

 следующий вид: 

                          

против  теорема доказана

 

                       (25)                   

Так как (25) 

 

.   
 

СЛЕДСТВИЕ. Любое уравнение вида (1) всегда ограничено сверху по  (26). z

Действительно, предположим, что звольное уравнение вида (1), эле- задано прои

, ,yx zA B C  которого это abcменты тройка, которая удовлетворяет (25). Тогда 

для него верно,  что: 

 

        
2 2 2 3 2 6(rad( )) (rad( )) ( ) ( ) .yz x zС A B C ABC ABC С С                  (27)  

 

Из ает, что zС С куда 6z (27) вытек от6,   (28). Так как z  здесь ограничено 

сверху, то (26) истинно.  в  (1) Теперь если уравнении , ,yx zA B C  не являются хи-

товыми либо примитивными , то при они удовлетворяют (6). 

ЫВОДЫ.  Если представление чисел в (1) не определено, то из Теоремы о 

 числами  6z   

 

В

един и вытек вернственном представлени ает, что а и abc гипотеза. Действитель-

но, если применить индукцию, то при 0 1   всегда такой 0 1,найдется K   

чтобы выполнялось неравенство (rad(с K ab 1)c) 


 (29)[4],[6].  

В диапазоне значений всегда имеются истинные утверждения отно-

сите

 

 0 6z   

льно разрешимости того или иного уравнения вида (1) в натуральных числах 

[5],[7].  
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