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Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü s = σ + it � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ, ãäå σ = Re s, t = Im s.
x ∈ R - äåéñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Èçâåñòíî [1], ÷òî ïðè Re s > 0, s ̸= 1 äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà ζ(s) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ζ(s) = 1 +
1

s− 1
− s

∞∫
1

{x}
xs+1

dx (1)

Çäåñü {x} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x.

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî 1 â âèäå

ζ(s) = s

 1

s− 1
−

∞∫
1

{x}
xs+1

dx


Òîãäà íàõîæäåíèå íåòðèâèàëüíûõ íóëåé ôóíêöèè ζ(s) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíå-
íèÿ

∞∫
1

{x}
xs+1

dx =
1

s− 1
(2)

Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

1

xs+1
=

1

xσ+1
(cos(t lnx)− i sin(t lnx)) ,

1

s− 1
=

σ − 1

(σ − 1)2 + t2
− i

t

(σ − 1)2 + t2
.
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Ïîýòîìó óðàâíåíèå 2 áóäåò ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

∞∫
1

{x}
xσ+1

cos(t lnx)dx =
σ − 1

(σ − 1)2 + t2
,

∞∫
1

{x}
xσ+1

sin(t lnx)dx =
t

(σ − 1)2 + t2
.

(3)

Êàê èçâåñòíî, íóëè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî âåùå-
ñòâåííîé îñè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé t > 0.

Ïóñòü s0 = σ0 + it0 - íåêîòîðûé íåòðèâèàëüíûé íóëü.

Ãèïîòåçà Ðèìàíà óòâåðæäàåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî σ0 =
1

2
.

Î ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ñèñòåìû 3

Ââåäåì ñëåäóþùèå 4 ôóíêöèè:

u1(σ, t) =

∞∫
1

{x}
xσ+1

cos(t lnx)dx,

v1(σ, t) =

∞∫
1

{x}
xσ+1

sin(t lnx)dx,

u2(σ, t) =
σ − 1

(σ − 1)2 + t2
,

v2(σ, t) =
t

(σ − 1)2 + t2
.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìó 3 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå{
u1(σ, t) = u2(σ, t),

v1(σ, t) = v2(σ, t).
(4)

s = σ + it ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì íóë¼ì äçåòà-ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà (σ, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû 4.

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ w = v2(σ, t0) âîçðàñòàåò êàê ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé σ ∈ (0; 1)..

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

dv2
dσ

= − 2(σ − 1)t0
(t20 + (σ − 1)2)2

> 0

2



Ðèñ. 1: Ïëîñêîñòü t = t0

Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè w = v2(σ, t0) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë U =

(
t0

1 + t20
,
1

t0

)
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðàôèê ôóíêöèè w = v2(σ, t0) öåëèêîì ëåæèò â ïðÿìîóãîëü-

íèêå Π =
{
(σ,w)

∣∣∣ σ ∈ (0; 1), w ∈ U
}
.

Äàëåå íàñ èíòåðåñóåò ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè v1(σ, t0), ëåæàùàÿ â ýòîì ïðÿìî-
óãîëüíèêå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðÿìîóãîëüíèê Π áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèì ïðÿìîóãîëüíè-

êîì.

Ðèñ. 2: Êðèòè÷åñêèé ïðÿìîóãîëüíèê

Çàìå÷àíèå 1. Êðèòè÷åñêèå ïðÿìîóãîëüíèêè î÷åíü òîíêèå, èõ øèðèíà ðàâíà
1

t0
− t0

1 + t20
=

1

(1 + t20)t0
. Óæå äëÿ íåòðèâèàëüíîãî íóëÿ ñ ñàìîé ìàëåíüêîé ïîëîæè-

òåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ t0 = 14.134725141... ïîëó÷àåòñÿ øèðèíà 0.0003523461812...

Îïðåäåëåíèå 2. Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé σ, ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà

(σ, v1(σ, t0)) ãðàôèêà ôóíêöèè v1(σ, t0) íàõîäèòñÿ â êðèòè÷åñêîì ïðÿìîóãîëüíèêå,

áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì.
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Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå σ0 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé σ, ò.ê.
òî÷êà (σ0, v1(σ0, t0)) íàõîäèòñÿ â êðèòè÷åñêîì ïðÿìîóãîëüíèêå; â òî æå âðåìÿ ýòî
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé v1(σ, t0) è v2(σ, t0).

Íî òîãäà äëÿ σ0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

v1(σ0, t0) =

+∞∫
1

1

xσ0+1
sin(t0 lnx)dx =

t0
σ2
0 + t20

> 0.

Áîëåå òîãî, åñëè σ - ïðîèçâîëüíîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ,

v1(σ, t0) ∈
(

t0
1 + t20

,
1

t0

)
; â ÷àñòíîñòè, v1(σ, t0) > 0.

Îáîçíà÷èì

Ψ(σ, x) =
{x}
xσ+1

sin(t0 lnx).

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

v1(σ, t0) =

∞∫
1

Ψ(σ, x)dx.

Ëåììà 2. Ãðàôèêè ôóíêöèé v1(σ, t0) è v2(σ, t0) ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî â îäíîé

òî÷êå (σ0, t0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ′ - íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî σ+σ′ - êðè-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî

Ψ(σ + σ′, x) =
1

xσ′Ψ(σ, x).

Òîãäà

v1(σ + σ′, t0) =

∞∫
1

1

xσ′Ψ(σ, x)dx.

Òàê êàê σ è σ + σ′ - êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, òî v1(σ, t0) > 0 è v1(σ + σ′, t0) > 0,
ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî X0 è ëþáîãî X > X0 èìåþò ìåñòî
íåðàâåíñòâà

X∫
1

Ψ(σ, x)dx > 0 è

X∫
1

1

xσ′Ψ(σ, x)dx > 0.

Îáîçíà÷èì ℜ[a, b] ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó íà îòðåç-
êå [a, b]. Íàì áóäåò ïîëåçíà [2, c. 352]

Òåîðåìà (âòîðàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà). Åñëè f(x), g(x) ∈ ℜ[a, b] è g(x)
- ìîíîòîííàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ, òî íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî

b∫
a

f(x)g(x)dx = g(a)

ξ∫
a

f(x)dx+ g(b)

b∫
ξ

f(x)dx.
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Òàê êàê ôóíêöèÿ g(x) =
1

xσ′ ìîíîòîííî óáûâàåò ïî x, òî ïî âòîðîé òåîðåìå î

ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ = ξ(X) ∈ [1, X] òàêàÿ, ÷òî

X∫
1

1

xσ′Ψ(σ, x)dx =

ξ∫
1

Ψ(σ, x)dx+
1

Xσ′

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx. (5)

Åñëè

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx ⩾ 0, òî, ïîñêîëüêó
1

Xσ′ < 1, ïîëó÷àåì

X∫
1

1

xσ′Ψ(σ, x)dx =

ξ∫
1

Ψ(σ, x)dx+
1

Xσ′

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx ⩽

ξ∫
1

Ψ(σ, x)dx+

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx =

X∫
1

Ψ(σ, x)dx,

(6)
òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå ëåììà 2 âåðíà.

Ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx < 0.

Áóäåì ïðèìåíÿòü ìîäåëèðîâàíèå ãèïåðäåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íà ìíîæåñòâå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë1. Ãèïåðäåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ìîäåëèðóå-
ìîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ [a1, a2, a3, . . . , an, . . . ], äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àåì [an] . Äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî r îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ [r, r, . . . , r, . . . ] = [r].

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ïåðåíîñà íåñòàíäàðòíîãî (èíôèíèòåçèìàëüíîãî) àíàëèçà
èìååò ìåñòî èíôèíèòåçèìàëüíûé àíàëîã âûøåïðèâåä¼ííîé âòîðîé òåîðåìû î ñðåä-
íåì äëÿ èíòåãðàëà.

Ïóñòü σ′ =

[
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

]
=

[
1

n

]
- áåñêîíå÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ãèïåðäåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ξ ∈ [1, X] ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëàì σ′ è [X].

Åñëè a−ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òîãäà
aσ

′
= [a,

√
a, 3
√
a, . . . , n

√
a, . . . ] ≈ [1, 1, . . . , 1, . . . ] = [1].

Åñëè [an]− ïðîèçâîëüíîå ãèïåðäåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî [an]
σ′

= [aσ
′

n ] ≈ [1]; â
÷àñòíîñòè, [Xσ′

] ≈ [1].

Èòàê,
1

Xσ′ =

[
1

X
1
n

]
≈ [1].

Îáîçíà÷èì

v̄1(σ, t) =

X∫
1

{x}
xσ+1

sin(t lnx)dx.

1Ñì. [3], �9 (ïîñòðîåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåòðèâèàëüíîãî óëüòðàôèëüòðà íà ìíî-
æåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â êà÷åñòâå èíäåêñîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ñì.
òàêæå [4]).
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Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

dv̄1
dσ

=

1

Xσ′ − [1]

σ′

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx =

[
1

X
1
n

− 1

]
[
1

n

] X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx =

=

[(
1

X
1
n

− 1

)
n

] X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx = − ln(X)

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx.

Çíà÷èò, âäîëü ãðàôèêà ôóíêöèè v̄1 ïðîèçâîäíàÿ ïîñòîÿííà, ïîýòîìó ýòîò ãðàôèê
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé2.

Â ñëó÷àå

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx < 0 ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà, ïîýòîìó ïðÿìàÿ v̄1 èä¼ò

ââåðõ (ïðè ýòîì, ñîãëàñíî óñëîâèþ, îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (σ0, w0)).

Ñîãëàñíî ëåììå 1 ãðàôèê ôóíêöèè v2 âîçðàñòàåò è, áîëåå òîãî, âûïóêëà ñòðîãî
ââåðõ (âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà). Ïîýòîìó ïðÿìàÿ v̄1 ëèáî êàñàåòñÿ êðèâîé
v2 â åäèíñòâåííîé òî÷êå (σ0, w0), ëèáî â äâóõ òî÷êàõ (â òî÷êå A(σ0, w0) è åù¼ â êàêîé-
òî òî÷êå B(σ1, w1)).

Äîïóñòèì, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî σ0 <
1

2
.

Êàê èçâåñòíî, ïðè ôèêñèðîâàííîì t0 òî÷êè s0 = σ0+it0 è s1 = 1−σ0+it0 ÿâëÿþòñÿ

íóëÿìè äçåòà-ôóíêöèè, ãðàôèê v2 ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé σ =
1

2
, ïîýòîìó

σ1 = 1− σ0, çíà÷èò, òî÷êà B ëåæèò íà êðèâîé v2 âûøå òî÷êè A.

Ïî ýòèì äâóì òî÷êàì îïðåäåëèì òàíãåíñ óãëà φ̄ íàêëîíà ïðÿìîé v̄1:

tg(φ̄) =
v2(σ1, t0)− v2(σ0, t0)

σ1 − σ1

=

t0
σ2
0 + t20

− t0
(1− σ0)2 + t20

1− 2σ0

.

Â òî æå âðåìÿ tg(φ̄) = − ln(X)

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx.

Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè è äîëæíû áûòü ðàâíû äðóã
äðóãó.

Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

− ln(X)

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx =

t0
σ2
0 + t20

− t0
(1− σ0)2 + t20

1− 2σ0

. (7)

2Ñëó÷àé

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx ⩾ 0 ñîîòâåòñòâóåò óáûâàíèþ ôóíêöèè v̄1, ÷òî åù¼ ðàç ïîäòâåðæäàåò íåðà-

âåíñòâî 6.
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Ïóñòü òåïåðü X− áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî; ïóñòü îíî ìîäåëèðóåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë [an]. Òîãäà è ln(X) áóäåò áåñêîíå÷íî áîëüøèì

÷èñëîì. Íî òîãäà

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx íå ìîæåò áûòü êîíå÷íûì íåèíôèíèòåçèìàëüíûì ÷èñ-

ëîì, èíà÷å ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà 7 áóäåò áåñêîíå÷íî áîëüøèì ÷èñëîì, à ïðàâàÿ ÷àñòü
ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì íåíóëåâûì ÷èñëîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx ≈ 0; ïóñòü ε = [εn] - åãî ìîäåëü èç äåé-

ñòâèòåëüíûõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

− ln(X)

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx = − ln[an] · ε = [−ε · ln(an)] = [ln(a−ε
n )] ≈ [ln(1)] = [0].

Íî òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà 7 íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ åãî ïðàâîé ÷àñòè.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Ðèìàíà

Òåîðåìà. Åñëè äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà èìååò íåòðèâèàëüíûé íóëü s0 = σ0 + it0,

òî σ0 =
1

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé t0 > 0. Ñîãëàñíî ëåììàì 1 è 2,
ãðàôèêè v1 è v2 ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå v1(σ0, t0) = v2(σ0, t0).

Êàê èçâåñòíî, â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, åñëè òî÷êà s0 = σ0+it0 - íåòðèâèàëüíûé
íóëü äçåòà-ôóíêöèè, òî òî÷êà 1−σ0+it0, òî åñòü ñèììåòðè÷íàÿ åé îòíîñèòåëüíî ïðÿ-

ìîé Re s =
1

2
, òîæå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì íóë¼ì äçåòà-ôóíêöèè. Ïîýòîìó ÷èñëî

1− σ0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ v1(σ, t0) = v2(σ, t0).

Îáîçíà÷èì σ1 = 1 − σ0, w1 = v1(σ1, t0) = v2(σ1, t0). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðè

ýòîì σ0 ̸=
1

2
, òî òî÷êà (σ1, w1) òîæå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé

w = v1(σ, t0) è w = v2(σ, t0) , îòëè÷íîé îò òî÷êè (σ0, w0). Íî âûøå áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî ýòè ãðàôèêè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå. Ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå,

ñëåäîâàòåëüíî, σ0 =
1

2
.

Ãèïîòåçà Ðèìàíà äîêàçàíà.
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