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Abstract 

In the late 19th century, Vilfredo Pareto published the results of his observations of wealth 

inequality in Italy as a ratio in which the numerator is equal to the share of population ranked 

in descending order of wealth, and the denominator is the share of wealth of the population. 

Both the form of presentation of the concentration of inequality in the form of a visual ratio (the 

Pareto ratio), and an unexpectedly large inequality (80/20), which became known as the Pareto 

principle. In the 21st century, a new concept was introduced - the generalized Pareto principle, 

which is understood as any proportion in which the sum of the numerator and denominator is 

100%. As a result, an extraordinary situation arose, when the empirical regularity began to be 

identified with the measure of its measurement. To resolve this confusion, the definition of 

Pareto ratio is provided in this work, based on a generally accepted concept of "wealthy" 

element of the system, as also an alternative explanation of the Pareto principle is proposed 

with the use of isoperimetric inequalities conceptually related with the principle of least action.  

 Keywords:  size inequality, Pareto curve, Pareto ratio, Pareto principle, asymmetry, 

isoperimetric inequality.  
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Аннотация 

В конце XIX века Вильфредо Парето опубликовал результаты исследования неравенства 

богатства в Италии в виде отношения, в котором числитель равен доле населения, 

ранжированного по убыванию богатства, а знаменатель — доле приходящегося на него 

богатства. Новыми для того времени были как форма представления концентрации 

неравенства в виде наглядного отношения (пропорция Парето), так и неожиданно 

большое неравенство (20/80), которое стали называть принципом Парето. В XXI веке 

ввели в оборот новое понятие — обобщенный принцип Парето, под которым понимают 

любую пропорцию, у которой сумма числителя и знаменателя равна 100%. В результате 

возникла неординарная ситуация, когда эмпирическую закономерность стали 

отождествлять с мерой ее измерения. В работе для устранения этой путаницы дано 

определение пропорции Парето исходя из общепризнанного понятия «богатый» элемент 

системы и предложен вариант объяснения принципа Парето с помощью 

изопериметрического неравенства, концептуально связанного с принципом 

наименьшего действия.  

Ключевые слова: неравенство размеров, кривая Парето, пропорция Парето, принцип 

Парето, асимметрия, изопериметрическое неравенство. 
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1. Введение 

В конце XIX века Вильфредо Парето опубликовал результаты проведенного им 

исследования дифференциации богатства в Италии в виде отношения 20/80, в которой 

числитель равен доле населения, ранжированного по убыванию богатства, а знаменатель 

— доле приходящегося на него богатства [1]. Новыми для того времени были как форма 

представления концентрации неравенства в виде наглядного отношения (далее 

пропорция Парето), так и неожиданно большое неравенство. Дальнейшие исследования 

дифференциации размеров в системах показали, что пропорция 20/80 устойчиво 

проявляет себя не только в экономике, но и других областях знания. Многочисленные 

примеры этому можно найти в работах [2–4]. В середине XX века Джозеф Джуран, 

отдавая дань уважения Парето, назвал факт проявления пропорции 20/80 принципом 

Парето [5]. В начале XX века были созданы два важных инструмента для измерения 

неравенства — кривая Лоренца [6] и коэффициент Джини (G) [7]. Последний, несмотря 

на существенные недостатки [8], стал наиболее популярной мерой измерения 

концентрации неравенства. В дополнение к нему были разработаны другие показатели 

[9], включая коэффициент асимметрии и длину кривой Лоренца [10]. Пропорция Парето 

в этот период времени отошла на второй план. В то же время принцип Парето как 

эмпирическая закономерность всегда оставался в центре внимания [11–23]. Однако 

попытки объяснить его и, тем более доказать оказались тщетными. По мнению автора, 

основной причиной неудач стало отсутствие однозначного толкования понятия 

«пропорция Парето», без которого решить эту проблему невозможно. В XXI веке ввели 

в оборот новое понятие — «обобщенный принцип Парето», под которым понимают 

любую пропорцию, у которой сумма числителя и знаменателя равна 100% [24]. В 

результате возникла неординарная ситуация, когда эмпирическую закономерность стали 

отождествлять с мерой её измерения, что внесло ещё больше путаницы при решении 

многих вопросов, в том числе определении нормы функционирования систем [25].  

Данная работа имеет две цели. Первая — определить понятие «пропорция 

Парето» при помощи ранее выработанного понятия «богатый» элемент системы [26]. 

Вторая — объяснить принцип Парето с помощью изопериметрического неравенства, 

концептуально связанного с принципом наименьшего действия.  
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2. Пропорция Парето 

1.1. Кривая Парето 

Пусть система состоит из n элементов. Ранжируем элементы по убыванию размера и 

обозначим 
rw  долю размера элемента с рангом r. Элементы такого рангового 

распределения удовлетворяют неравенству 1 rr ww . Доля накопленного размера в k 

элементах системы с рангами 1, 2, …, k, равна 



k

r

rk wS
1

. График зависимости 
kS  от 

доли элементов  nkpk   является дискретной функцией. При n   kk pSS   

можно считать неотрицательной неубывающей дифференцируемой функцией  pS , 

которую далее будем называть кривой Парето (PC). Из определения PC следует 

неравенство   1 pSp  для ]1,0[p  и граничные условия: 1)1(,0)0(  SS . PC 

однозначно связана с кривой Лоренца (L) соотношением    pLpS  11 .  

Критическим показателем степени (или просто критическим показателем) PC, 

следуя [27], будем называть предел:  

 
 
p

pS

p ln

ln
lim

0
 . (1)  

Если предел существует, то в окрестности нуля  1p  PC можно представить в виде 

  CppS ~ , 10  , C — константа. Данный степенной закон является точным в 

асимптотическом режиме 0p .  

1.2. Определение пропорции Парето 

Для определения понятия «пропорция Парето» используем следующее свойство PC. 

Средний по величине элемент системы находится в точке  p , в которой производная

1)( 
pS  (Kakwani, 1980). Из этого свойства следует, что элементы системы можно 

разделить на два класса — класс «бедных», у которых     pwpw r , и класс «богатых», 

удовлетворяющих неравенству     pwpw r  [26]. Соответственно, доля «богатых» 

равна p , а доля приходящегося на них размера — )( pS . Пропорцию Парето 

определим как отношение p  к )( pS . Сумма числителя и знаменателя такой пропорции 

)(   pSpA  может быть меньше, равна или больше единицы. Кривая Парето 

симметрична относительно диагонали перпендикулярной к эгалитарной линии (далее 

ортогональная диагональ), если 1A , имеет левостороннюю асимметрию, когда 1A  и 

правостороннюю асимметрию, когда 1A  [10].  
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Таким образом, пропорция )(  pSp  не  только однозначно делит элементы 

системы на «богатых» и «бедных», что делает представление о концентрации 

неравенства более понятным, но и позволяет по числителю и знаменателю пропорции 

Парето определить асимметрию PC. 

3. Принцип Парето 

1.3. Модель симметричных PC 

Учитывая, что под воздействием принципа наименьшего действия, масляные пятна на 

поверхности воды принимают форму окружности, имеющую наименьший периметр из 

всех плоских фигур той же площади, что и окружность, можно предположить, что из тех 

соображений, PC систем, функционирующих без ограничений, должна быть 

симметричной ортогональной диагонали. Подтверждением этому служит закон Гибрата 

[28] и многочисленные эмпирические исследования (см., например, [29], [11], [30]). 

Наиболее простой для вычислений и в то же время адекватно описывающей 

симметричные PC систем разной природы [4,30–37] является однопараметрическая 

модель PC распределения Burr III [38]: 

       


1,11;
1

ppS . (6) 

  
 
 

1,1
2Γ

1Γ
12

21

0





  dppSG . (7) 

Вычисляя предел (1), находим  1 , что говорит о том, что параметр α 

определяет не только форму PC, но и может трактоваться, как фрактальная размерность 

системы.  

Дифференцируя (6), получаем: 

 
 

 

1

;

1;


















pS

p

dp

pdS
. (8) 

Приравняв (8) единице, после очевидных преобразований находим: 

 
 

1

5.01p . (9) 

Из (9) получаем: 

 
 


p1ln

5.0ln
. (10) 

Подставляя в (10) 2.0p , получаем 1.3 . Подставляя в (9) 3 , находим: 

206.0p , 794.0S . Таким образом, системам с тремя степенями свободы  3  
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соответствует приближенная пропорция 20.6/79.4, которая описывает меньшее 

неравенство, чем пропорция 20/80. Однако, учитывая погрешность статистических 

данных, с которыми имел дело Парето, можно предположить, что полученная им 

пропорция 20/80 является следствием округления числителя пропорции 20.6/79.4. 

Зависимость p  от коэффициента Джини показана на Fig. 2.   

 

Fig. 1. Зависимость числителя пропорции Парето от коэффициента Джини 

Аппроксимируя эту зависимость полиномом первой степени (пунктир), 

получаем: 

 6.0,364.0503.0  GGp . (11) 

Существенным здесь является то, что линейная зависимость p  от G для значений 

6.0G  совпадает с эмпирической зависимостью, полученной в работах [39,40], что еще 

раз подтверждает соответствие модели (6) системам разной природы.  

1.4. Объяснение принципа Парето 

Изопериметрическое неравенство — неравенство между объемом V области в 

евклидовом пространстве 
n , 2n , и  1n -мерной площадью P гиперповерхности, 

ограничивающей эту область, удовлетворяет неравенству: 

 1
1




n

n

n

n

n
P

Vvn
Q , (3) 

где nv  — объем единичного n-мерного шара, nQ  — изопериметрический коэффициент.  

Для плоской фигуры, ограниченной кривой Парето и эгалитарной линией (n=2), 

изопериметрическое неравенство имеет вид:  
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 1
2

22 



P

G
Q , (5)  

где  2 lP  — периметр плоской фигуры,   pdSl  
1

0

2
1  — длина PC.  

 Графики зависимости 
2Q  и коэффициента Джини от длины нормированного 

периметра показаны на Fig. 2. 

 

Fig. 2. Зависимости 2Q и G от длины нормированного периметра 

Из представленных на Fig. 2 зависимостей видно, что  PQ2  имеет максимум в 

точке (0.96, 0.56), которой соответствуют 96.0G , 068.0p  (см. Fig. 1) и 8.9 . 

Таким образом, неравенство размеров в системах может развиваться до пропорции 7/93. 

Однако у природных систем, имеющих размерности 1, 2 и 3, пропорции Парето равны 

50/50, 29/71, 21/79 соответственно.  

4. Выводы 

Подводя итоги, можно констатировать, что использование среднего для деления 

элементов системы на «богатые» и «бедные» позволило устранить неоднозначность 

понятия «пропорция Парето» и установить, что принцип Парето действует только в 

системах с тремя степенями свободы и симметричными кривыми Парето. Неравенство 

суммы числителя и знаменателя пропорции Парето 100% говорит об асимметрии PC. Из 

изопериметрического неравенства следует, что эволюционное развитие систем должно 

сопровождаться уменьшением асимметрии PC и ростом неравенства размеров до 

пропорции 20/80, которая является верхней границей неравенства в физических 

системах.  
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