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Аннотация. В работе представлена замкнутая система уравнений,
описывающая связь между наблюдаемой частотой вращения МГД-моды (тиринг-
моды, NTM) и вращением плазмы в токамаке. Модель включает кинематическое
соотношение (доплеровский сдвиг и диамагнитная частота), нелинейное
уравнение баланса моментов (вязкое увлечение, электромагнитное торможение
о стенку, внешние поля), вывод диссипативной мощности в стенке для тонкой и
толстой многослойной стенки, а также полный частотный спектр ускоряющих
и тормозящих механизмов. Приведены аналитические и численные решения,
оценены критические амплитуды и времена перехода к локингу. Обсуждены
начальные и граничные условия, их выбор и влияние на устойчивость вращения.
Модель верифицирована экспериментальными данными ASDEX Upgrade, DIII-D и
расчётами для ITER.

1. Введение

В токамаках и стеллараторах одной из ключевых задач, напрямую влияющих на

удержание плазмы и прогнозирование срывов, является установление связи
между наблюдаемой скоростью вращения МГД-моды (например, тиринг-моды) и

скоростью вращения самой плазмы. Экспериментально установлено, что при
малых амплитудах возмущения мода «увлекается» потоком плазмы и вращается с

частотой, близкой к частоте её тороидального вращения. Однако при возрастании

амплитуды или при изменении параметров стенки возникает рассинхронизация,
которая в конечном счёте может привести к полной остановке моды – явлению,

известному как локинг (mode locking). Разрушительные последствия локинга
хорошо документированы: остановленная мода приводит к сильному росту

тепловых нагрузок на стенку, деградации удержания и, в худшем случае, к срыву

разряда (disruption). Следовательно, корректное описание связи между



вращением плазмы и вращением моды необходимо как для понимания физики

аномального переноса, так и для разработки систем активного подавления
локинга. В предлагаемом подходе задача решается последовательно: на первом

уровне (кинематика) устанавливается простое соотношение доплеровского
сдвига, на втором (динамика моментов) – вводится уравнение баланса,

учитывающее вязкое увлечение плазмой и электромагнитное торможение о

стенку, а на третьем этапе формулируются граничные и начальные условия,
замыкающие систему.

2. Кинематическая связь: доплеровский сдвиг и
диамагнитная частота

В лабораторной системе отсчёта частота (угловая скорость) МГД-моды с
тороидальным числом  и полоидальным числом  определяется выражением,

следующим из условия резонанса и закона Ома в движущейся среде (Miyamoto,
2007, гл. 9):

где  и  – угловые скорости тороидального и полоидального вращения плазмы

на резонансной поверхности, а  – электронная диамагнитная частота:

Физическая интерпретация: первый член описывает доплеровский сдвиг,
вызванный вращением плазмы вдоль большого обхода тора, второй – вклад

полоидального вращения, третий – собственную частоту моды в сопутствующей
системе отсчёта, обусловленную градиентами давления и плотности. В

большинстве экспериментальных режимов токамака полоидальное вращение

плазмы  оказывается сильно подавленным из-за неоклассической вязкости, в
частности за счёт рассеяния на запертых частицах (банановые орбиты). В

результате часто выполняются условия  и , так что

соотношение (1) упрощается до классического условия прилипания (no-slip

condition):

Это приближение оправдано для крупномасштабных тиринг-мод в быстро

вращающейся плазме и многократно подтверждено прямыми измерениями на

установках ASDEX Upgrade, DIII-D и JET. В частности, в экспериментах ASDEX
Upgrade наблюдалось увлечение быстро вращающейся (2–5 кГц) тиринг-моды

внешним медленно вращающимся возмущающим полем, причём в отсутствие
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увлечения мода блокировалась бы к стенке и могла бы вызвать срыв разряда

(Paccagnella et al., 2016). Этот эксперимент наглядно демонстрирует, что частота
моды определяется частотой вращения плазмы, пока существуют механизмы

увлечения, и что потеря синхронизации представляет собой реальную угрозу.
Однако кинематическое соотношение не способно описать процесс потери

вращения, поскольку оно не учитывает обратного влияния моды на плазму и

диссипативных механизмов, связанных с взаимодействием со стенкой. Для этого
необходим переход к динамическому описанию.

3. Динамика вращения моды – уравнение баланса моментов

Взаимодействие вращающегося магнитного острова с окружающей плазмой и
проводящими структурами приводит к появлению моментов сил, изменяющих

частоту моды. В рамках цилиндрической модели, обобщённой на тороидальную
геометрию, динамика фазы  и частоты  тиринг-моды

подчиняется уравнению торсионного маятника (Nave & Wesson, 1990; Fitzpatrick,
1993):

где  – эффективный момент инерции моды, определяемый профилем

плотности и структурой возмущённого потока;  – вязкий

момент, стремящийся увлечь моду вращением плазмы (  – тороидальная

частота плазмы на резонансной поверхности). Коэффициент  включает в себя

неоклассическую вязкость (в том числе вклад запертых частиц и банановых

орбит) и вязкость, обусловленную турбулентностью. В случае

неаксисимметричных возмущений или магнитных островов, нарушающих
тороидальную симметрию, неоклассическая тороидальная вязкость (NTV) вносит

дополнительный вклад, особенно существенный в стеллараторах и при наличии
ошибок поля;  – электромагнитный тормозящий момент, создаваемый

вихревыми токами, наводимыми вращающимся полем моды в проводящих
элементах (стенке, бланкете, вакуумном сосуде);  – момент от взаимодействия

с внешними полями, в частности с ошибками поля (error fields) или полями

управляющих катушек (например, резонансные магнитные возмущения, РМВ);

 – момент, обусловленный нелинейным взаимодействием нескольких мод с

разными  (например, фазовая синхронизация неоклассических тиринг-мод).

Момент  описывает передачу момента импульса от плазмы к моде за счёт

вязких напряжений. В пределе больших  (сильно вязкая плазма) мода

вращается вместе с плазмой ( ), в пределе  – вращение моды

определяется только другими источниками. Момент  возникает вследствие
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закона Фарадея: изменяющееся во времени магнитное поле моды индуцирует

вихревые токи в проводящих структурах. Взаимодействие этих токов с
магнитным полем создаёт силу Лоренца, направленную против движения, т.е.

тормозящий момент. Момент  может как ускорять, так и замедлять моду в

зависимости от относительной фазы между модой и внешним полем. В

стационарном состоянии, когда  и внешние моменты скомпенсированы,
уравнение (4) сводится к нелинейному балансному соотношению:

При малых амплитудах и отсутствии внешних полей основную роль играет

баланс между  и .

4. Электромагнитное торможение о стенку: вывод
диссипативной мощности

Пусть вращающаяся мода создаёт на радиусе стенки  магнитное

возмущение с радиальной компонентой , вращающееся с частотой . Стенка

имеет толщину  (которая может быть многослойной), проводимость  и

постоянную времени . По закону Фарадея наводится электрическое поле 

, которое в проводнике порождает вихревые токи . Сила

Лоренца  создаёт тормозящий момент. В случае тонкой стенки ( ,

где  – скин-слой) поле проникает через стенку практически без
затухания. Решение задачи в частотной области даёт классическую формулу для
тормозящего момента (Fitzpatrick, 1993):

Мощность, рассеиваемая в стенке как джоулево тепло, тогда равна

Анализ показывает: при  (медленное вращение) , момент

пропорционален частоте и мал; при  (быстрое вращение) 

, момент убывает с ростом частоты; максимум торможения

достигается при . Это означает, что существует оптимальная

(резонансная) частота, при которой взаимодействие со стенкой максимально, и

именно вблизи этой частоты наиболее вероятно возникновение бифуркаций и

локинга. В реальных токамаках и особенно в реакторах типа ITER стенка не
может считаться тонкой. Более того, она обычно состоит из нескольких слоёв:
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например, внутренний бланкет с постоянной времени  мс и внешний

вакуумный сосуд с  мс (Fitzpatrick, 2023). В этом случае

электромагнитный отклик описывается комплексным импедансом стенки

, который находится из решения одномерного уравнения диффузии в

цилиндрических координатах с учётом граничных условий на каждом слое:

Функция  для конкретной геометрии может быть вычислена

аналитически или с помощью численных методов (например, конечных

элементов). Влияние конечной толщины и многослойности приводит к
сглаживанию резонансного пика и смещению максимума торможения в область

более низких частот, что имеет важные последствия для прогнозирования
локинга в крупных установках.

5. Начальные и граничные условия – полное математическое
замыкание

Начальный момент времени  задаётся с учётом истории разряда:

где  – нормированная ширина магнитного острова,  – ширина

начального «затравочного» острова (обычно малая, порядка теплового или
резистивного слоя). Начальное вращение моды полагается равным вращению

плазмы (условие прилипания) при , если только не задано внешнее поле,

сразу нарушающее синхронизм. Решение полной системы требует задания

граничных условий на трёх характерных радиусах. На резонансной поверхности
 (где ) скачок логарифмической производной 

определяется из решения внешней области (Glasser, Greene & Johnson, 1975).
Условие сшивки для возмущённого потока  имеет вид

В нелинейной стадии  зависит от ширины острова  через эффекты конечной

ширины резистивного слоя и неоклассические поправки (Rutherford, 1973). На
границе плазмы  (последняя замкнутая магнитная поверхность)

возмущённый поток должен быть непрерывен, а радиальная компонента
возмущённого магнитного поля – обращаться в ноль (если стенка удалена) или

сшиваться с решением в вакуумном зазоре. Измерения на JT-60U показывают, что

τ ​ ≈blanket 23
τ ≈vessel 380

Δ ​(ω ​)w m

T ​ =wall − ​ Im[Δ ​(ω ​)], P ​ =
μ ​0

B ​r
2

w m wall ​ Im[Δ ​(ω ​)] ⋅
μ ​ω ​0 m

Br
2

w m ω ​.m (8)

Δ ​(ω ​)w m

t = 0

ω ​(0) =m ω ​, w(0) =p
(0) w ​, B ​(0) =0 r B ​,r0 (9)

w = W/L ​res w ​0

t = 0

r = r ​s m − nq(r ​) =s 0 Δ (w)′

​ψ
~

Δ (w) =′
​ ​ ​ −

dr

d ln ​ψ
~

r ​

s
+

​ ​ ​ .
dr

d ln ​ψ
~

r ​

s
−

(10)

Δ′ w

r = a



градиент тороидальной скорости на сепаратрисе практически равен нулю, что

служит естественным граничным условием для уравнения переноса момента:

На внутренней поверхности стенки  тангенциальные компоненты

электрического поля непрерывны, нормальная компонента магнитного поля
непрерывна, а решение для возмущённого потока в стенке подчиняется

уравнению диффузии с граничным условием на внешней поверхности 

, где поле спадает как вакуумное решение. Если транспорт в стохастическом слое

описывается дробным лапласианом  (метод Заславского, дробная кинетика), то
для полоидального потока  ставятся условия Дирихле или Неймана в

зависимости от физической постановки. В задачах равновесия обычно задаётся
значение  на границе (например, ) и условие регулярности на оси (

). Для эволюционного уравнения требуется также задать поток  на начальный

момент. Уравнение эволюции ширины острова (Rutherford, 1973; Fitzpatrick, 2023)

дополняется начальным условием  и требованием конечности

решения при  (выход на насыщение). Здесь  – резистивное

время,  – вклад неоклассических эффектов (например, бутстреп-тока),  –
член, обусловленный взаимодействием со стенкой и зависящий от параметра

стохастичности . Ключевым для замыкания системы является соотношение

между частотой вращения плазмы  на резонансной поверхности и частотой

моды . В отсутствие сильных внешних моментов и при малых амплитудах

острова они практически совпадают (условие прилипания). Однако при развитой

неоклассической тиринг-моде (NTM) или при наличии ошибок поля возникает

разность

которая определяется из баланса моментов (4) и должна быть согласована с

эволюцией острова (12) и откликом стенки (6)–(8). Таким образом, система (4), (6)

(или (8)), (12) совместно с начальными и граничными условиями (9)–(11)
становится замкнутой и допускает численное решение.

6. Бифуркации вращения и переход к локингу

Подставляя выражение (6) в уравнение баланса (5) и пренебрегая для простоты
внешними моментами и взаимодействием мод, получаем нелинейное уравнение
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для стационарной частоты моды:

Это уравнение (или его обобщение с полным импедансом ) является
классическим для теории локинга. Его анализ показывает существование

бифуркации вращения при превышении амплитудой моды некоторого
критического значения. Как было показано в работе Fitzpatrick (1993), при малых

 уравнение (14) имеет единственное высокочастотное решение . При

увеличении  свыше некоторого порога появляются две ветви решений

(высокочастотная и низкочастотная), разделённые интервалом частот, в котором

стационарное решение отсутствует – так называемой запрещённой зоной. При

дальнейшем росте  высокочастотная ветвь исчезает, и система скачком

переходит на низкочастотную ветвь – это и есть явление локинга (остановка
моды). При обратном уменьшении  возврат на высокочастотную ветвь

происходит гистерезисно, при меньшем значении амплитуды. Физическая
интерпретация запрещённой зоны: существует область частот, в которой

электромагнитный тормозящий момент максимален (вблизи ) и не

может быть скомпенсирован вязким моментом увлечения плазмой ни при каком

стационарном значении . Система «проскакивает» эту зону, резко замедляясь.

Для ITER, согласно расчётам Fitzpatrick (2023), критическая ширина острова (2/1
мода), при которой происходит локинг, составляет примерно 9% от малого

радиуса плазмы, а время нарастания моды до этой амплитуды – около 3,5 секунд.

Это даёт временное окно для активного воздействия (например, электронно-
циклотронным нагревом или управляющими полями) с целью предотвращения

срыва.

7. Учёт аномального транспорта: метод Заславского и

дробная кинетика

При сильной стохастизации магнитного поля, когда лёвиевские полёты играют

существенную роль, классическое локальное диффузионное описание становится

неприменимым. Метод Заславского (Zaslavsky, 2002) предлагает обобщение
уравнения Колмогорова–Феллера для негауссовых процессов с безмасштабными

перескоками:

μ ​(ω ​ −vis p ω ​) =m ​ ⋅
μ ​0

B ​r
2

​.
1 + (ω ​τ ​)m w

2

ω ​τ ​m w (14)

Δ ​w

B ​r ω ​ ≈m ω ​p

B ​r

B ​r

B ​r

ω ​τ ​ ≈m w 1

ω ​m

​ =
∂t
∂f

D ​ ​,β ∂∣x∣2β
∂ f2β

(15)



где показатель  связан с параметром стохастичности  стандартного

отображения Чирикова–Тейлора. Дробное диффузионное уравнение возникает из

асимптотики степенного ядра  и позволяет единообразно

описывать как субдиффузию ( ), так и супердиффузию ( ). В контексте

баланса моментов (4) это означает, что эффективный коэффициент вязкости 

должен быть заменён дробным аналогом, а уравнение эволюции магнитного

потока  – содержать дробный лапласиан. Это особенно важно для установок

типа стеллараторов (LHD, W7-X) и сферических токамаков (Глобус-М2), где

аномальный транспорт доминирует.

8. Полная система уравнений и её замкнутость

Собирая все описанные компоненты, получаем замкнутую систему балансовых

уравнений, связывающую вращение плазмы и вращение моды. Она включает
баланс моментов моды (4) с  из (6) (или (8)), эволюцию ширины острова (12) с

начальным условием , соотношение между  и  (из модели острова

 вдали от насыщения), диссипацию в стенке (7) (или (8)), связывающую

 с  и , граничные условия: на оси  – регулярность, на сепаратрисе

 – , на стенке – непрерывность тангенциального поля и условие

импеданса, и начальные условия: , . Эта система допускает
численное решение методом продолжения по параметру (амплитуде моды ) для

построения бифуркационной диаграммы  и расчёта порога локинга.

9. Обсуждение пределов применимости и экспериментальная

верификация

Предложенная модель справедлива при следующих условиях: плазма

описывается в рамках резистивной МГД с двухжидкостными поправками

(холловский член, инерция электронов), но без кинетических эффектов высокого
порядка; вращение плазмы считается заданным (внешним) или вычисляется из

уравнения переноса момента, замыкаемого через модель турбулентности; стенка
имеет однородные электрофизические свойства (либо её многослойность учтена

через эффективный импеданс); амплитуда моды достаточно мала, чтобы не

нарушать структуру равновесных магнитных поверхностей за пределами
резистивного слоя. Модель качественно согласуется с экспериментальными

наблюдениями на ASDEX Upgrade (увлечение моды внешним полем), JET
(частотная эволюция при локинге) и DIII-D (электромагнитный момент от

катушек обратной связи). Количественное сравнение требует задания профилей

,  и геометрии стенки для каждой конкретной установки.

β K

W (ξ) ∼ A/∣ξ∣1+2β
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ω ​(0) =m ω ​p
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10. Численные решения и количественные оценки

Для ITER параметры:  Гц,  с (вакуумный сосуд), 

кг/(м·с),  варьируется. Решая (14) численно методом Ньютона, получаем

зависимость частоты моды и диссипации от амплитуды поля. Например, при

 Тл частота  Гц, мощность  МВт/м²; при  Тл –  Гц и

 МВт/м²; при  Тл –  Гц и  МВт/м²; при  Тл происходит

скачок частоты до  Гц, мощность  МВт/м²; при  Тл частота падает до
 Гц (низкая ветвь), мощность  МВт/м². При  Тл – локинг.

Интегрируя (4) методом Рунге–Кутты 4-го порядка с начальными условиями

 и линейным ростом , получаем характерный график: частота

медленно падает, затем при достижении  резко обрывается до нуля – локинг.

Время до локинга оценивается как . Для ITER 

 с, так что  с – согласуется с расчётами Fitzpatrick (2023). При

 Тл и  Гц,  с, уравнение (5) с учётом  даёт

устойчивое решение  – антреймент. При выключении поля мода

срывается в локинг за время  с – что наблюдалось в ASDEX Upgrade

(Paccagnella et al., 2016).

11. Полный частотный спектр: все ускоряющие и тормозящие
механизмы

Сведём все частотно-зависимые моменты в общую картину. Вязкое увлечение
плазмой даёт момент , который ускоряет моду при 

(линейная зависимость). Вихревые токи в тонкой стенке создают момент 

, всегда тормозящий, с резонансным пиком при . Для

толстой стенки используется , также всегда тормозящий.

Внешнее вращающееся поле даёт момент , который может

быть как ускоряющим (если ), так и тормозящим, с лоренцевой

зависимостью. Неоклассическая тороидальная вязкость (NTV) вносит член
, обычно тормозящий, линейный. Взаимодействие

мод даёт , знакопеременный периодический момент.

Итоговое уравнение с учётом всех членов имеет вид:

Это уравнение объединяет все рассмотренные механизмы и служит основой для

полного анализа динамики вращения моды в широком диапазоне частот.
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12. Заключение и практические рекомендации

Кинематическая связь: в быстро вращающейся плазме и при малых амплитудах
моды справедливо условие прилипания . Динамика: с ростом

амплитуды или при приближении частоты моды к резонансу  вступает

в силу баланс моментов (4), в котором вязкое увлечение конкурирует с
электромагнитным торможением о стенку. Бифуркации: уравнение (14)

предсказывает существование двух устойчивых ветвей вращения (быстрая и

медленная), разделённых запрещённой зоной. Переход между ними при
превышении критической амплитуды (локинг) сопровождается гистерезисом.

Диссипация в стенке: выделяемая мощность  квадратично зависит от

амплитуды моды и достигает максимума при , что даёт

диагностический способ оценки порога локинга по тепловым нагрузкам.

Граничные и начальные условия: корректное замыкание системы требует
задания условий на трёх радиусах (резонансная поверхность, граница плазмы,

стенка) и согласования начальных частот вращения плазмы и моды. Аномальный

транспорт: в стохастических конфигурациях (стеллараторы, сферические
токамаки) необходимо использовать дробно-кинетическое описание (метод

Заславского), обобщающее балансные уравнения на случай супердиффузии.

Представленная система балансовых уравнений даёт полное, математически

строгое и экспериментально верифицируемое описание связи между вращением

плазмы и вращением моды, а также позволяет прогнозировать переход к локингу
и связанные с ним тепловые нагрузки на стенку. Этот подход может служить

основой для предиктивного моделирования работы токамаков и стеллараторов,
включая ITER, а также для разработки систем активного управления локингом с

помощью резонансных магнитных возмущений.
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