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 îäíîðîäíûìèãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ìîæåò áûòü çàïèñàíàâ âèäå






−ν∆y = f − grad p â Ω,div y = 0,

y |∂Ω = 0.

(1)Çäåñü
ν > 0 � âÿçêîñòü æèäêîñòè;
f = ((f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) : Ω → R

n �âíåøíÿÿ ñèëà;
y = ((y1(x), y2(x), . . . , yn(x)) : Ω → R

n �íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-ñêîðîñòü æèäêîñòè;
p = p(x) : Ω → R � íåèçâåñòíîå äàâëåíèåæèäêîñòè;



2 �èäð à â ë è ÷ å ñ ê è å ì àøèíû è ã è ä ð î ï í å âì î à ã ð å ã à òûîïåðàòîðû div, grad, ∆ áåðóòñÿ òîëüêî ïîïðîñòðàíñòâåííîé êîìïîíåíòå x.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííûéïðîöåññ, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü òàêíàçûâàåìîåé ñèëüíîå ðåøåíèå:Îïðåäåëåíèå 0.1. Åñëè f � çàäàííàÿ�óíêöèÿ èç (L2(Ω))n, òî ñèëüíûì(îáîáùåííûì) ðåøåíèåì çàäà÷è (1)íàçûâàþò �óíêöèè y ∈ (W 2
2, 0(Ω))n, p ∈

W 1
2 (Ω), ïðè êîòîðûõ ïåðâûå äâà ðàâåíñòâàñèñòåìû (1) âûïîëíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ

(L2(Ω))n è L2(Ω) ñîîòâåòñòâåííî.ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÑÒÎÊÑÀ ÈÍÀÂÜÅ-ÑÒÎÊÑÀÏóñòü QT = (0, T ) × Ω, ST = (0, T ) × ∂Ω,ãäå 0 < T <∞.Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ �óíêöèîíàëüíûõïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿíà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è, êàê ïðàâèëîâûñòóïàþò ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé íà îòðåçêåñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå [3℄.Ïóñòü Lp(a, b; X), 1 ≤ p <∞ � ìíîæåñòâîèçìåðèìûõ ïî Áîõíåðó �óíêöèé u : [a, b] →
X, äëÿ êîòîðûõ

b
∫

a

‖u(t)‖p
X dt <∞.Ìíîæåñòâî Lp(a, b; X), 1 ≤ p < ∞îáðàçóåò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé,îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì

‖u‖Lp(a,b; X) =





b
∫

a

‖u(t)‖p
X dt <∞





1/pÝâîëþöèîííàÿ çàäà÷à Ñòîêñà


















∂y
∂t − ν∆y = f − grad p â QT ,div y = 0 â QT ,

y|ST
= ϕ,

y|t=0 = y0(x), x ∈ Ω

(2)ÿâëÿåòñÿ ëèíåàðèçîâàííûì âàðèàíòîìíåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà


























∂y
∂t − ν∆y +

n
∑

i=1
yi

∂y
∂xi

= f − grad p â QT ,div y = 0 â QT ,

y|ST
= ϕ,

y|t=0 = y0(x), x ∈ Ω (3)

Çäåñü f : QT → R
n, f ∈ (L2(QT ))n è y0 : Ω →

Rn.Âîïðîñó òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿçàäà÷ Íàâüå-Ñòîêñà ïîñâÿùåí öåëûé ðÿäèçâåñòíûõ ìîíîãðà�èé êàê íåñêîëüêèõïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé (ñì., íàïðèìåð, [5℄,[6℄, [7℄), òàê è ïîñëåäíèõ ëåò [3℄, [14℄.Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî
L2, 0 (Ω) =







p ∈W 1
2 (Ω) :

∫

Ω

p dx = 0







.Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþçàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:
J(u) = ‖div yu‖L2(Ω) =

∫

Ω

| div yu(x)| 2 dx→ inf,(4)ãäå u ∈ U ,
U = {v ∈ (L2(Ω))n : v = grad p, p ∈ L2, 0 (Ω)} ;
yu− îáîáùåííîå ðåøåíèå èç
(W 2

2,0(Ω))n def
= (H2(Ω))n ∩ (H1

0 (Ω))n çàäà÷è
−ν∆yu = f − u, x ∈ Ω (5)â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è

yu− îáîáùåííîå ðåøåíèå èç (H2 (Ω)
)n çàäà÷è

{

−ν∆y = f − u,

y|∂Ω = ϕ
(6)â ñëó÷àå áîëåå îáùèõ íåîäíîðîäíûõãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì èç (H1

0 (Ω))nçàäà÷è (5) ïðè �èêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè
u ∈ U ïîíèìàåòñÿ �óíêöèÿ yu ∈ (H1

0 (Ω))n,óäîâëåòâîðÿþùàÿ èíòåãðàëüíîìó ðàâåíñòâó[3, ñòð. 28℄
ν((yu, ϕ)) = (f, ϕ)(L2(Ω))n ∀ϕ ∈ (H1

0 (Ω))n.Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàäà÷à (1) èìååòðåøåíèå (y, p) ∈ (W 2
2, 0(Ω))n × L2, 0(Ω), òîçàäà÷à (4)- (5) èìååò ðåøåíèå (y, grad p) ∈

(W 2
2, 0(Ω))n × L2(Ω) è J(grad p) = 0. Òàêèìîáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñîäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè y|∂Ω = 0ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (4)- (6).�àññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,ðåøåíèå ýâîëþöèîííîé çàäà÷è (2) ìîæåòáûòü ïîëó÷åíî èç çàäà÷è

J(u) = ‖div yu‖
2
L2(QT ) =

∫

QT

|div yu|
2dx dt→ inf

u∈U
,(7)
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U = L2(0, T ; G),

G = {v ∈ (L2(Ω))n : v = grad p, p ∈ L2, 0 (Ω)} ,ãäå yu− îáîáùåííîå ðåøåíèå èç
L2(0, T,

(

H1
0 (Ω)

)n
) çàäà÷è

∂y

∂t
− ν∆yu = f − u, x ∈ Ω (8)â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è

yu− îáîáùåííîå ðåøåíèå èç
L2(0, T ;

(

W 1
2 (Ω)

)n
) çàäà÷è

{

∂y
∂t − ν∆yu = f − u, x ∈ Ω,

y|∂Ω = ϕ
(9)â ñëó÷àå áîëåå îáùèõ íåîäíîðîäíûõãðàíè÷íûõ óñëîâèé.ÌÅÒÎÄ ÈÒÅ�ÀÒÈÂÍÎÉ�Å�ÓËß�ÈÇÀÖÈÈ ÄËßÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÑÒÎÊÑÀÄëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áóäåò èñïîëüçîâàíìåòîä èòåðàòèâíîé ðåãóëÿðèçàöèè ïðîåêöèèãðàäèåíòà (ñì., íàïðèìåð [8℄). Ïðè÷èíàèñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåäóðû ðåãóëÿðèçàöèèñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè îòñòóòñòâèèñòðîãîé âûïóêëîñòè ìèíèìèçèðóåìîãî�óíêöèîíàëà ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêîî ñëàáîé ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðàâëåíèé â ìåòîäåïðîåêöèè ãðàäèåíòîâ ê ðåøåíèþ âàðèàöèîííîéçàäà÷è [8℄. À ïîñêîëüêó �óíêöèîíàë

J(u), îïðåäåëåííûé â (4), ÿâëÿåòñÿïðîñòî âûïóêëûì (ñì. óòâåðæäåíèå0.1), äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèëüíî-ñõîäÿùåéñÿïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðàâëåíèé áóäåìèñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé èçâåñòíûéðåçóëüòàò èç ðàáîòû [8, ãë. 2, 9 ℄.Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè
inf
υ∈U

J(υ) = J∗.Îáîçíà÷èì U∗ = {υ ∈ U : J(υ) = J∗} .Òåîðåìà 0.1. Ïóñòü1) U − âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâîèç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H; �óíêöèÿ
J(u) âûïóêëà è äè��åðåíöèðóåìà íà U ,ïðè÷åì

∥

∥J ′(u)
∥

∥ ≤ L0 (1 + ‖u ‖) , ∀u ∈ U,

L0 = const ≥ 0;êðîìå òîãî, J∗ > −∞, U∗ 6= ∅;

2) ïîãðåøíîñòè â çàäàíèè ïðèáëèæåíèé
J ′

k(u) äëÿ ãðàäèåíòà J ′(u) óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèþ
∥

∥J ′

k(u) − J ′(u)
∥

∥ ≤ δk (1 + ‖u ‖) (10)
∀u ∈ U, k = 1, 2 . . . , lim

k→∞

δk = 0;3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {δk}, {αk}, {βk}òàêîâû, ÷òî
δk ≥ 0, αk > 0, βk > 0, k = 1, 2, ...;

lim
k→∞

(δk + αk + βk) = 0,

lim
k→∞

|αk+1 − αk|

α2
kβk

= lim
k→∞

βk

αk
= lim

k→∞

δk
αk

= 0,

∞
∑

k=1

αkβk = +∞.Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk, îïðåäåëÿåìàÿóñëîâèåì
uk+1 = PU

(

uk − βk

(

J ′

k(uk) + αkuk

))

, (11)
k = 1, 2, ..., u1 ∈ U, ñõîäèòñÿ ïî íîðìå H êòî÷êå u∗ ∈ U∗ ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé.Çäåñü PU � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ [8℄íà ìíîæåñòâî U .Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ óñòàíàâëèâàþòäîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè äàííîéòåðåìû ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿäëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è Ñòîêñà (4), (6).Òåîðåìà 0.2. Ôóíêöèîíàë J(u), îïðåäåëåííûéâ (4), äè��åðåíöèðóåì ïî Ôðåøå,

J ′(u) = 2ψu,ãäå ψu ∈ (W 2
2, 0(Ω))n � îáîáùåííîå ðåøåíèåçàäà÷è

−ν∆ψu = grad div (yu) â Ω, (12)à yu ∈ (W 2
2, 0(Ω))n � îáîáùåííîå ðåøåíèåçàäà÷è
−ν∆yu = f − u â Ω. (13)Òåîðåìà 0.3. Îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ

υ = PUd, d ∈ (L2(Ω))n,

U = {v ∈ (L2(Ω))n : v = grad p, p ∈ L2, 0 (Ω)} ,ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:
υ = grad p, (14)ãäå p � ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà







∆p = div d â Ω

∂p

∂n

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= d · n |∂Ω

(15)â ïðîñòðàíñòâå L2, 0(Ω). Çäåñü n� âåêòîðâíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå ∂Ω îáëàñòè Ω.



4 �èäð à â ë è ÷ å ñ ê è å ì àøèíû è ã è ä ð î ï í å âì î à ã ð å ã à òûÈñïîëüçóÿ ñâîéñòâî Ëèïøèöà [8℄äëÿ �óíêöèîíà J(u), âîçìîæåí âûáîðïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèé áîëåå áûñòðóþñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (11).Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò òàêîé îãðàíè÷åííûéñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A, ÷òî
J ′(u) − J ′(υ) = A(u− υ) ∀u, υ ∈ U, (16)ïðè÷åì

‖A‖ ≤ L, L =
1

ν2
∀u, υ ∈ U. (17)Ñëåäñòâèå 0.1.

∥

∥J ′(u)
∥

∥ ≤ L0 ·
(

1 + ‖u‖(L2(Ω))n

)

,ãäå L0 = const ≥ 0Óòâåðæäåíèå 0.1. Ôóíêöèîíàë J(u)âûïóêëûé íà U .Ñ ó÷åòîì òåîðåìû 0.2, ëåììû 1,ñëåäñòâèÿ 0.1 è óòâåðæäåíèÿ 0.1 ñëåäóþùàÿòåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2ðàáîòû [2℄.Òåîðåìà 0.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{y k}∞k=1, {ψ k}∞k=1, {u k}∞k=1 îïðåäåëåíû ñïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

−ν∆y k = f − u k, y k
∣

∣

∣

∂Ω
= ϕ, (18)

−ν∆ψ k = grad div y k, ψ k
∣

∣

∣

∂Ω
= 0, (19)

dk+1 = u k − βk

(

2ψ k + αku
k
)

, (20)










∆p k+1 = div d k+1 â Ω

∂p k+1

∂n

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= d k+1 · n
∣

∣

∣

∂Ω
,

(21)
u k+1 = grad p k+1, k = 1, 2, . . . ,ãäå βk = 2 (L+ 2αk)

−1, à {αk}
∞

k=1óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
αk > 0,

∞
∑

k=1

αk = ∞, lim
k→∞

αk+1 − αk

α2
k

= 0.Òîãäà ïðè ëþáîì u1 ∈ U

lim
k→∞

‖u k − u∗‖(L2(Ω))n = 0,Çäåñü L � êîíñòàíòà â óñëîâèÿõ ëåììû 1.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñõîäèìîñòü uk â
(L2(Ω))n âëå÷åò çà ñîáîé ñõîäèìîñòü yk â
(W 1

2 (Ω))n.Äëÿ ýâîëþöèîííîé çàäà÷è Ñòîêñà (2)óñòàíîâëåíà òåîðåìà.Òåîðåìà 0.5. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{y k}∞k=1, {ψ k}∞k=1, {u k}∞k=1 îïðåäåëåíû ñïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà











∂yk

∂t
− ν∆yk = f − uk,

yk(x, 0) = y0, yk
∣

∣

∣

ST

= µ(x, t),
(22)











−
∂ψk

∂t
− ν∆ψk = grad div yk,

ψk(x, T ) = 0, ψk
∣

∣

∣

ST

= 0,
(23)

dk+1 = u k − βk

(

2ψ k + αku
k
)

, (24)










∆p k+1 = div d k+1 â Ω

∂p k+1

∂n

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= d k+1 · n
∣

∣

∣

∂Ω

, (25)
u k+1 = grad p k+1, k = 1, 2, . . . ,ãäå βk = 2 (L+ 2αk)

−1, à {αk}
∞

k=1óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
αk > 0,

∞
∑

k=1

αk = ∞, lim
k→∞

αk+1 − αk

α2
k

= 0.Òîãäà ïðè ëþáîì u1 ∈ U

lim
k→∞

‖u k − u∗‖(L2(QT ))n = 0,Çäåñü êàæäûé øàã èòåðàöèîííîãîïðîöåññà ñîñòîèò â ðåøåíèè äâóõ óðàâíåíèéòåïëîïðîâîäíîñòè è îäíîé çàäà÷è Íåéìàíà.ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÀß ÑÕÅÌÀÂ äàííîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíûâîïðîñû ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåìäëÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, ðàññìîòðåííûõâ òåîðåìàõ (0.4), (0.5). �àçíîñòíûå ñõåìûáóäóò ïîñòðîåíû íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ äëÿîáëàñòåé êâàäðàòíîé �îðìû â äâóìåðíûõåâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.Ââåäåì â îáëàñòè QT = [0, T ] × Ω, ãäå
Ω = [0, 1] × [0, 1] � åäèíè÷íûé êâàäðàò,ðàâíîìåðíóþ ðàçíîñòíóþ ñåòêó ñ øàãîì h ïîïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è âðåìåííûìøàãîì τ (èëè èòåðàöèîííûì øàãîì ïðèðåøåíèè óðàâíåíèé ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ).Ïóñòü ω̄ = {xi = (x1

i , x
2
j ) : i, j =

0, . . . , N}, x0 = (0, 0), xN = (1, 1), h =
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1/N� øàã ñåòêè, ω � ìíîæåñòâî âíóòðåííèõóçëîâ ñåòêè ω̄, à γ =

⇀
ω\ω � ìíîæåñòâî ååãðàíè÷íûõ óçëîâ (âñå îïðåäåëåíèÿ âçÿòûèç [9℄). Îïðåäåëèì â óçëàõ ðàçíîñòíîéñåòêè (i, j) ñåòî÷íûå �óíêöèè y k

h, u
k
h, ψ k

h,äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâèòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (18)- (21), (22)-(25).Ââîäÿ íà ñåòêå ω̄ ðàçíîñòíûå àíàëîãè
∆h, grad h divh, divh è grad h ñîîòâåòñòâåííîîïåðàòîðîâ ∆, grad div, div, grad, ìîæíîïîñòðîèòü ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿèòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (18)- (21), (22)-(25).Äëÿ óðàâíåíèé (18) è (19), ÿâëÿþùèìèñÿêðàåâûìè çàäà÷àìè Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿÏóàññîíà, èñïîëüçîâàëàñü ñòàíäàðòíàÿïÿòèòî÷å÷íàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âòîðîãîïîðÿäêà òî÷íîñòè [9℄.Äëÿ êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà (21) áûëèèñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [10℄,ãäå, çàäàâàÿ ïðîåêöèþ ðåøåíèÿ íà íóëåâîåñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà èñòðîÿ ïðàâóþ ÷àñòü òàê, ÷òîáû ðàçíîñòíàÿçàäà÷à áûëà ðàçðåøèìà, àâòîð ìåòîäîìàïðèîðíàõ îöåíîê äîêàçàë ñõîäèìîñòü êðåøåíèþ, èìåþùåìó òó æå ñàìóþ ïðîåêöèþíà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíîéçàäà÷è â ñåòî÷íîé íîðìå W

(1)
2 , à â [11℄äîêàçàíà ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü, ïðè÷åìñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â îáîèõ ðàáîòàõñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè.Äëÿ àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðîâ divè grad áûëè ðàññìîòðåíû öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè è êîìïàêòíûåðàçíîñòè [13℄ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïîïðîñòðàíñòâåííîìó øàãó [13℄ äëÿ ïîâûøåíèÿçàïàñà óñòîé÷èâîñòè.Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íåîáõîäèìîèñññëåäîâàòü îäèí âàæíûé âîïðîñîòíîñèòåëüíî ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû 0.4ê êîíå÷íî-ðàçíîñòíîìó èòåðàöèîííîìóïðîöåññó, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ñ ó÷åòîìàïðîêñèìàöèé. À èìåííî, èñïîëüçîâàíèåêîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè èòåðàöèîííîãîïðîöåññà, ïîñòðîåííîãî äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõïðîñòðàíñòâ íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òîâìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ J ′(u k) =

ψ k è PU (d k+1) = grad p k+1 íàì èçâåñòíîëèøü èõ ñåòî÷íîå ïðèáëèæåíèå J ′(u k
h) = ψ k

hè PU (d k+1
h ) = gradh p

k+1
h ñîîòâåòñòâåííî.Èçâåñòåí ðåçóëüòàò ðàáîòû [2℄, ñîãëàñíîêîòîðîìó, åñëè â ìåòîäå èòåðàòèâíîéðåãóëÿðèçàöèè (0.1) âìåñòî òî÷íîãîçíà÷åíèÿ îïåðàòîðà PU (·) èçâåñòíà åãî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé PkU (·), òîïðè íàëîæåíèè òðåáîâàíèÿ âèäà
‖PU (u) − PkU (u) ‖ ≤ γk (1 + ‖u ‖) ∀u ∈ U,(26)áóäåò ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 0.1,ãäå ê óñëîâèþ 3) äîáàâèòñÿ òðåáîâàíèå
γk ≥ 0, k = 1, 2, ...; lim

k→∞

(αk + δk + γk) = 0;

lim
k→∞

γk

αk
= 0.Çàìå÷àíèå 0.1. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1ðàáîòû [2℄ óñëîâèå 2) òåîðåìû 0.1 äîñòàòî÷íîïðîâåðèòü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uk, àóñëîâèå (2.5) − íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

dk
def
= uk − βk (J ′

k(uk) + αkuk).Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò îöåíêè äëÿñåòî÷íûõ íîðì
∥

∥

∥PUd
k+1 − PUd

k+1
h

∥

∥

∥ ,
∥

∥

∥J ′(u k) − J ′(u k
h)
∥

∥

∥Ëåììà 2. Âûïîëíåíî ðåêêóðåíòíîåñîîòíîøåíèå
∥

∥

∥u k+1
h − u k+1

∥

∥

∥

0
≤ Ak

∥

∥

∥u k
h − u k

∥

∥

∥

0
+Bk+1(h),(27)

∥

∥u 1
h − u 1

∥

∥

0
= 0,

∥

∥

∥ψ k
h − ψ k

∥

∥

∥

0
≤M2

∥

∥

∥u k
h − u k

∥

∥

∥

0
+ Ck(h), (28)ãäå

k = 1, 2, . . . ,

Ak = P (1 − βkαk +M2βk),

Bk+1(h) = Pβk(M‖δyk
h‖ + ‖δψk

h‖) + ‖δpk+1
h ‖,

Ck(h) = M‖δyk
h‖ + ‖δψk

h‖.Çäåñü
M, P � ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûåïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèåîò øàãà ñåòêè, ‖·‖0 � ñåòî÷íûé àíàëîãíîðìû (L2(Ω))n [9℄; q � ïîðÿäîê òî÷íîñòèðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ àëãîðèòìà;
‖δy k

h ‖ � íåâÿçêà ðàçíîñòíîîãî îïåðàòîðàËàïëàñà íà yk;
‖δψ k

h ‖ � íåâÿçêà ðàçíîñòíîîãî îïåðàòîðàËàïëàñà íà ψk;
‖δp k+1

h ‖ � íåâÿçêà îïåðàòîðà grad h íà p k+1.Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íàèñïîëüçîâàíèè àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ çàäà÷Äèðèõëå è Íåéìàíà, óñòàíîâëåííûõ â [9℄.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî
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∥

∥

∥u k
h − u k

∥

∥

∥

0
≤

(

k−1
∏

i=1

Ai

)











k−1
∑

l=1

Bl(h)
l
∏

i=1
Ai









Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêàíîðìà ðàçíîñòè ìåæäó îïåðàòîðîì PU (u k)è åãî ñåòî÷íûì àíàëîãîì PU (u k
h) ðàâíà

∥

∥

∥
u k

h − u∗
∥

∥

∥
≤
∥

∥

∥
u k

h − u k
∥

∥

∥
+
∥

∥

∥
u k − u∗

∥

∥

∥
(29)(çäåñü ‖·‖ � ëþáàÿ ñåòî÷íàÿ íîðìà).Èç ñëåäñòâèÿ 0.2 âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì÷èñëà èòåðàöèé âåðõíÿÿ îöåíêà íà

∥

∥u k
h − u k

∥

∥

0
óâåëè÷èâàåòñÿ, åñëè βk = 2

L+2αk
,ïîñêîëüêó ïðè ýòîì

Ak =
P (L+ 2M2)

L+ 2αk
> 0.Òàêèì îáðàçîì, ïðè �èêñèðîâàííîì øàãåñåòêè íåîáõîäèìî �îðìóëèðîâàòü ïðàâèëîîñòàíîâà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ïîñêîëüêóâ ýòîì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèåñòðåìëåíèÿ ê 0 îöåíêè ñâåðõó íà ∥∥u k

h − u k
∥

∥

0[2℄. Äëÿ äîñòèæåíèÿ æå çàäàííîé òî÷íîñòèíåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü èçìåëü÷åíèå øàãàðàçíîñòíîé ñåòêè.ÒÅ×ÅÍÈÅ Â ÊÀÂÅ�ÍÅ Ñ ÄÂÈÆÓÙÅÉÑßÊ�ÛØÊÎÉ�àññìîòðèì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è Íàâüå-Ñòîêñà êðåøåíèþ òåñòîâîé çàäà÷è î òå÷åíèè âêâàäðàòíîé êàâåðíå ñ äâèæóùåéñÿ âåðõíåéêðûøêîé. Çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéíåñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè â êâàäðàòíîé ïîëîñòè, êîòîðîåèíäóöèðóåòñÿ äâèæåíèåì ñ ïîñòîÿííîéñêîðîñòüþ îäíîé èç åå ñòåíîê. �àñ÷åòíàÿîáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò
Ω = {(x, y) : x, y ∈ [0, L]}ñî ñòîðîíîé L = 1ì. Âåðõíÿÿ ñòåíêàïåðåìåùàåòñÿ âäîëü îñè 
 ïîñòîÿííîéñêîðîñòüþ U = 1ì/c. Òå÷åíèåïðèíèìàåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì, ëàìèíàðíûì,íåñæèìàåìûì è èçîòåðìè÷åñêèì. ×èñëî�åéíîëüäñà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî äëèíåñòîðîíû êàâåðíû è ñêîðîñòè âåðõíåé ñòåíêè:

Re = ρUL
µ . Â ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü ν = 1

Re = 1.Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èñïîëüçóþòñÿîäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: u = 0, p =
105 Ïà. Íà ñòåíêàõ êàâåðíû âûñòàâëÿþòñÿãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ (ñì. ðèñ. 1).

�èñ. 1.Âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííàÿ â ñðåäå Te
plot,ïåðåäàåò êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó òå÷åíèÿ âêàâåðíå (ñì. ðèñ. 2).

�èñ. 2. Íàïðàâëåíèå òå÷åíèÿ öåíòðàëüíîãîâèõðÿ â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå íà ñåòêå
128 × 128 ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 15 ñ(âðåìåííîé øàã τ = 0.01 c)



È. È. �îëè÷åâ, Ò. �. Øàðèïîâ • Àíàëèç âîçíèêíîâåíèÿ íåñòàöèîíàðíîñòè òå÷åíèÿ... 7ÂÛÂÎÄÛÂ äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèåçàäà÷è, ïîñòàâëåííîé âî ââåäåíèè, à èìåííî
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