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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ëîìàíîé Äèðèõëå, îáðàçîâàí-
íîé ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà

n∑
k=1

k−1/2e−ix ln k

íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òî÷êè ïåðåõîäà nopt(x) � èíäåêñà ÷àñòè÷-
íîé ñóììû, áëèæàéøåé ê çíà÷åíèþ äçåòà-ôóíêöèè ζ(1/2+ix), è õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
âåêòîðà

V (x) = C(x)− Snopt(x).

Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â òî÷êàõ, ãäå C(x) = 0, âåêòîðû 1, S1, V óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ çàìûêàíèÿ:

1 + S1 + V = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþ-
ùåé äðîáíûå ÷àñòè ôàç ÷ëåíîâ ðÿäà. Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ íå òðåáóþò âû÷èñ-
ëåíèÿ ζ(1/2 + ix) è ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà.
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1 Ââåäåíèå

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ðÿä Äèðèõëå:

ζ(s) =
∞∑
k=1

k−s, s =
1

2
+ ix,

ãäå x ∈ R.
×àñòè÷íûå ñóììû:

Sn(x) =
n∑

k=1

k−1/2e−ix ln k.

Ïðåäåë Sn(x) ïðè n → ∞ ðàâåí ζ(1/2 + ix). Ëîìàíàÿ Sn(x) ÿâëÿåòñÿ ñïèðàëüþ,
íàìàòûâàþùåéñÿ íà öåíòð

C(x) = ζ(1/2 + ix).

1.2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

1. Îïðåäåëåíèå 1. Öåíòð ñïèðàëè.

C(x) = ζ(1/2 + ix).

2. Îïðåäåëåíèå 2. Ëîìàíàÿ Äèðèõëå.

Sn(x) =
n∑

k=1

k−1/2e−ix ln k, n ≥ 1.

3. Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êà ïåðåõîäà.

nopt(x) = argmin
n≥1

|Sn(x)− C(x)|.

4. Îïðåäåëåíèå 4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð.

V (x) = C(x)− Snopt(x).

2 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

2.1 Äâà ðåæèìà ëîìàíîé

Íà îñíîâå ÷èñëåííûõ íàáëþäåíèé âûäåëÿþòñÿ äâà ðåæèìà ïîâåäåíèÿ ëîìàíîé:

1. Ðåæèì ñóñòàâîâ (n < nopt): ëîìàíàÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê öåíòðó.

2. Ðåæèì ñïèðàëè (n > nopt): ëîìàíàÿ íàìàòûâàåòñÿ âîêðóã öåíòðà.

Òî÷êà nopt ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ìåæäó ýòèìè ðåæèìàìè.
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2.2 Óñëîâèå ýêñòðåìóìà

Òåîðåìà 1 (Óñëîâèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà).
Ïóñòü nopt � òî÷êà ïåðåõîäà. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ:

⟨V (x), anopt(x)⟩ ≤ 0 ≤ ⟨V (x), anopt+1(x)⟩,

ãäå ak(x) = k−1/2e−ix ln k, à ⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìèíèìóìà ðàññòîÿíèÿ.

2.3 Óñëîâèå ïåðåñêîêà

Òåîðåìà 2 (Óñëîâèå ïåðåñêîêà).
Â ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ nopt ñ èíäåêñà n íà n+ 1 âûïîëíÿåòñÿ:

|Sn(x)− C(x)| = |Sn+1(x)− C(x)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç äèñêðåòíîñòè nopt. Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ñî-
ñåäíèå çíà÷åíèÿ ðàâíû.

3 Çàìûêàíèå â íóëÿõ

3.1 Áàçîâîå òîæäåñòâî

Äëÿ ëþáîãî x > 0 è ëþáîãî n âûïîëíÿåòñÿ:

C = Sn +Rn,

ãäå Rn � îñòàòîê ðÿäà (õâîñò).
Â òî÷êå ïåðåõîäà n = nopt:

V = C − Sn.

Òîãäà:
C = Sn + V.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Sn = 1 + S1, ãäå:

� 1 � ïåðâûé ÷ëåí ðÿäà,

� S1 =
∑n

k=2 k
−1/2e−ix ln k,

ïîëó÷àåì:
C = 1 + S1 + V.

3.2 Óñëîâèå çàìûêàíèÿ â íóëå

Â òî÷êàõ, ãäå C(x) = 0, óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

1 + S1 + V = 0.

Ýòî óñëîâèå çàìûêàíèÿ: òðè âåêòîðà 1, S1, V îáðàçóþò çàìêíóòûé òðåóãîëüíèê.
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4 Äðîáíàÿ ÷àñòü ôàçû

4.1 Îïðåäåëåíèå äðîáíîé ÷àñòè

Ââåä¼ì:

δk =

{
x ln k

2π

}
, k = 2, . . . , n,

ãäå {·} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà.
Òîãäà êàæäûé ÷ëåí ðÿäà:

k−1/2e−ix ln k = k−1/2e−i2πδk .

Öåëûå îáîðîòû íå âëèÿþò íà ïîëîæåíèå òî÷êè.

4.2 Ôàçà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà

Íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ óñòàíîâëåíî:

V (x) =
A√
x
exp

[
i

(
−2πδn −

π

4
− 112π

180

)]
,

ãäå:

� A = 0.830677 � êîíñòàíòà (ïîëó÷åíà ÷èñëåííî êàê ïðåäåë
√
x|V |),

� δn =
{

x lnn
2π

}
,

� −112◦ � ïîñòîÿííûé ôàçîâûé ñäâèã,

� n = nopt(x) = ⌊αx⌋, α = 0.428944.

Ïðèìå÷àíèå: Êîíñòàíòû A è −112◦ ïîëó÷åíû ýìïèðè÷åñêè. Èõ àíàëèòè÷å-
ñêèé âûâîä îñòà¼òñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé.

5 Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ íóëåé

5.1 Âûâîä ñèñòåìû

Óñëîâèå çàìûêàíèÿ 1 + S1 + V = 0 ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé (äëÿ äåé-
ñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé):

1 +
∑n

k=2 k
−1/2 cos(2πδk) +

A√
x
cos

(
2πδn +

π

4
+ 112◦

)
= 0,

∑n
k=2 k

−1/2 sin(2πδk)−
A√
x
sin

(
2πδn +

π

4
+ 112◦

)
= 0,

ãäå

δk =

{
x ln k

2π

}
, n = nopt(x) = ⌊αx⌋.
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5.2 Èíòåðïðåòàöèÿ

Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè x ê íóëÿì äçåòà-ôóíêöèè â
ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè.

� Åñëè ñèñòåìà âûïîëíÿåòñÿ, òî x ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì ζ(1/2 + ix).

� Åñëè ñèñòåìà íå âûïîëíÿåòñÿ, òî x íå ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì.

5.3 Ñòàòóñ ñèñòåìû

� Ñèñòåìà âûâåäåíà èç ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè è çàêîíîâ äëÿ V .

� Ñèñòåìà íå òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ζ(1/2 + ix).

� Ñèñòåìà ïîäòâåðæäåíà ÷èñëåííî äëÿ âñåõ ïðîâåðåííûõ íóëåé.

� Ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ãèïîòåçû Ðèìàíà.

5.4 Ëåììà î ñâÿçè

Ëåììà.
Åñëè ñèñòåìà (5.1) âûïîëíÿåòñÿ, òî |C(x)| = 0 â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ìîäåëè.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå äîêàçàíî àíàëèòè÷åñêè. Îäíàêî äëÿ
âñåõ ïðîâåðåííûõ òî÷åê x èç áàçû Îäëûæêî (áîëåå 200 íóëåé è áîëåå 200 êîíòðîëü-
íûõ íå-íóëåé) ýêâèâàëåíòíîñòü ïîäòâåðæäåíà ÷èñëåííî ñ òî÷íîñòüþ |C(x)| < 10−4

äëÿ íóëåé è |C(x)| > 0.1 äëÿ íå-íóëåé.
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà âûñòóïàåò êàê ýìïèðè÷åñêèé êðèòåðèé, òðåáóþùèé

äàëüíåéøåãî àíàëèòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ.

6 ×èñëåííûå êîíñòàíòû

Â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò:

Êîíñòàíòà Çíà÷åíèå Ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ
α 0.428944± 0.0005 Ïðåäåë nopt(x)/x
A 0.830677± 0.000001 Ïðåäåë

√
x|V |

−112◦ ýìïèðè÷åñêèé ôàçîâûé ñäâèã Óñðåäíåíèå ïî ìíîæåñòâó òî÷åê

Òàáëèöà 1: ×èñëåííûå êîíñòàíòû ìîäåëè

Ïðèìå÷àíèå: Êîíñòàíòû ïîëó÷åíû ýìïèðè÷åñêè. Èõ àíàëèòè÷åñêèé âûâîä
îñòà¼òñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé.

7 Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ëîìàíîé Äèðèõëå íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî â òî÷êàõ, ãäå C(x) = 0, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå çàìûêàíèÿ:

1 + S1 + V = 0.
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Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå äâóõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñâÿçû-
âàþùåé äðîáíûå ÷àñòè ôàç ÷ëåíîâ ðÿäà è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà:

� Íå òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ζ(1/2 + ix).

� Ñëóæèò îñíîâîé äëÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïðîâåðêè íóëåé.

� Ïîäòâåðæäåíà ÷èñëåííî äëÿ âñåõ ïðîâåðåííûõ íóëåé.

Îòêðûòûå âîïðîñû:

1. Àíàëèòè÷åñêèé âûâîä êîíñòàíò α, A, −112◦.

2. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåìû è ζ(1/2 + ix) = 0.

A Ñâÿçü ñ ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòüþ

Â ×àñòè II íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ, îñíîâàííûé íà
óïðîù¼ííîé ôîðìóëå äëÿ V è ÷èñëåííîé ïðîâåðêå ñèñòåìû. ×àñòü I ñîäåðæèò òåî-
ðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ýòîãî àëãîðèòìà.
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