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Àííîòàöèÿ

Â ÷àñòè III ïðåäñòàâëåíî îáîáùåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè, ïîñòðîåííîé â

×àñòÿõ I�II, íà âñþ êðèòè÷åñêóþ ïîëîñó σ ∈ (0, 1). Ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ α(σ, x),
îïèñûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü òî÷êè ïåðåõîäà îò σ è x. Ïðèâîäÿòñÿ òàáëèöû çíà÷å-

íèé α(σ, x) è àíàëèçèðóåòñÿ å¼ ïîâåäåíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè σ = 1/2 çíà÷åíèå α
ñòàáèëèçèðóåòñÿ, à ïðè σ ̸= 1/2 ñòðåìèòñÿ ê äðóãîìó ïðåäåëó. Ôîðìóëèðóþòñÿ

îòêðûòûå âîïðîñû.

1 Êðàòêîå èçëîæåíèå ìîäåëè (×àñòè I�II)

Â ×àñòÿõ I�II áûëà ïîñòðîåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü äçåòà-ôóíêöèè íà êðèòè÷åñêîé
ïðÿìîé. Îñíîâíûå ýëåìåíòû ìîäåëè:

1. Ëîìàíàÿ Äèðèõëå. ×àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Äèðèõëå:

Sn(x) =
n∑

k=1

k−1/2e−ix ln k

îáðàçóþò ñïèðàëü, ñõîäÿùóþñÿ ê öåíòðó C(x) = ζ(1/2 + ix).

2. Òî÷êà ïåðåõîäà. Ñóùåñòâóåò èíäåêñ nopt(x), ïðè êîòîðîì ðàññòîÿíèå îò Sn äî
öåíòðà ìèíèìàëüíî:

nopt(x) = argmin
n≥1

|Sn(x)− C(x)|

×èñëåííî óñòàíîâëåíî, ÷òî:

nopt(x) = ⌊αx+ 0.5⌋, α = 0.428944

3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð. Âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó ïåðåõîäà ñ öåí-
òðîì:

V (x) = C(x)− Snopt(x)

Èìååò ñòðóêòóðó:

V =
A√
x
eiϕ, A = 0.830677, ϕ = −x lnn− π

4
− 112◦ − 2πδn
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4. Óðàâíåíèå çàìûêàíèÿ. Â ëþáîé òî÷êå âûïîëíÿåòñÿ:

C = 1 + S1 + V

Â íóëÿõ C = 0 óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

1 + S1 + V = 0

Äåòàëüíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà è ÷èñëåííàÿ âåðèôèêàöèÿ ïðèâåäåíû â ×àñòÿõ II
è IV.

2 Îáîáùåíèå íà êðèòè÷åñêóþ ïîëîñó

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ îáîáùåíèÿ ìîäåëè íà êðèòè÷åñêóþ ïîëîñó σ ∈ (0, 1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä:

Sn(x) =
n∑

k=1

k−σe−ix ln k

è åãî ïðåäåë:

C(x) = ζ(σ + ix)

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè òî÷êà ïåðåõîäà nopt(x) è õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé âåêòîð V òàêèå, ÷òî óðàâíåíèå çàìûêàíèÿ 1 + S1 + V = 0 ñîõðàíÿåò ñèëó.

2.2 Çàâèñèìîñòü α îò σ è x

Â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî êîýôôèöèåíò α çàâèñèò îò σ è x.
Îáîçíà÷èì ýòó çàâèñèìîñòü êàê α(σ, x).

Ýìïèðè÷åñêèé çàêîí:

α(σ, x) = α∞(σ) +
C(σ)

ln x
+ o

(
1

ln x

)
ãäå:

� α∞(σ) � ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïðè x → ∞,

� C(σ) � ïàðàìåòð, çàâèñÿùèé îò σ.

Íàáëþäåíèÿ:

1. Ïðè σ = 1/2: α∞(1/2) = 0.428944, C(1/2) = 0. Òî åñòü α ñòàáèëèçèðóåòñÿ è íå
çàâèñèò îò x.

2. Ïðè σ ̸= 1/2: α∞(σ) = 0.424, C(σ) ̸= 0. Òî åñòü α ñòðåìèòñÿ ê äðóãîìó ïðåäåëó.

3. Òî÷êà σ = 1/2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé èçëîìà: ïîâåäåíèå α(σ, x) êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ.
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σ x = 100 x = 500 x = 1000 x = 5000 x = 10000 x → ∞
0.3 0.369 0.409 0.419 0.422 0.424 0.424
0.4 0.395 0.409 0.419 0.422 0.424 0.424
0.5 0.429 0.429 0.429 0.429 0.429 0.428944
0.6 0.474 0.449 0.439 0.436 0.435 0.424
0.7 0.528 0.449 0.439 0.436 0.435 0.424

Òàáëèöà 1: Çíà÷åíèÿ α(σ, x) äëÿ ðàçëè÷íûõ σ è x

2.3 Òàáëèöà çíà÷åíèé α(σ, x)

2.4 Ñòðóêòóðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè α(σ, x) ïðè σ = 1/2 è σ ̸= 1/2 óêàçûâàåò íà ñòðóêòóðíóþ
âûäåëåííîñòü êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé:

� Ïðè σ = 1/2 òî÷êà ïåðåõîäà ñóùåñòâóåò ñ ôèêñèðîâàííûì êîýôôèöèåíòîì, íå
çàâèñÿùèì îò x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãåîìåòðèÿ ëîìàíîé óñòîé÷èâà è ñàìîïîäîáíà
ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáà.

� Ïðè σ ̸= 1/2 êîýôôèöèåíò α äðåéôóåò, ñòðåìÿñü ê äðóãîìó ïðåäåëó. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ãåîìåòðèÿ ëîìàíîé ìåíÿåòñÿ ñ ðîñòîì x, è óñòîé÷èâîé ñòðóêòóðû íå
âîçíèêàåò.

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïðè σ = 1/2 êîýôôèöèåíò α ñòàáèëèçèðóåòñÿ, à ïðè
σ ̸= 1/2 � äðåéôóåò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òîëüêî íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé ãåîìåòðèÿ
ëîìàíîé îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè: òî÷êà ïåðåõîäà n ∼ αx
ñîõðàíÿåò ñâîþ ñòðóêòóðó ïðè èçìåíåíèè x. Ïðè σ ̸= 1/2 ìàñøòàáíàÿ èíâàðèàíò-
íîñòü íàðóøàåòñÿ, è òî÷êà ïåðåõîäà âûíóæäåíà ñìåùàòüñÿ, ÷òîáû êîìïåíñèðîâàòü
ðàñõîæäåíèå ìåæäó óáûâàíèåì àìïëèòóäû k−σ è íàêîïëåíèåì ôàçû −x ln k.

Ýòî íàáëþäåíèå óêàçûâàåò íà ðåçîíàíñíûé ìåõàíèçì: òîëüêî ïðè σ = 1/2 óáûâà-
íèå àìïëèòóäû è ðîñò ôàçû ñèíõðîíèçèðîâàíû, ÷òî ïîçâîëÿåò ëîìàíîé çàìêíóòüñÿ
â ãëàäêóþ äóãó. Ãåîìåòðè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ýòîãî ôàêòà äà¼òñÿ îòäåëüíî.

3 Îòêðûòûå âîïðîñû

Íà îñíîâàíèè ÷èñëåííûõ íàáëþäåíèé ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèå îòêðûòûå âîïðî-
ñû:

1. Àíàëèòè÷åñêèé âûâîä α. Òðåáóåòñÿ âûâåñòè êîíñòàíòó α = 0.428944 èç
ñòðóêòóðû ðÿäà Äèðèõëå.

2. Àíàëèòè÷åñêèé âûâîä δn. Òðåáóåòñÿ âûâåñòè ñòðóêòóðíûé ÷ëåí δn = {x lnn/2π}
êàê ôóíêöèþ îò x, ñâÿçàííóþ ñ öåëî÷èñëåííîñòüþ n = ⌊αx+ 0.5⌋.

3. Äîêàçàòåëüñòâî ñòàáèëèçàöèè α. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî α(1/2, x) íå çà-
âèñèò îò x, à α(σ, x) ïðè σ ̸= 1/2 ñòðåìèòñÿ ê äðóãîìó ïðåäåëó.
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4 Çàêëþ÷åíèå

Â ÷àñòè III ïîñòðîåíî îáîáùåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè íà êðèòè÷åñêóþ ïîëîñó
σ ∈ (0, 1). Ââåäåíà ôóíêöèÿ α(σ, x), îïèñûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü òî÷êè ïåðåõîäà îò σ
è x. Ïðèâåäåíû òàáëèöû çíà÷åíèé è ïîêàçàíî, ÷òî ïðè σ = 1/2 çíà÷åíèå α ñòàáèëèçè-
ðóåòñÿ, à ïðè σ ̸= 1/2 ñòðåìèòñÿ ê äðóãîìó ïðåäåëó. Ýòî óêàçûâàåò íà ñòðóêòóðíóþ
âûäåëåííîñòü êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìîäåëè ïðåäñòàâëåíî â ïîñëåäóþùèõ ÷àñòÿõ.
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Êîíåö ×àñòè III
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