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Àííîòàöèÿ

Â ÷àñòè IV ïðåäñòàâëåíî îáîáùåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ

äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà íà êðèòè÷åñêóþ ïîëîñó σ ∈ (0, 1). Ìåòîä îñíîâàí íà

ìîäåëè C = 1 + S1 + V . Ââåäåíà ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ α(σ, x), îïèñûâàþ-
ùàÿ ñìåùåíèå òî÷êè ïåðåõîäà ïðè èçìåíåíèè σ. Ïðèâåäåíû ïîëíûå òàáëèöû

çàâèñèìîñòè α(σ, x) îò σ è x, âêëþ÷àÿ àñèìïòîòèêó ïðè x → ∞. Ïðîâåä¼í

àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà ê âûáîðó nopt. Ïðåäëîæåíû äâå ðåàëèçàöèè: íåçà-

âèñèìàÿ (áåç mpmath, òî÷íîñòü 10−6) è àäàïòèâíàÿ (ñ mpmath, òî÷íîñòü 10−16).

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ êëàññè÷åñêèìè ïîäõîäàìè. Â ðàçäåëå 9 óñòàíîâëåíà àíà-

ëèòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì V è õâîñòîì ðÿäà, ÷òî

îáîñíîâûâàåò êîíñòàíòû, ââåä¼ííûå â ×àñòÿõ I�II, è ïðåâðàùàåò èõ èç ýìïèðè-

÷åñêèõ â òåîðåòè÷åñêèå.

1 Ñâÿçü ñ ïðåäûäóùèìè ÷àñòÿìè

Â ×àñòè I áûëà ïîñòðîåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü:

C = 1 + S1 + V

ãäå:

� S1 =
∑n

k=2 k
−1/2e−ix ln k,

� V = A√
x
eiϕ,

� n = ⌊αx+ 0.5⌋,

� α = 0.428944, A = 0.830677, ϕ = −x lnn− π/4− 112◦ − 2πδn.

Âàæíîå çàìå÷àíèå î êîíñòàíòàõ: Â ×àñòÿõ I�II êîíñòàíòû α, A è ∆ϕ = −112◦

áûëè ââåäåíû êàê ýìïèðè÷åñêèå, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî êàê ïðåäåëû ïðè x → ∞. Â
íàñòîÿùåé ×àñòè IV (ðàçäåë 9) è â ×àñòè V (ðàçäåë 6.3) ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòè êîí-
ñòàíòû íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïîäãîíî÷íûìè ïàðàìåòðàìè, à îáðàçóþò åäèíóþ
êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó, âîçíèêàþùóþ èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ õâîñòà
ðÿäà. Àíàëèòè÷åñêèé âûâîä α è δn èç ñòðóêòóðû ðÿäà Äèðèõëå îñòà¼òñÿ îòêðûòûì
âîïðîñîì, íî èõ òî÷íûå çíà÷åíèÿ íå âëèÿþò íà ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî êðè-
òè÷åñêîé ïðÿìîé.

Â ×àñòè II áûë ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì è ÷èñëåííûå ïðîâåðêè.
Â ×àñòè III âûïîëíåíî îáîáùåíèå íà êðèòè÷åñêóþ ïîëîñó.
Â ÷àñòè IV ìû:
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� èññëåäóåì çàâèñèìîñòü α îò σ è x,

� ïðèâîäèì ïîëíûå òàáëèöû,

� àíàëèçèðóåì àñèìïòîòèêó ïðè x → ∞,

� ïðîâåðÿåì óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà ê âûáîðó nopt,

� ïðåäñòàâëÿåì äâå ðåàëèçàöèè ìåòîäà,

� ñðàâíèâàåì ñ êëàññè÷åñêèìè ïîäõîäàìè,

� óñòàíàâëèâàåì àíàëèòè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó V è õâîñòîì ðÿäà (ðàçäåë 9).

1.1 Ñâÿçü ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïîäõîäàìè â ëèòåðàòóðå

Â ïðîöåññå ðàáîòû íàä íàñòîÿùåé ìîäåëüþ áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèé
ïîäõîä ê ÷àñòè÷íûì ñóììàì ðÿäà Äèðèõëå ðàíåå ðàññìàòðèâàëñÿ â ëèòåðàòóðå. Íèæå
ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ýòèõ ðàáîò.

Ýðèêñîí (2005) [6] ââîäèò ïîíÿòèå öåíòðà ñïèðàëè C0 äëÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ÷à-
ñòè÷íûõ ñóìì â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå è ïîêàçûâàåò, ÷òî C0 = ζ(s). Èì òàêæå óñòà-
íîâëåíî, ÷òî äëÿ s = 1/2 + it ëîìàíàÿ Äèðèõëå îáëàäàåò çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé,
êîòîðàÿ ðàçðóøàåòñÿ ïðè σ ̸= 1/2. Ýòà ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðâûõ, ãäå ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé îáúåêò
èññëåäîâàíèÿ.

Ãèñëàíöîíè (2009) [5] ðàññìàòðèâàåò ýòà-ôóíêöèþ η(s) è äîêàçûâàåò ñòðîãèé
ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò: äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà îò-
ðåçêå un+2, ëåæèò ñòðîãî âíóòðè îêðóæíîñòè íà îòðåçêå un. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
àñèìïòîòèêó îñòàòêà ðÿäà è óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ãåîìåòðèåé ÷àñòè÷íûõ ñóìì è
àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì.

Ãàóð (2021) ïðåäëàãàåò ðàçëîæåíèå Ω(s) = f(s)+f(1−s) è àíàëèçèðóåò ñïèðàëè,
îáðàçîâàííûå ÷ëåíàìè ýòèõ ðÿäîâ. Ðàáîòà ðàçâèâàåò èäåþ î òîì, ÷òî ôóíêöèîíàëü-
íîå óðàâíåíèå äçåòà-ôóíêöèè ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ñî-
îòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ñïèðàëÿìè.

×åí (2020) ïðåäëàãàåò ëîêàëüíûé ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëèç ôóíêöèè ξ(s), îñíî-
âàííûé íà ñòðóêòóðå ¾ïèêîâ è âïàäèí¿ ìåæäó íóëÿìè. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò äî-
êàçûâàòü îòñóòñòâèå íóëåé â îïðåäåë¼ííûõ èíòåðâàëàõ è äà¼ò íîâûé âçãëÿä íà ðàñ-
ïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Êàïèòîíåö (2019) [4] ïðîâîäèò ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëèç âûðàæåíèé, îïðåäåëÿþ-
ùèõ çíà÷åíèå äçåòà-ôóíêöèè â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå, èñïîëüçóÿ âåêòîðíûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ÷ëåíîâ ðÿäà.

Ñâÿçü ñ íàñòîÿùåé ðàáîòîé
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò ýòî íàïðàâëåíèå. Â íåé ââîäèòñÿ òî÷êà ïåðåõîäà

nopt, ñòðîèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà V êàê
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ õâîñòà ðÿäà (ðàçäåë 9), è ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííûé
êðèòåðèé ïðîâåðêè íóëåé íà îñíîâå çàìûêàíèÿ òðåóãîëüíèêà 1 + S1 + V = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä íå ïðîòèâîðå÷èò èçâåñòíûì ðàáîòàì, à äî-
ïîëíÿåò èõ, ïðåäëàãàÿ íîâûé èíñòðóìåíò äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà äçåòà-ôóíêöèè.
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2 Çàâèñèìîñòü α îò σ è x

2.1 Òàáëèöà çíà÷åíèé α(σ, x)

σ x = 100 x = 500 x = 1000 x = 5000 x = 10000 x → ∞
0.3 0.369 0.409 0.419 0.422 0.424 0.424
0.4 0.395 0.409 0.419 0.422 0.424 0.424
0.5 0.429 0.429 0.429 0.429 0.429 0.428944
0.6 0.474 0.449 0.439 0.436 0.435 0.424
0.7 0.528 0.449 0.439 0.436 0.435 0.424

Òàáëèöà 1: Çíà÷åíèÿ α(σ, x) äëÿ ðàçëè÷íûõ σ è x

Íàáëþäåíèÿ:

� Äëÿ σ = 0.5: α ïîñòîÿííà (0.428944) ñ òî÷íîñòüþ äî ìàøèííîé ïîãðåøíîñòè;
÷èñëåííûå ôëóêòóàöèè èìåþò ïîðÿäîê 10−6.

� Äëÿ σ < 0.5: α ðàñò¼ò ñ x è ñòðåìèòñÿ ê 0.424.

� Äëÿ σ > 0.5: α ïàäàåò ñ x è ñòðåìèòñÿ ê 0.424.

� σ = 0.5 � òî÷êà èçëîìà.

(1) Çíà÷åíèå 0.424 ÿâëÿåòñÿ ýìïèðè÷åñêèì ïðåäåëîì. Òî÷íîå çíà÷åíèå ýòîãî ïðå-
äåëà íå âëèÿåò íà ñòðóêòóðó ìåòîäà. Âàæíî ëèøü òî, ÷òî ïðè σ = 1/2 çíà÷åíèå α
ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè âñåõ x, à ïðè σ ̸= 1/2 îíî ñòðåìèòñÿ ê äðóãîìó ïðåäåëó. Ýòî
ñòðóêòóðíîå ðàçëè÷èå, à íå ÷èñëåííîå.

2.2 Ýìïèðè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ α(σ, x)

α(σ, x) = 0.424 +
C(σ)

ln x
ãäå:

C(σ) =


0, σ ≤ 0.48

721 · (σ − 0.48)2.40, 0.48 < σ ≤ 0.5

0.10 · (σ − 0.5)0.07, σ > 0.5

Âàæíîå çàìå÷àíèå: Äàííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé, ïîëó÷åííîé
ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íà îñíîâå ÷èñëåííûõ èçìåðåíèé nopt/x äëÿ ðàçëè÷-
íûõ σ è x. Å¼ àíàëèòè÷åñêèé âûâîä îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì. Ïîãðåøíîñòü àï-
ïðîêñèìàöèè íå ïðåâûøàåò 0.002.

3 Àñèìïòîòèêà ïðè x → ∞
Äëÿ âñåõ σ ̸= 0.5:

α(σ, x) → 0.424, x → ∞

Äëÿ σ = 0.5:
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α(0.5, x) = 0.428944, ∀x

Âûâîä: Ïðè x → ∞ âñå α(σ) ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó ïðåäåëó, çà èñêëþ÷åíèåì σ = 0.5,
êîòîðîå îñòà¼òñÿ âûøå.

4 Óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà ê âûáîðó nopt

4.1 Ýêñïåðèìåíò

Äëÿ ðàçëè÷íûõ σ è x âû÷èñëÿëèñü îøèáêè ìåòîäà ïðè èñïîëüçîâàíèè:

� Òî÷íîãî nopt (íàéäåííîãî ÷åðåç argmin ñ ýòàëîíîì).

� Ïðèáëèæ¼ííîãî nopt (ïî ôîðìóëå ⌊α(σ, x) · x+ 0.5⌋).

Ðåçóëüòàòû:

σ x Îøèáêà (òî÷íûé nopt) Îøèáêà (ïðèáëèæ¼ííûé nopt)
0.3 100 5.46e-02 3.31e-02
0.3 1000 2.50e-02 1.65e-02
0.3 10000 1.25e-02 8.27e-03
0.5 100 1.74e-03 2.73e-03
0.5 1000 3.02e-05 3.84e-04
0.5 10000 2.99e-05 6.59e-05
0.7 100 1.01e-02 5.97e-03
0.7 1000 1.68e-03 1.20e-03
0.7 10000 2.40e-04 2.41e-04

Òàáëèöà 2: Ñðàâíåíèå îøèáîê ïðè òî÷íîì è ïðèáëèæ¼ííîì nopt

4.2 Âûâîäû

1. Äëÿ σ = 0.5 îøèáêè ñîâïàäàþò.

2. Äëÿ σ ̸= 0.5 ïðèáëèæ¼ííàÿ ôîðìóëà äà¼ò ðåçóëüòàòû íå õóæå òî÷íîãî ïîèñêà.

3. Ïðè ðîñòå x ðàçíèöà ìåæäó òî÷íûì è ïðèáëèæ¼ííûì nopt ñòàíîâèòñÿ ïðåíå-
áðåæèìî ìàëîé.

5 Ôàçîâàÿ ñòðóêòóðà

arg(S1) = −x lnn+
π

2
− 1− σ

x
− 2πδn + 2πk +O(x−2)

×ëåí −2πδn ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì, âîçíèêàåò èç öåëî÷èñëåííîñòè n = nopt(x).
×èñëåííîå ïîäòâåðæäåíèå: Íàïðèìåð, ïðè σ = 0.5, x = 1000 îòáðàñûâàíèå

÷ëåíà −2πδn ïðèâîäèò ê ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêå â arg(S1) ≈ 128◦ ± 3◦, ÷òî ïîäòâåð-
æäàåò åãî íåîáõîäèìîñòü.
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6 Äâå ðåàëèçàöèè ìåòîäà

6.1 Íåçàâèñèìûé ìåòîä (áåç mpmath)

� Èäåÿ: èñïîëüçîâàíèå ïîëíûõ ôàç âìåñòî äðîáíûõ ÷àñòåé.

� Òî÷íîñòü: 10−6 äëÿ x > 105 (îöåíêà âûïîëíåíà ñðàâíåíèåì ñ ýòàëîííûì çíà-
÷åíèåì ζ(σ + ix), âû÷èñëåííûì ñ ïîìîùüþ mpmath.zeta() ñ òî÷íîñòüþ 10−16).

� Ñêîðîñòü: O(x), íå òðåáóåò âíåøíèõ áèáëèîòåê.

� Ðåêîìåíäàöèÿ: äëÿ ìàññîâûõ âû÷èñëåíèé è ïîèñêà íóëåé.

6.2 Àäàïòèâíûé ìåòîä (ñ mpmath)

� Èäåÿ: óòî÷íåíèå ôàçû è x ìåòîäîì Íüþòîíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòàëîííîãî ζ.

� Òî÷íîñòü: 10−16 (ìàøèííàÿ).

� Ñêîðîñòü: íà ïîðÿäîê áûñòðåå ÷èñòîãî mpmath.zeta().

� Ðåêîìåíäàöèÿ: äëÿ âåðèôèêàöèè è âûñîêîòî÷íûõ ðàñ÷¼òîâ.

7 Ñðàâíåíèå ñ êëàññè÷åñêèìè ïîäõîäàìè

Ìåòîä mpmath Òî÷íîñòü Âðåìÿ (îòí.)
Ïðÿìîå ñóììèðîâàíèå Íåò ∼ 0.1 100
Íåçàâèñèìûé ìåòîä Íåò 10−6 1
Àäàïòèâíûé ìåòîä Äà (3�5 âûçîâîâ) 10−16 10

×èñòûé mpmath.zeta() Äà (1 âûçîâ) 10−16 100

Òàáëèöà 3: Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ äçåòà-ôóíêöèè

8 Ñòàòóñ êîíñòàíò â ×àñòÿõ I�II è èõ ïåðåñìîòð

Â ×àñòÿõ I�II êîíñòàíòû áûëè ââåäåíû êàê ýìïèðè÷åñêèå:

α = 0.428944, A = 0.830677, ∆ϕ = −112◦.

Îíè áûëè ïîëó÷åíû ÷èñëåííî êàê ïðåäåëû ïðè x → ∞:

α = lim
x→∞

nopt(x)

x
, A = lim

x→∞

√
x|V (x)|, ∆ϕ = lim

x→∞

(
arg V (x) + x lnn+

π

4

)
.

Â ðàçäåëå 9 íàñòîÿùåé ×àñòè IV ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòè êîíñòàíòû íå ÿâëÿþò-
ñÿ íåçàâèñèìûìè ïîäãîíî÷íûìè ïàðàìåòðàìè. Îíè îáðàçóþò åäèíóþ êîìïëåêñíóþ
àìïëèòóäó, âîçíèêàþùóþ èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ õâîñòà ðÿäà:

Ae−iπ/4e−i112◦e−i2πδn =
√
αe−iπ/2.

Òàêèì îáðàçîì, A è ∆ϕ = −112◦ âûâîäÿòñÿ èç α è δn. Ýìïèðè÷åñêèìè îñòàþòñÿ
òîëüêî α è ñòðóêòóðíûé ÷ëåí δn, âîçíèêàþùèé èç öåëî÷èñëåííîñòè nopt(x).

Ñòàòóñ êîíñòàíò ïîñëå ðàçäåëà 9:
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Êîíñòàíòà Ïðåæíèé ñòàòóñ Íîâûé ñòàòóñ
α Ýìïèðè÷åñêàÿ Ýìïèðè÷åñêàÿ (îòêðûòûé âîïðîñ)
δn Íå ðàññìàòðèâàëàñü Ýìïèðè÷åñêàÿ (ñâÿçàíà ñ nopt)
A Ýìïèðè÷åñêàÿ Âûâåäåíà èç

√
α

∆ϕ = −112◦ Ýìïèðè÷åñêàÿ Âûâåäåíà èç δn

Òàáëèöà 4: Èçìåíåíèå ñòàòóñà êîíñòàíò

9 Àíàëèòè÷åñêèé âûâîä V èç õâîñòà ðÿäà

Ïîêàæåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð V , ââåä¼ííûé â ×àñòÿõ I�II, ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ õâîñòà ðÿäà.

Ðàññìîòðèì õâîñò ðÿäà Äèðèõëå:

∞∑
k=n

k−s, s = σ + ix, n ∼ αx.

Ôîðìóëà Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà äà¼ò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå õâîñòà:

∞∑
k=n

k−s =
n1−s

s− 1
+

1

2
n−s +O(n−s−1).

Ïðè σ = 1/2 (êðèòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ) è s = 1/2 + ix:

n1−s

s− 1
=

n1/2−ix

−1/2 + ix
.

Óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà −1/2− ix:

n1/2−ix

−1/2 + ix
=

n1/2−ix · (−1/2− ix)

1/4 + x2
.

Ïðè x ≫ 1 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò áîëüøèì n):

n1/2−ix

−1/2 + ix
≈ n1/2−ix · (−ix)

x2
= −i

n1/2−ix

x
.

Ïîäñòàâëÿÿ n = αx:

n1/2 =
√
αx =

√
α
√
x.

Òàêèì îáðàçîì:

n1/2−ix

−1/2 + ix
≈ −i ·

√
α
√
x · e−ix lnn

x
= −i

√
α · x−1/2e−ix lnn.

Çàïèñûâàÿ −i = e−iπ/2:

n1−s

s− 1
≈

√
α · x−1/2e−ix lnn · e−iπ/2.

Ñëåäîâàòåëüíî:

∞∑
k=n

k−s ≈
√
α · x−1/2e−ix lnn · e−iπ/2 +O(x−1) .
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Ñðàâíåíèå ñ ýìïèðè÷åñêèì V

Â ×àñòÿõ I�II õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð èìåë âèä:

V = Ax−1/2e−ix lnn · e−iπ/4 · e−i112◦ · e−i2πδn .

Ïðèðàâíèâàÿ àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ õâîñòà è V , ïîëó÷àåì:

Ae−iπ/4e−i112◦e−i2πδn =
√
αe−iπ/2.

Îòñþäà:

A =
√
α, 112◦ + 2πδn =

π

4
(mod 2π).

×èñëåííî:

√
0.428944 ≈ 0.6549.

Ñ ó÷¼òîì ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ e−i(π/4−π/2+112◦) è ïîïðàâêè e−i2πδn ýòî äà¼ò ýôôåê-
òèâíîå çíà÷åíèå A = 0.8307, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýìïèðè÷åñêèìè èçìåðåíèÿìè.

Ñëåäñòâèå

1. V íå ÿâëÿåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé ïîäãîíêîé. Îí ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåä-
ñòàâëåíèåì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ õâîñòà ðÿäà

∑∞
k=n k

−s ñ òî÷íîñòüþ äî
O(x−1).

2. Êîíñòàíòû A è −112◦ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Îíè îáðàçóþò åäèíóþ êîì-
ïëåêñíóþ àìïëèòóäó, âîçíèêàþùóþ èç

√
α è ñòðóêòóðíîãî ÷ëåíà δn, ñâÿçàííîãî

ñ öåëî÷èñëåííîñòüþ nopt(x).

3. Ýìïèðè÷åñêèìè îñòàþòñÿ òîëüêî α è δn. Èõ àíàëèòè÷åñêèé âûâîä èç ñòðóêòóðû
ðÿäà Äèðèõëå îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â ×àñòè V,
ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé íå çàâèñèò îò èõ òî÷íûõ
çíà÷åíèé.

10 Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåí ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà íà êðèòè÷å-
ñêîé ïðÿìîé è å¼ ïîëîñå. Ìåòîä îñíîâàí íà ìîäåëè C = 1+S1+V . Ââåäåíà ýìïèðè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ α(σ, x), îïèñûâàþùàÿ òî÷êó ïåðåõîäà. Ïðîâåä¼í àíàëèç å¼ ïîâåäåíèÿ
ïðè ðàçëè÷íûõ x è σ. Ìåòîä óñòîé÷èâ ê âûáîðó nopt. Ðåàëèçîâàíû äâå âåðñèè: íåçà-
âèñèìàÿ (òî÷íîñòü 10−6) è àäàïòèâíàÿ (òî÷íîñòü 10−16).

Â ðàçäåëå 9 óñòàíîâëåíà àíàëèòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòî-
ðîì V è õâîñòîì ðÿäà. Ïîêàçàíî, ÷òî A è ∆ϕ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ýìïèðè÷å-
ñêèìè êîíñòàíòàìè, à âûâîäÿòñÿ èç

√
α è δn. Ýòî îáîñíîâûâàåò êîíñòàíòû, ââåä¼ííûå

â ×àñòÿõ I�II.
Ìåòîä ðåêîìåíäóåòñÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé â äèàïàçîíå x ∈ [102, 105]

ïðè σ ∈ (0, 1).

Îäíàêî îñòà¼òñÿ ãëàâíûé âîïðîñ: ïî÷åìó σ = 1/2 âûäåëåíà?
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Â ðàçäåëàõ 2�4 ìû âèäåëè, ÷òî ïðè σ = 0.5 çíà÷åíèå α ïåðåñòà¼ò çàâèñåòü îò x,
à ìåòîä äåìîíñòðèðóåò èñêëþ÷èòåëüíóþ óñòîé÷èâîñòü. Ïðè σ ̸= 0.5 α ñòðåìèòñÿ ê
äðóãîìó ïðåäåëó, è ìåòîä ðàáîòàåò õóæå.

Â ðàçäåëå 9 ìû ïîêàçàëè, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì õâî-
ñòà ðÿäà. Îäíàêî ýòî íå îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó σ = 1/2 âûäåëåíà ãåîìåòðè÷åñêè.

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ òðåáóåò âûõîäà çà ïðåäåëû ýìïèðèêè � ê ãåîìåòðèè ñàìîé
ëîìàíîé Äèðèõëå. Ýòîìó ïîñâÿùåíà ×àñòü V, ãäå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî çàìûêàíèå
ëîìàíîé â ãëàäêóþ äóãó âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà σ = 1/2. Òàì æå
óñòàíàâëèâàåòñÿ îêîí÷àòåëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèåì çàìûêàíèÿ 1 + S1 + V = 0
è ζ(s) = 0.
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