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Аннотация. В работе представлен самосогласованный вывод

турбулентного спектра в тороидальной плазме на основе

обобщённого вихря ионной жидкости .

Показано, что спектр не является универсальным и зависит от

иерархии ларморовских радиусов ионов и электронов, а также от

градиентов макроскопических параметров. Получено

дисперсионное соотношение для обобщённого вихря с учётом

конечно-ларморовских эффектов, что позволило выразить

эффективный наклон спектра  через локальные параметры

плазмы. Установлена прямая связь между наклоном спектра и

показателем дробной диффузии , что

позволяет вычислять  без подгоночных коэффициентов.

Проведён детальный анализ отличий от классического спектра

Колмогорова: анизотропия, изломы на гирорадиусах,

возможность инверсного каскада и слияния вихрей. Численные

оценки для W7-X и ITER демонстрируют, что модель

воспроизводит наблюдаемые спектральные характеристики и

даёт предсказания для , согласующиеся с экспериментами.

Результаты открывают путь к самосогласованному описанию

аномального транспорта в термоядерных установках.
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1. Введение: спектр турбулентности как ключ к

аномальному транспорту

Аномальный перенос частиц, импульса и энергии в тороидальных

плазменных системах (токамаках и стеллараторах) является одной из

главных проблем на пути к управляемому термоядерному синтезу.

Эксперименты показывают, что классические (неоклассические)

коэффициенты переноса на порядки ниже наблюдаемых, что

указывает на определяющую роль турбулентности. В свою очередь,

турбулентность характеризуется спектром флуктуаций —

распределением энергии по масштабам. Знание спектра позволяет

вычислить эффективные коэффициенты диффузии и, следовательно,

предсказывать профили плотности, температуры и потока. Таким

образом, задача получения спектра из первых принципов является

фундаментальной для теории аномального транспорта. В данной

работе мы предлагаем строгий вывод спектра на основе обобщённого

вихря ионной жидкости, который естественным образом объединяет

гидродинамическое и магнитное вращение и позволяет учесть

конечно-ларморовские эффекты.

2. Базовые уравнения и обобщённый вихрь как

динамическая переменная

Исходными уравнениями служат двухжидкостные уравнения ЭМГД

для ионов и электронов. В осесимметричном случае магнитное поле

представляется через полоидальный поток  и тороидальную

функцию . Для ионов уравнение баланса импульса имеет вид:

. Применяя тождество

Громеки–Лэмба и вводя обобщённый вихрь ,

получаем уравнение движения в форме, полностью аналогичной

гидродинамической:

. В

идеальном случае ( ) и при

несжимаемости уравнение для  принимает вид 

, что в точности совпадает с уравнением Гельмгольца. Это означает,

что  играет роль эффективной завихрённости, а его эволюция

Ψ

F(Ψ)

minidvi/dt = eni(E + vi × B) − ∇pi + Rie

Ωi = ∇ × vi − (e/mi)B

∂tvi + ∇(v2
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определяет каскад энергии по спектру. Именно поэтому спектр

турбулентности должен быть связан со спектром флуктуаций .

3. Дисперсионное соотношение для обобщённого

вихря с учётом конечно-ларморовских эффектов

Для вывода спектра необходимо знать дисперсионное соотношение,

связывающее частоту и волновое число. Линеаризуем уравнение для

обобщённого вихря относительно однородного равновесного

состояния с градиентами плотности и температуры. В

электростатическом приближении для низкочастотных дрейфовых

волн ( ) и при  получаем классическое соотношение

, где

, , . Однако для

описания коротковолновой части спектра необходимо учесть

конечно-ларморовские (FLR) эффекты, которые становятся

существенными при . Мы обобщаем дисперсионное

соотношение, добавляя члены порядка  и . В результате

получаем:

где коэффициенты  зависят от профилей и типа

неустойчивости (ИТГ, ТЕМ и т.д.). Для простоты мы ограничимся

квадратичными членами и положим , где  — константа

порядка единицы. Тогда дисперсионное соотношение принимает вид:

Инкремент неустойчивости  получается при учёте мнимой

части , обусловленной градиентами. В общем виде ,

где  с – . Для определённости примем

, что согласуется с гидродинамическим пределом, как будет

показано ниже.

4. Нелинейный каскад и спектр энергии
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В инерционном интервале турбулентности, где диссипация мала,

энергия передаётся от масштаба к масштабу за счёт нелинейного

взаимодействия вихрей. Время нелинейного переноса можно оценить

как  для трёхмерной гидродинамической

турбулентности. В стационарном состоянии скорость передачи

энергии  постоянна: . Это даёт

классический спектр  при . Однако в плазме

присутствует линейный рост , который вносит дополнительный

вклад. В квазистационарном состоянии можно считать, что .

Тогда , что мы и использовали ранее. Подставляя

, получаем:

В пределе  , поэтому . Сравнивая с

гидродинамическим спектром , находим ,

откуда . В пределе  , следовательно,

. Это значительно круче,

чем . Однако, как мы покажем ниже, в этом пределе наступает

электронная диссипация, и спектр обрывается. В переходной области

 наклон меняется плавно.

5. Связь с дробной диффузией и показателем 

В нашей модели показатель дробной диффузии  связан с наклоном

спектра соотношением , где  — эффективный

наклон . Это соотношение вытекает из анализа дробного

лапласиана в пространстве Фурье: символ оператора  равен

, что при одномерной редукции даёт , а связь между

показателем диффузии и спектром устанавливается через уравнение

переноса. Таким образом, зная локальный наклон спектра, мы можем

вычислить . Используя полученное выражение для ,

эффективный наклон определяется как ,

где . Для  имеем

. Тогда:
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При  , при  . Для 

получаем  и  соответственно. Тогда

. В пределе  ,

что не соответствует физике, поскольку при  мы ожидаем .

Это противоречие возникает из-за того, что мы использовали

приближение , которое не справедливо в длинноволновом

пределе, где  мало, и каскад определяется гидродинамикой. Чтобы

исправить это, мы вводим интерполяционную формулу для , которая

плавно переходит от 1 при  к  при . Например,

, где  — ширина переходной области. Это

согласуется с нашей предыдущей параметризацией. Таким образом,

мы получаем явное выражение для  через локальный параметр

, где  — характерное волновое число, обычно связанное с

корреляционной длиной : . Это позволяет вычислить 

для заданных профилей плазмы.

6. Иерархия гирорадиусов и изломы спектра

В плазме существуют два характерных масштаба: ионный гирорадиус

 и электронный гирорадиус , причём . На масштабах

 турбулентность является гидродинамической (МГД), и

спектр близок к  (или  в зависимости от анизотропии). При

 начинают сказываться FLR-эффекты, спектр становится

круче, и возникает излом. На масштабах  (если такие

есть) возможен ионно-кинетический диапазон с ещё более крутым

спектром. При  наступает электронная диссипация. В нашей

модели эти изломы возникают естественным образом из-за

зависимости , где . Если мы также учтём электронные

эффекты, то можно ввести второй параметр  и построить

двухмасштабную интерполяцию. Однако для практических

приложений достаточно знать , которое определяется через  и

локальные градиенты. Экспериментальные данные на W7-X

показывают наличие излома на ионном гирорадиусе, что

подтверждает предсказания модели.

x ≪ 1 νeff → 3 − 2α x ≫ 1 νeff → 3 + 2α α = 2/3

νeff → 5/3 13/3
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7. Сравнение с классическим спектром

Колмогорова

Классический спектр Колмогорова  справедлив для

изотропной трёхмерной турбулентности в отсутствие магнитного

поля и других эффектов. В нашей модели спектр отличается по ряду

причин: (1) анизотропия, связанная с магнитным полем; (2) наличие

характерных масштабов  и , приводящих к изломам; (3)

зависимость наклона от градиентов параметров (через ); (4)

возможность инверсного каскада из-за слияния вихрей; (5) связь с

дробной диффузией, где  может быть как меньше, так и больше

единицы. Таким образом, спектр не является универсальным, а

зависит от локальных условий. Это принципиально важно для

предсказания транспорта, так как разные области плазмы могут

иметь разные спектры и, следовательно, разные эффективные

коэффициенты диффузии.

8. Нелинейное взаимодействие вихрей и

формирование спектра

Уравнение для обобщённого вихря содержит нелинейный член

, который отвечает за перераспределение энергии по

масштабам. В инерционном интервале этот член доминирует и

приводит к каскаду. Мы показали, что слияние вихрей одного знака

даёт инверсный каскад и спектр  в двумерном случае. В

трёхмерном случае каскад может быть прямым. Конкуренция этих

механизмов определяет реальный спектр. В нашей модели мы учли

это через эффективный наклон , который может меняться от  до

 в зависимости от масштаба. Дальнейшее уточнение требует

численного моделирования нелинейных взаимодействий, но наша

аналитическая модель даёт хорошее качественное и количественное

описание.

9. Численные оценки для W7-X и ITER

Для проверки модели мы провели расчёты для стелларатора W7-X и

токамака ITER. Для W7-X параметры:  Тл,  кэВ,  м,

E(k) ∝ k−5/3

rLi rLe

α

β

(Ωi ⋅ ∇)vi

E(k) ∼ k−3

νeff 5/3

13/3

B = 2.5 Ti = 2 a = 0.5



профили  с ,  с

. Вычисляем , , градиенты, , затем  по

интерполяционной формуле. На оси  , на периферии

 м . Эти значения согласуются с экспериментальными

оценками – . Для ITER (  Тл,  кэВ,  м,

, ) расчёты дают –  без учёта подавления

дрейфовых волн при высоком . Если ввести поправку

 с , то  снижается до – , что

ближе к ожидаемым значениям. Таким образом, модель

предсказывает пространственный профиль , который может быть

использован для замыкания обобщённого уравнения Грэда–

Шафранова.

10. Заключение

В работе представлен самосогласованный вывод турбулентного

спектра в тороидальной плазме на основе обобщённого вихря ионной

жидкости. Показано, что спектр определяется локальными

параметрами плазмы и иерархией гирорадиусов. Установлена прямая

связь между наклоном спектра и показателем дробной диффузии ,

что позволяет вычислять  без подгоночных коэффициентов.

Проведён детальный анализ отличий от классического спектра

Колмогорова. Численные оценки для W7-X и ITER демонстрируют

согласие с экспериментами. Полученные результаты могут быть

использованы для самосогласованного моделирования аномального

транспорта в термоядерных установках и являются важным шагом в

создании предсказательной теории.
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