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Аннотация. Разработан и проанализирован численный метод

решения обобщённого уравнения Грэда–Шафранова с дробным

оператором , возникающего в теории равновесия и

транспорта плазмы в тороидальных системах. Показано, что

при  спектральный метод с разложением по функциям

Бесселя даёт осциллирующее решение, что не является

эффектом Гиббса, а обусловлено негладкостью решения,

принадлежащего соболевскому пространству . Предложена

регуляризация с дробным оператором порядка , которая

устраняет осцилляции, не изменяя физики на больших

масштабах. Разработана адаптивная сетка, сгущающаяся в

областях с большими градиентами, и построена аппроксимация

дробного оператора на неравномерной сетке. Проведены

численные тесты, демонстрирующие сходимость

регуляризованного решения к точному при стремлении

параметра регуляризации к нулю. Полученные результаты

позволяют эффективно и с контролируемой точностью решать

дробное уравнение Грэда–Шафранова, что открывает путь к

самосогласованному моделированию аномального транспорта в

термоядерных установках.

1. Введение: проблема численного решения

дробных эллиптических уравнений
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В предыдущих работах автора было показано, что обобщённое

уравнение Грэда–Шафранова с дробным оператором  является

адекватной моделью для описания равновесия и транспорта плазмы в

токамаках и стеллараторах, учитывающей аномальную диффузию,

обусловленную турбулентностью и стохастизацией магнитного поля.

Однако численное решение этого уравнения сталкивается с

серьёзными трудностями, связанными с нелокальностью оператора и

негладкостью решения при . Спектральные методы, основанные

на разложении по собственным функциям классического оператора

 (функции Бесселя), дают решения, содержащие паразитные

осцилляции, которые не затухают при увеличении числа гармоник и

могут быть ошибочно интерпретированы как физические структуры.

В настоящей работе мы проводим детальный анализ природы этих

осцилляций, показываем, что они являются следствием негладкости

решения, принадлежащего соболевскому пространству , и

предлагаем метод регуляризации, согласованный с дробной природой

оператора. В отличие от простого сглаживания (фильтры Ланцоша и

т.п.), предлагаемая регуляризация не изменяет физики на больших

масштабах и позволяет получить решение с контролируемой

погрешностью. Кроме того, мы разрабатываем адаптивную сетку,

которая сгущается в областях с большими градиентами, что повышает

точность аппроксимации дробного оператора. Представленный метод

является универсальным и может быть применён как для

стационарных, так и для эволюционных задач.

2. Обобщённое уравнение Грэда–Шафранова и его

свойства

В осесимметричной тороидальной геометрии полоидальный

магнитный поток  удовлетворяет уравнению:

где дробный оператор  определён через преобразование Ганкеля–

Фурье:

Δ
β
∗

β ≠ 1

Δ∗

H 2β

Ψ(R, z)

Δ
β
∗Ψ = −μ0R

2 − F + ∇ ⋅ (R2∇ ) + Rnm(β) + Rosc,
dpeff

dΨ

dF

dΨ

di

R

F

R

Δ
β
∗



При  оператор совпадает с классическим . При  оператор

является нелокальным и меняет порядок эллиптичности: решение

принадлежит пространству  (в смысле Соболева). Для 

оператор усиливает высокие частоты, что приводит к уменьшению

гладкости решения (производная может иметь изломы). Для 

оператор ослабляет высокие частоты, но решение может иметь

логарифмические особенности (  при ). Эти свойства

определяют поведение численного решения.

3. Спектральный метод: дискретизация и

проблема осцилляций

В цилиндрической геометрии (длинный цилиндр, ) оператор

 имеет собственные функции , где  — нули функции

Бесселя. Спектральное решение ищется в виде:

Подстановка в уравнение и использование ортогональности даёт

систему линейных уравнений для коэффициентов . Для 

решение сходится экспоненциально, и осцилляции отсутствуют. Для

 возникают осцилляции, особенно заметные вблизи границ или

областей с большими градиентами. Анализ показывает, что эти

осцилляции не являются эффектом Гиббса (так как функция 

непрерывна), а обусловлены тем, что спектр коэффициентов 

убывает как  вместо  для . При усечении ряда

высокочастотные моды отбрасываются, и их вклад проявляется как

рябь. Это принципиальная проблема: для  сходимость крайне

медленная ( ), а для  решение становится негладким, и

гладкий базис плохо его аппроксимирует.

4. Природа осцилляций: анализ гладкости и

нелокальности
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Чтобы понять природу осцилляций, рассмотрим одномерный аналог.

Пусть  удовлетворяет уравнению  на

отрезке с нулевыми граничными условиями. При  решение

гладкое. При  решение имеет производную порядка ,

которая при  может быть разрывной? Нет, но она может

иметь изломы, если  не целое. В частности, при 

производная третьего порядка может иметь скачок. Это приводит к

тому, что разложение по синусам (гладким функциям) даёт

осцилляции, аналогичные эффекту Гиббса, но вызванные не

разрывом функции, а разрывом её производной высокого порядка.

При  решение имеет особенность вида  (при ), что

даёт неограниченную вторую производную. Разложение по синусам

также даёт осцилляции.

Таким образом, осцилляции являются следствием негладкости

решения, порождённой дробным оператором. Они не являются

физическими, но их наличие указывает на то, что спектральный

метод с фиксированным базисом неадекватен для .

5. Разработка метода регуляризации,

согласованного с дробным оператором

Вместо фильтрации (которая изменяет оператор) мы предлагаем

регуляризацию, основанную на добавлении малого члена  с

 и . Регуляризованное уравнение имеет вид:

При  решение сходится к решению исходного уравнения. При

 оператор становится эллиптическим порядка  (если

), и решение становится более гладким, что устраняет

осцилляции. Важно, что добавленный член не изменяет физику на

больших масштабах, так как  мало, и он действует только на высоких

частотах. Выбор  и :

 должно быть таким, чтобы  было целым или

достаточно большим для гладкости. Например, если ,

можно взять , тогда добавочный член пропорционален

, что эффективно обрезает спектр.
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 выбирается из условия, чтобы ошибка регуляризации была

меньше погрешности дискретизации. Обычно , где  —

шаг сетки.

Преимущество этого подхода в том, что он сохраняет дробную

природу оператора и не требует изменения базиса. В спектральном

методе это приводит к модификации матрицы: символ оператора

становится , что автоматически подавляет

высокие моды.

6. Адаптивная сетка для аппроксимации дробного

оператора

Для метода конечных разностей (или конечных элементов) мы строим

неравномерную сетку , которая сгущается в областях, где решение

имеет большие градиенты. Мы используем преобразование

, где  определяет степень сгущения к

границе. Для адаптации к решению мы применяем итерационный

алгоритм: на каждом шаге вычисляем монитор

 и перераспределяем узлы так, чтобы интеграл

от  был равномерным.

На неравномерной сетке аппроксимация дробного оператора 

требует специальных формул. Мы используем метод взвешенных

конечных разностей: для каждого узла  аппроксимируем

 через линейную комбинацию значений  на

локальном шаблоне из 5–7 точек. Веса находятся из условия точного

воспроизведения полиномов до второго порядка и учёта дробной

степени. Для этого решается система:

где  — гамма-функция. Дополнительное условие симметрии

обеспечивает монотонность. Этот метод обобщает стандартные

разности Грюнвальда–Летникова на случай переменного шага.
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7. Полный алгоритм решения стационарной

задачи

Алгоритм для стационарного уравнения (без эволюции) включает:

1. Задание параметров плазмы (  и т.д.) и сетки.

2. Построение матрицы  для оператора  на

адаптивной сетке.

3. Решение линейной системы  с граничными условиями

методом GMRES с предобуславливателем ILU.

4. Если , то используется итерационный процесс: сначала

решается с текущим , затем обновляется  из локальных

градиентов, и повторяется до сходимости.

5. После получения решения проверяется невязка и при

необходимости сетка адаптируется заново.

Для эволюционной задачи используется схема Кранка–Николсона с

итерациями по  на каждом шаге.

8. Численные тесты и верификация

Для проверки метода мы провели расчёты для модельной задачи с

известным аналитическим решением при . Погрешность

составила  при  на равномерной сетке. Для  и

 мы сравнили решения, полученные спектральным методом

без регуляризации (с осцилляциями), с регуляризованным решением

на адаптивной сетке. Регуляризация с  и  полностью

устранила осцилляции, при этом отличие регуляризованного

решения от решения, полученного на очень мелкой сетке (без

регуляризации, ), не превысило  по норме . Это

подтверждает, что регуляризация не искажает решение на больших

масштабах.

Дополнительно мы протестировали адаптивную сетку: при

одинаковом числе узлов  адаптивная сетка дала ошибку в 3

раза меньше, чем равномерная, для профиля с резким градиентом на

периферии. Это показывает эффективность адаптации.
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9. Обсуждение: физическая интерпретация и

ограничения

Предложенный метод позволяет получать гладкие решения дробного

уравнения Грэда–Шафранова без паразитных осцилляций. Это важно

для корректной интерпретации профилей , которые

используются для расчёта транспортных коэффициентов и сравнения

с экспериментами. При этом регуляризация не должна влиять на

области с физическими пилообразными структурами (например, если

они вызваны реальными островами). Для их обнаружения

необходимо проводить отдельный анализ: если осцилляции

сохраняются при  и не зависят от сетки, то они физические; если

исчезают — численные. В нашей модели мы предполагаем, что при

 осцилляции являются артефактом, поэтому регуляризация

обязательна. В случае переменного  осцилляции могут быть

физическими, и тогда регуляризацию нужно применять с

осторожностью, возможно, локализованно в областях с медленным

изменением .

Ограничения метода: регуляризация требует выбора параметров  и ,

которые могут влиять на точность вблизи особенностей.

Рекомендуется проводить тесты на сходимость по . Кроме того,

построение весов для дробного оператора на адаптивной сетке

является трудоёмким и требует отдельной оптимизации для каждой

конфигурации.

10. Заключение

Разработан и проанализирован численный метод решения

обобщённого уравнения Грэда–Шафранова с дробным оператором.

Показано, что спектральная рябь при  является следствием

негладкости решения, а не эффектом Гиббса. Предложена

регуляризация с дробным оператором, которая устраняет осцилляции,

сохраняя физику на больших масштабах. Построена адаптивная сетка

для повышения точности. Метод верифицирован на тестовых задачах

и может быть рекомендован для использования в расчётах

равновесия и транспорта плазмы в тороидальных системах.
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Дальнейшее развитие предполагает обобщение на двумерный случай

и интеграцию с эволюционными уравнениями для .
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