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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ëîìàíîé, îáðàçîâàííîé ÷àñòè÷-

íûìè ñóììàìè ðÿäà Äèðèõëå íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàìûêà-

íèå ýòîé ëîìàíîé â ãëàäêóþ äóãó (óñëîâèå 1 + S1 + V = 0) âîçìîæíî òîëüêî ïðè

σ = 1/2.
Äîêàçàòåëüñòâî ñòðîèòñÿ íà ðàçäåëåíèè ëîìàíîé íà òðè ìàñøòàáíûå ÷àñòè �

íà÷àëüíóþ, ïðîìåæóòî÷íóþ è êðèòè÷åñêèé õâîñò. Äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòè ïðè

σ < 1/2 óñòàíàâëèâàåòñÿ îöåíêà ñíèçó |Smid| > c · x1/2−σ, êîòîðàÿ èñêëþ÷àåò âîç-

ìîæíîñòü îñöèëëÿöèé â îêðåñòíîñòü −1. Äëÿ σ > 1/2 èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà ñâåðõó

Smid = O(x1/2−σ) → 0, êîòîðàÿ ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ C = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì â ðàìêàõ ïîñòðîåííîé ìîäåëè, âêëþ÷àþùåé

ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè ïåðåõîäà n ∼ αx è ñòðóêòóðó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà

V . Àíàëèòè÷åñêèé âûâîä êîíñòàíò α è δn âûïîëíåí â ×àñòè VI è íå âëèÿåò íà

ñïðàâåäëèâîñòü ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðåìû.

Äåêëàðàöèÿ î ñòàòóñå òåîðåìû

Â íàñòîÿùåé ÷àñòè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè, ïîñòðîåííîé â
×àñòÿõ I�IV, óðàâíåíèå çàìûêàíèÿ 1 + S1 + V = 0 èìååò ðåøåíèå òîëüêî ïðè σ = 1/2.
Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå àêñèîìû ìîäåëè:

1. Ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè ïåðåõîäà. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà α > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ
êàæäîãî x ñóùåñòâóåò n = ⌊αx + 0.5⌋, â îêðåñòíîñòè êîòîðîãî ëîìàíàÿ Äèðèõëå
îïðåäåëÿåò çàìûêàíèå. ×èñëåííîå çíà÷åíèå α = 0.428944 óñòàíîâëåíî â ×àñòÿõ
I�IV êàê ïðåäåë nopt(x)/x ïðè x → ∞.

2. Ñòðóêòóðà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà.Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð V èìå-
åò âèä:

V = Ax−σe−ix lnne−iπ/4e−i∆ϕe−i2πδn ,

ãäå A è∆ϕ âûâîäÿòñÿ èç àñèìïòîòèêè õâîñòà ðÿäà (×àñòü VI), à δn � ñòðóêòóðíûé
÷ëåí, ñâÿçàííûé ñ öåëî÷èñëåííîñòüþ n.

Òåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè àêñèîì 1�2 óðàâíåíèå çàìûêàíèÿ 1 + S1 + V = 0 èìååò
ðåøåíèå òîëüêî ïðè σ = 1/2.
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1 Ñâÿçü ñ ïðåäûäóùèìè ÷àñòÿìè

Â ×àñòÿõ I�IV áûëà ïîñòðîåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü:

C = 1 + S1 + V,

ãäå:

S1 =
n∑

k=2

k−σe−ix ln k, V = Ax−σeiϕ, n = ⌊αx+ 0.5⌋,

ϕ = −x lnn− π

4
−∆ϕ− 2πδn.

Â ×àñòè IV (ðàçäåë 9) áûëà óñòàíîâëåíà àíàëèòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó V è õâîñòîì
ðÿäà:

∞∑
k=n

k−s =
√
α · x−1/2e−ix lnn · e−iπ/2 +O(x−1),

÷òî äà¼ò:

Ae−iπ/4e−i∆ϕe−i2πδn =
√
αe−iπ/2.

Òàêèì îáðàçîì, êîíñòàíòû A è ∆ϕ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ýìïèðè÷åñêèìè ïàðà-
ìåòðàìè, à âûâîäÿòñÿ èç

√
α è ñòðóêòóðíîãî ÷ëåíà δn. Ýìïèðè÷åñêèìè îñòàþòñÿ òîëüêî

α è δn, íî èõ òî÷íûå çíà÷åíèÿ íå âëèÿþò íà ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî.

2 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ

2.1 Èñõîäíûå îáúåêòû è óñëîâèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîìàíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç çâåíüåâ:

ak = k−σe−ix ln k, k = 2, 3, . . . , n.

Äëèíà êàæäîãî çâåíà:

|ak| = k−σ.

Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè íåïðåðûâíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè x → ∞ è k ∼ n ∼ αx:

max
k

|ak+1 − ak| → 0, max
k

|∆θk| → 0.

2.2 Óñëîâèå ãëàäêîñòè äóãè

Â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè äëÿ ãëàäêîé êðèâîé ñ íåïðåðûâíîé êðèâèçíîé κ:

∆θ = κ ·∆s,

ãäå ∆s � äëèíà ìàëîãî ó÷àñòêà êðèâîé.
Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ∆s = |ak| = k−σ. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ãëàäêîñòè èìååò âèä:

∆θk = C · k−σ.
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Óòî÷íåíèå: òåðìèí ¾ãëàäêîñòü¿ èñïîëüçóåòñÿ â àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå � êàê óñëî-
âèå ïðèìåíèìîñòè çàìåíû äèñêðåòíîé ñóììû íà èíòåãðàë Ôðåíåëÿ â ëîêàëüíîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè ïåðåõîäà.

2.3 Ïðîâåðêà óñëîâèÿ ãëàäêîñòè äëÿ ðÿäà Äèðèõëå

Ôàçà ðÿäà Äèðèõëå:

θDir
k = −x ln k.

Äëÿ ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ:

∆θDir
k = −x ln

(
1 +

1

k

)
≈ −x

k
+O

( x

k2

)
.

Ïðè k ∼ n ∼ αx:

∆θDir
k ≈ − 1

α
· k−1.

Â îêðåñòíîñòè k ∼ n:

k−1 = k−1/2 · n−1/2 ≈ k−1/2 · 1√
αx

.

Òàêèì îáðàçîì:

∆θDir
k ≈ − 1

α3/2
√
x
· k−1/2.

Óñëîâèå ãëàäêîñòè ∆θk = C · k−σ âûïîëíÿåòñÿ ñ:

C = − 1

α3/2
√
x
, σ =

1

2
.

Ïðè σ ̸= 1/2 êîíñòàíòà C çàâèñèò îò x êàê xσ−1, ÷òî â ïðåäåëå x → ∞ äà¼ò ëèáî 0,
ëèáî ∞, äåëàÿ ãëàäêèé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä íåâîçìîæíûì.

3 Ñòðîãîå ðàçäåëåíèå ëîìàíîé íà ìàñøòàáíûå ÷àñòè

3.1 Íà÷àëüíàÿ ÷àñòü (k ≤ m)

Âûáèðàåòñÿ m = x1/4.
Ëåììà 1 (î íà÷àëüíîé ÷àñòè).

Sstart =
m∑
k=2

k−σe−ix ln k = O(m1−σ) +O(x−1mσ) = o(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ÷ëåí � îöåíêà ìîäóëÿ ñóììû; âòîðîé � ÷åðåç ïðåîáðàçî-
âàíèå Àáåëÿ (îöåíêà ñóììû ýêñïîíåíò

∑
e−ix ln k = O(1) ïðè k ≪ x).

Ñëåäñòâèå. Íà÷àëüíàÿ ÷àñòü íå âëèÿåò íà çàìûêàíèå.
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3.2 Ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòü (m < k < n−
√
x)

Ëåììà 2 (îöåíêà ñâåðõó äëÿ Smid).
Äëÿ âñåõ σ ∈ (0, 1):

Smid =

n−
√
x∑

k=m

k−σ−ix = O(x1/2−σ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ ñ îöåíêîé Ak = O(1) äëÿ k ≪
x.

3.3 Ëåììà 2à (îöåíêà ñíèçó äëÿ Smid ïðè σ < 1/2)

Ëåììà 2à. Äëÿ σ < 1/2 ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c0 > 0 è x0 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ
x > x0:

|Smid(σ, x)| > c0 · x1/2−σ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ. Îáîçíà÷èì Ak =
∑k

j=m e−ix ln j. Òîãäà:

Smid = An−
√
x(n−

√
x)−σ +

n−
√
x−1∑

k=m

Ak

(
k−σ − (k + 1)−σ

)
.

Îöåíèì Ak. Ïðè j ≤ n−
√
x ∼ αx−

√
x:

|∆θj| =
∣∣∣∣−x ln

(
1 +

1

j

)∣∣∣∣ ≥ 1

2α
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôàçû íå ìîãóò ñãóùàòüñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè, è:

|Ak| > c0 ·
√
k −m > c0 ·

√
x.

Òîãäà:

|Smid| ∼ |An−
√
x| · (n−

√
x)−σ > c0

√
x · x−σ = c0x

1/2−σ.

Ëåììà äîêàçàíà.

3.4 ßâíàÿ ñòðóêòóðà Smid äëÿ σ < 1/2

Èç Ëåììû 2à è ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ ñëåäóåò:

Smid = B(σ) · x1/2−σe−ix lnn +O(x−σ),

ãäå B(σ) � êîìïëåêñíàÿ êîíñòàíòà, |B(σ)| > c0 > 0.

3.5 Êðèòè÷åñêèé õâîñò (n−
√
x ≤ k ≤ n)

Ëåììà 3 (î êðèòè÷åñêîì õâîñòå).
Äëÿ σ = 1/2:

Stail =
n∑

k=n−
√
x

k−1/2e−ix ln k =
e−ix lnn

√
n

·
∫ √

x

0

eiu/αdu+O(x−1).
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4 Çàìûêàíèå ëîìàíîé

4.1 Óðàâíåíèå çàìûêàíèÿ

1 + Sstart + Smid + Stail + V = 0.

4.2 Òðè ñëó÷àÿ

Ñëó÷àé 1: σ > 1/2

� Sstart → 0,

� Smid = O(x1/2−σ) → 0,

� Stail + V = O(x−σ) → 0.

Ïðåäïîëîæèì C = 0. Òîãäà Smid = −1 − Sstart − Stail − V → −1, òî åñòü |Smid| → 1.
Íî |Smid| = O(x1/2−σ) → 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 2: σ < 1/2

� Sstart → 0,

� Èç Ëåììû 2à: |Smid| > c0 · x1/2−σ → ∞,

� Stail + V = O(x−σ) → 0.

Êðîìå òîãî, èç ÿâíîé ñòðóêòóðû (ðàçäåë 3.4):

Smid = B(σ) · x1/2−σe−ix lnn +O(x−σ), |B(σ)| > c0 > 0.

Ïðåäïîëîæèì C = 0. Òîãäà Smid = −1−Sstart−Stail−V → −1, òî åñòü Smid = −1+o(1).
Íî èç ÿâíîé ñòðóêòóðû ëåâàÿ ÷àñòü èìååò ìîäóëü |B|x1/2−σ → ∞, à ïðàâàÿ � ìîäóëü
1 + o(1). Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 3: σ = 1/2
Êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé. Çäåñü Smid = O(x−1/2) è Stail + V = O(x−1/2), ïîðÿäêè ñîâïà-

äàþò. Çàìûêàíèå C = 0 âîçìîæíî.

5 Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà. Â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè óðàâíåíèå çàìûêàíèÿ 1+S1+V = 0 èìååò
ðåøåíèå òîëüêî ïðè σ = 1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ñëó÷àåâ 1�3 ðàçäåëà 4.2.

6 Ñëåäñòâèå

Âñå êîðíè C(σ, x) = 0 ëåæàò íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé σ = 1/2.
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7 Çàêëþ÷åíèå

Â ×àñòè V äîêàçàíî, ÷òî çàìûêàíèå ëîìàíîé Äèðèõëå â íóëü (óðàâíåíèå 1+S1+V = 0)
âîçìîæíî òîëüêî ïðè σ = 1/2. Äëÿ σ > 1/2 äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñðàâíåíèè
ïîðÿäêîâ Smid è V . Äëÿ σ < 1/2 èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà ñíèçó äëÿ Smid (Ëåììà 2à) è
å¼ ÿâíàÿ ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ äà¼ò |Smid| → ∞ ñ æ¼ñòêî ôèêñèðîâàííîé ôàçîé, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ C = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà ïîëíîñòüþ îáîñíîâàíà äëÿ âñåõ σ ∈ (0, 1).
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