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Аннотация. В работе представлена единая самосогласованная

модель равновесия, динамики и транспорта плазмы в токамаках

и стеллараторах, объединяющая двухжидкостную

электромагнитную гидродинамику (ЭМГД) с холловским членом

и инерцией электронов, немаксвелловскую вязкость запертых

частиц, дробное описание аномальной диффузии, нелинейную

динамику магнитных островов с гомоклиническими

бифуркациями, а также микроскопические механизмы

формирования когерентных структур (магнитных трубок) и

энерговыделения при пересоединении. Центральную роль играет

обобщённый вихрь ионной жидкости ,

который служит мостом между макроскопическими

уравнениями и микрофизикой. Показатель дробности 

выводится двумя независимыми способами: из стохастичности

магнитного поля (отображение Чирикова–Тейлора) и из

дисперсионного соотношения для обобщённого вихря с учётом

конечно-ларморовских эффектов. Установлена связь между

наклоном турбулентного спектра и : .

Получен критерий перехода к гомоклинической структуре

, который соответствует бифуркации

Богданова–Такенса и возникновению гомоклинического

трилистника на сечении Пуанкаре. Предложен механизм

формирования магнитных трубок через слияние ларморовских

вихрей, показана его связь с энерговыделением при пересоединении
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и влияние на блоб-транспорт и ELM-активность. Разработан

гибридный спектрально-разностный метод на адаптивной сетке

для численного решения обобщённого уравнения Грэда–

Шафранова. Проведены численные расчёты для W7-X, ITER и

Т-15МД, демонстрирующие формирование транспортных

барьеров, аномальную диффузию и топологические переходы,

согласующиеся с экспериментами. Обсуждаются пути

интеграции модели в многомерные коды (JOREK, M3D-C1, EMC3-

EIRENE) и её инженерное применение для диагностики и

управления плазмой.

1. Введение: от классической МГД к обобщённой

дробно-диффузионной модели



Классическое уравнение Грэда–Шафранова является

фундаментальным для описания равновесия плазмы в

осесимметричных тороидальных системах. Однако оно выведено в

предположениях одно-жидкостной идеальной МГД, изотропного

максвелловского распределения и отсутствия турбулентности.

Современные экспериментальные данные на токамаках и

стеллараторах указывают на необходимость учёта двухжидкостных

эффектов, немаксвелловских распределений, аномальной диффузии,

обусловленной турбулентностью и стохастизацией магнитного поля,

а также кинетических эффектов запертых частиц. В настоящей работе

эти ограничения последовательно снимаются. Построена иерархия

моделей, которая начинается с микроскопической динамики

заряженных частиц (ларморовское вращение, вихревые

взаимодействия) и завершается макроскопическими уравнениями

равновесия и эволюции, включая нелинейную динамику магнитных

островов и топологические бифуркации. Центральным элементом

является обобщённый вихрь ионной жидкости

, который возникает естественным образом

при преобразовании двухжидкостных уравнений к форме Громеки–

Лэмба. Его введение позволяет использовать хорошо развитый

аппарат гидродинамической турбулентности для описания

плазменных процессов, а также устанавливает прямую связь между

гидродинамическим вращением и магнитным полем. Показано, что

 является ротором канонического импульса ионов, что придаёт ему

фундаментальный статус в системах с аксиальной симметрией.

2. Двухжидкостная ЭМГД, обобщённый вихрь и

гидродинамическая аналогия

Исходными уравнениями служат двухжидкостные уравнения ЭМГД

для ионов и электронов. В осесимметричной геометрии магнитное

поле представляется через полоидальный поток  и тороидальную

функцию . Применяя тождество Громеки–Лэмба к уравнению

движения ионов и вводя обобщённый вихрь , получаем уравнение

движения, полностью аналогичное уравнению движения идеальной

жидкости в форме Громеки–Лэмба:
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В идеальном случае ( ) и при

несжимаемости ( ) уравнение для  принимает вид

, что в точности совпадает с уравнением

Гельмгольца. Это означает, что  вморожен в ионную жидкость.

Физически , где  — векторный

потенциал. Это объединяет гидродинамическое вращение и

магнитное поле.

Установлена прямая гидродинамическая аналогия: поле скорости 

соответствует , вихрь  соответствует , центробежная сила

 соответствует , вязкость Навье–Стокса —

тензору «запертой вязкости», градиент давления — комбинации

, а несжимаемость — квазинейтральности.

3. Числа подобия: магнитные числа Вебера и

Бонда

При обезразмеривании уравнений двухжидкостной ЭМГД возникают

два ключевых безразмерных параметра:
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где  — толщина токового слоя.  — отношение инерционных сил

вращения к магнитному натяжению; при  турбулентность

подавляется (Н-мода).  — отношение градиента давления к

магнитному натяжению; согласно теории турбулентных

равнораспределений, , . Эти числа связаны с другими

безразмерными параметрами: числом Лундквиста ,

плазменной бетой , числом Хартмана ,

магнитным числом Рейнольдса , банановым числом

Рейнольдса . В дополнение вводятся

колебательные аналоги  и , характеризующие волновую

активность. Для альфвеновской волны  является чисто

геометрическим фактором. Колебательные числа независимы от

вращательных и входят в уравнения наряду с ними, что расширяет

пространство управляющих параметров и позволяет описывать

параметрические резонансы.

4. Стохастичность магнитного поля и параметр

Чирикова: дисперсионное соотношение

Анализ стохастичности магнитных силовых линий опирается на

стандартное отображение Чирикова–Тейлора:

Параметр стохастичности . При 

формируется стохастический слой. Амплитуда возмущения 

получается из дисперсионного соотношения двухжидкостной тиринг-

моды с учётом холловского члена:

В пределе  имеем , откуда

, и . Это даёт параметризацию

, охватывающую диапазон от субдиффузии до

супердиффузии.

δ Wem

Wem ≥ 1

Bom

n ∝ 1/q p ∝ 1/q3

S = τR/τA
βp = 2μ0⟨p⟩/B2

p Ha = BL√σ/μ

Rem = μσVL

Reb = miniVL/ηeff
Wem,osc Bom,osc

Wem,osc = L2/δ

xn+1 = xn + ε sin(2πyn), yn+1 = yn + xn+1 (mod 1).

K = (2π)2ε K > Kc ≈ 0.9716

ε

γ2 = k2V 2
A .

1 + k2d2
i

1 + k2ρ2
s

k2δ2

1 + k2δ2

kρs ≪ 1, kdi ≫ 1 γ ≈ kVAdi/Lres

ε = γ/ωA ≈ Cdi/Lres K = (2π)2Cdi/Lres

β = 1.5K/(K + Kc)



Важно отметить, что дисперсионное соотношение (1) не может быть

записано явно через числа подобия  и , поскольку оно

содержит микроскопические параметры , , . Однако его

физические следствия — параметр стохастичности , показатель

дробной диффузии  и критерий гомоклинической бифуркации —

естественным образом выражаются через эти числа подобия.

Действительно,  определяется плотностью  и магнитным

полем , которые входят в  и . Ширина резонанса 

связана с градиентом , который, в свою очередь, определяется

давлением  и, следовательно, . Таким образом, цепочка

 замыкает модель на

макроскопическом уровне, используя экспериментально доступные

величины. Это позволяет сформулировать критерий перехода к

гомоклинической структуре в терминах чисел подобия, а не

микроскопических параметров, что критически важно для

диагностики и управления плазмой.

5. Вывод показателя дробной диффузии  из

дисперсионного соотношения для обобщённого

вихря

В отличие от феноменологического подхода, мы выводим  из

микрофизики. Линеаризуем уравнение для обобщённого вихря

относительно однородного равновесия с градиентами плотности и

температуры. В электростатическом приближении для

низкочастотных дрейфовых волн получаем дисперсионное

соотношение с учётом FLR-эффектов:

Wem Bom

di ρs δ

K

β

di = c/ωpi n

B Wem Bom Lres

q(r)

p(Ψ) Bom

Wem,Bom → di,Lres → K → β

β

β

ω = ω∗ ,
1 + k2

⊥ρ
2
s + γ(k⊥rLi)2

1 + k2
⊥ρ

2
s(1 + τ) + γ(k⊥rLi)2



где , , , ,  —

константа порядка единицы. Инкремент неустойчивости 

аппроксимируется функцией , где

. В стационарном состоянии нелинейное

взаимодействие вихрей приводит к каскаду, при котором .

Для трёхмерной турбулентности , откуда

. В пределе  это даёт , то есть

эффективный наклон . Согласование с

гидродинамическим пределом  требует . Тогда при

 , что даёт

. Однако для сохранения

эллиптичности дробного оператора мы ограничиваемся . В

переходной области  меняется монотонно, например, по формуле

, где

, – . Таким образом, 

становится функцией локальных параметров плазмы. Второй способ

вывода  основан на стохастичности: , где

. Оба подхода согласованы в рабочем диапазоне

.

6. Нелинейное взаимодействие вихрей и

формирование магнитных трубок

Уравнение для обобщённого вихря содержит нелинейный член

, отвечающий за перераспределение энергии по масштабам.

Введя плотность обобщённого вихря , в инерционном

интервале получаем уравнение, которое в двумерном случае сводится

к . Это уравнение является классическим

уравнением для завихрённости в двумерной гидродинамике и имеет

точные солитонные решения — дипольные вихри. Для построения

такого решения положим , где  — функция тока (

). Тогда  тождественно выполняется при любой

функции . Выберем , что даёт уравнение Гельмгольца

. В полярных координатах ( ) решение,

локализованное в пространстве, имеет вид дипольного вихря:

ω∗ = −
Ti

eB0

ky

n0

dn0

dr
ρs = cs/ωci rLi = vTi/ωci τ = Ti/Te γ

γk = Imω

γk = ω∗G(krLi)

G(x) = G0x
α/(1 + x2α)

γk ∼ τ−1
nl

τ−1
nl

∼ k3/2E1/2(k)

E(k) ∼ γ2
k
/k3 krLi ≪ 1 E(k) ∼ k−3+2α

νeff = 3 − 2α

ν = 5/3 α = 2/3

krLi ≫ 1 νeff = 3 + 4/3 = 13/3 ≈ 4.33

β = 1 + (ν − 3)/2 = 1 + 2/3 = 5/3 ≈ 1.67

β ≤ 1.5

β

β(r) = 1 + α(r) tanh((krLi − 1)/Δ)

α(r) = α0H(|∇Ti|/Ti, |∇ni|/ni, τ) α0 ∼ 0.5 1.0 β(r)

β β = 1.5K/(K + Kc)

K = (2π)2di/Lres

0.5 ≤ β ≤ 1.5

(Ωi ⋅ ∇)vi

η = Ωi/ni

∂tη + (v⊥ ⋅ ∇⊥)η = 0

η = F(ψ) ψ v⊥ = ∇⊥ψ

∂tη + {ψ, η} = 0

F F(ψ) = −k2ψ

∇2ψ = −k2ψ r, θ



где  и  — функции Бесселя,  — радиус вихря. Условия сшивки на

границе  дают дисперсионное соотношение, связывающее ,  и

скорость движения вихря. В трёхмерном случае решение ищется в

виде , что приводит к системе уравнений для 

и , имеющей локализованные решения — вихревые трубки с

радиусом порядка  и длиной .

Микроскопический механизм: отдельный ион, вращаясь по

ларморовской окружности, создаёт микроток ,

индуцирующий магнитное поле. При когерентном движении частиц

образуется макроскопический обобщённый вихрь. Слияние вихрей

одного знака происходит за счёт нелинейного члена, при этом энергия

перекачивается к большим масштабам (инверсный каскад). Время

слияния оценивается как . Для типичных

параметров (  Тл,  с )  с. Распределение

трубок по размерам описывается кинетическим уравнением

коагуляции, дающим в стационарном состоянии . Для

двумерной турбулентности с инверсным каскадом , что даёт

спектр , , . В МГД-области , .

Экспериментальные данные для W7-X дают – , что

соответствует эффективной фрактальной размерности 

– .

7. Энерговыделение при магнитном

пересоединении и его связь с дробной диффузией

Магнитное пересоединение является ключевым механизмом

преобразования магнитной энергии в кинетическую и тепловую. В

бесстолкновительной плазме основную роль играет обобщённый

закон Ома:

ψ(r, θ) = {
AJ1(kr) cos θ, r < a,
BK1(kr) cos θ, r > a,

J1 K1 a

r = a k a

η = ∇ × (ψez) + ηzez ψ

ηz

rLi L∥ ∼ rLi(L⊥/rLi)1/2

δji = ev⊥

τmerge ∼ r/v⊥ ∼ 1/ωci

B = 2 ωci ∼ 108 −1 τmerge ∼ 10−8

n(r) ∼ r−p

p = 2

E(k) ∼ k−3 ν = 3 β = 1.5 p = 5/3 β = 1

β ≈ 1.3 1.4

Df = 2β ≈ 2.6

2.8

E + ve × B = ηj + + j × B − ∇ ⋅ π̂e.
me

ne2

∂j

∂t

1

ne

1

ne



В диффузионной области электроны размагничиваются и ускоряются,

а ионы получают энергию в вытекающих потоках. Экспериментально

установлено, что около 50% магнитной энергии переходит в

кинетическую, причём 2/3 достаётся ионам и 1/3 — электронам. Для

количественной оценки энерговыделения рассмотрим Poynting-

теорему:

где  — вектор Пойнтинга. В стационарном состоянии

изменение магнитной энергии в объёме равно потоку энергии через

границу минус джоулева диссипация. Интегрируя по диффузионной

области, получаем скорость преобразования магнитной энергии:

Характерная мощность на единицу объёма: . Для  Тл,

 м ,  м/с,  м,  Вт/м . Полная

мощность  Вт. В гомоклинических каналах поток энергии:

. При ,  кэВ,  м/с,

 м,  м,  Вт. Это сопоставимо с мощностью

дополнительного нагрева. При  ширина каналов увеличивается,

что усиливает энерговыделение. Кроме того, блоб-транспорт

(локализованные сгустки плазмы) тесно связан с магнитными

трубками и ELM-активностью. Интенсивность блоб-транспорта

коррелирует с . При  блобы более интенсивны, что ведёт к

увеличению тепловых нагрузок на стенку и может способствовать

ELM-активности. В свою очередь, ELM-активность модулирует

градиенты давления, меняя , а через него —  и . Таким образом,

 является прогностическим параметром для ELM-активности и блоб-

транспорта.

8. Критерий гомоклинической бифуркации:

осциллятор Даффинга и числа подобия

( ) + ∇ ⋅ S = −j ⋅ E,
∂

∂t
B2

2μ0

S = E × B/μ0

Pmag = ∫
V

j ⋅ E dV = ∫
V

ηj2 dV + ∫
V

(j × B) ⋅ j dV + …
1

ne

P ∼ B2

μ0

VA

L
B = 2

n = 1020 −3 VA = 107 L = 1 P ∼ 3 ⋅ 1013 3

∼ 1014

Pchan ∼ nTvTiΔwL∥ n = 1020 T = 2 vTi = 3 ⋅ 105

Δw = 0.01 L∥ = 10 Pchan ∼ 109

β > 1

β − 1 β > 1

Bom α β

β



Эволюция ширины магнитного острова  описывается

модифицированным уравнением Резерфорда, которое при учёте

инерции электронов преобразуется в осциллятор Даффинга:

Коэффициенты выражаются через числа подобия:

В консервативном пределе ( , внешние силы равны нулю)

уравнение сводится к . Потенциальная энергия

. При  и  точка  становится

седлом, и возникает гомоклиническая петля. Условие 

автоматически выполняется при . Таким образом, ключевым

является , что даёт критерий . С точностью до

множителя порядка единицы это . Дополнительные

условия сохранения гомоклинической структуры:  и

. В реальных токамаках  велико, поэтому

диссипация мала, и гомоклиническая структура может существовать.

9. Сечение Пуанкаре и гомоклинический

трилистник

w(t)

ẅ + δẇ + (α + βosc cos(2ωosct))w + γw3 = f cos(Ωt) + fosc cos(ωosct).

δ = , α = −~αWem + ~γBom + ~αosc , γ = − .
1

τR

Wem,osc

τ 2
R
Lres

~
δ

τ 2
RWemL

3
res

δ = 0

ẅ + αw + γw3 = 0

V (w) = αw2 + γw41
2

1
4 α < 0 γ < 0 w = 0

γ < 0

Wem > 0

α < 0 Wem > (~γ/~α)Bom

Wem > Bom

δ ≪ √2|α|

|f| ≪ |α|3/2/|γ|1/2 τR



На сечении Пуанкаре магнитных силовых линий условие 

приводит к бифуркации центральной эллиптической точки

(магнитной оси) в седловую. Линеаризация отображения Пуанкаре

даёт мультипликаторы , где  —

амплитуда возмущения. При  (или ) точка

становится гиперболической, и её устойчивое и неустойчивое

многообразия пересекаются трансверсально, образуя

гомоклиническое сплетение — трилистник. Связь между  и шириной

острова : , где . Таким образом,

критерий  эквивалентен превышению критической

ширины острова, при которой возникает трилистник. На фазовых

портретах это проявляется как внешний контур, охватывающий две

каплевидные области (устойчивые центры). В LHD (малая

стохастичность) внешнего контура нет, в ITER (критический режим)

он чёткий, в сферических токамаках (сильная стохастичность) линии

перепутаны, но контур сохраняется. Трилистник создаёт радиальные

каналы переноса частиц, тепла и импульса, и является предвестником

срыва (disruption).

10. Численные методы и результаты

моделирования

Wem > Bom

λ1,2 = 1 + πε ± √πε(2 + πε) ε

ε > εcrit = 1/(2π) K > Kc

ε

w ε = Cww2 Cw = ( )
rs
B0

π

4R0Ψ0

dq

dr

Wem > Bom



Для численного решения обобщённого уравнения Грэда–Шафранова

используется полунеявная схема Кранка–Николсона с итерациями по

. Пространственная дискретизация на неравномерной сетке

основана на взвешенных конечных разностях. Аппроксимация

дробного оператора  на неравномерной сетке производится с

помощью обобщённых формул Грюнвальда–Летникова. Верификация

на аналитическом решении  даёт

погрешность менее  для . Расчёты для W7-X (  Тл,

 кэВ,  м) дают  на оси , на периферии , что

согласуется с экспериментальными оценками – . Для ITER (

 Тл,  кэВ,  м) расчёты дают – , однако

эксперименты указывают на – , что требует учёта

подавления дрейфовых волн при высоком . Введение модификации

 с  позволяет снизить  до –

. Для Т-15МД при  м/с , , критерий не

выполняется; при  м/с , критерий выполняется, и

возникает гомоклиническая структура.

11. Обсуждение и пути интеграции в многомерные

коды

Разработанная модель может быть интегрирована в многомерные

коды JOREK, M3D-C1, EMC3-EIRENE через добавление дробного

оператора с переменным порядком (с использованием быстрых

методов, таких как FMM или wavelets), эволюционного уравнения для

 и немаксвелловской вязкости с зависимостью от  через .

Основные ограничения: одномерность по радиусу, изотропность ,

феноменологический характер уравнения для . Перспективы

включают обобщение на 2D осесимметричный случай, включение

эффектов сдвига и вращения, сравнение с прямым численным

моделированием турбулентности (код GENE). Особый интерес

представляет использование гомоклинических структур как

диагностического признака приближения к режимам с ухудшенным

удержанием, что может стать основой для систем активного

управления плазмой.

β

Δ
β
∗

ψ(R) = J0(kR)/J0(kRmax)

10−14 β = 1 B = 2.5

Ti = 2 a = 0.5 β ≈ 1.25 ≈ 1.43

β ≈ 1.3 1.4

B = 5.3 Ti = 10 a = 2 β ≈ 1.3 1.35

β ≈ 0.8 0.9

βp

α = α0H(1 − βp/βp,crit) βp,crit ∼ 0.5 β ∼ 1.1 1.2

V = 105 Wem ≈ 0.024 Bom ≈ 1.1

V = 106 Wem ≈ 2.4

β β τeff

β

β



12. Заключение

Построена единая самосогласованная модель, объединяющая

двухжидкостные эффекты, немаксвелловскую вязкость, дробную

диффузию с микроскопически обоснованным , нелинейную

динамику островов с гомоклиническими бифуркациями,

формирование магнитных трубок и энерговыделение при

пересоединении. Ключевая роль обобщённого вихря  позволяет

связать макроскопические уравнения с микрофизикой, делая модель

предсказательной. Полученные результаты создают основу для нового

поколения инструментов анализа равновесия и транспорта в

термоядерных системах, объединяющих микроскопическую

стохастичность магнитного поля, макроскопическую диффузию

полоидального потока и нелинейную динамику структур в едином

дробно-диффузионном формализме.
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