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Аннотация. В работе представлена единая самосогласованная модель равновесия, динамики и
транспорта плазмы в токамаках и стеллараторах, объединяющая двухжидкостную
электромагнитную гидродинамику (ЭМГД) с холловским членом и инерцией электронов,
немаксвелловскую вязкость запертых частиц, дробное описание аномальной диффузии, нелинейную
динамику магнитных островов с гомоклиническими бифуркациями, а также микроскопические
механизмы формирования когерентных структур (магнитных трубок) и энерговыделения при
пересоединении. Центральную роль играет обобщённый вихрь ионной жидкости

, который служит мостом между макроскопическими уравнениями и
микрофизикой. Показатель дробности  выводится двумя независимыми способами: из
стохастичности магнитного поля (отображение Чирикова–Тейлора) и из дисперсионного
соотношения для обобщённого вихря с учётом конечно-ларморовских эффектов. Установлена связь
между наклоном турбулентного спектра и : . Получен критерий перехода к
гомоклинической структуре , который соответствует бифуркации Богданова–
Такенса и возникновению гомоклинического трилистника на сечении Пуанкаре. Предложен
механизм формирования магнитных трубок через слияние ларморовских вихрей, показана его связь
с энерговыделением при пересоединении. Разработан гибридный спектрально-разностный метод на
адаптивной сетке для численного решения обобщённого уравнения Грэда–Шафранова. Проведены
численные расчёты для W7-X, ITER и T-15МД, демонстрирующие формирование транспортных
барьеров, аномальную диффузию и топологические переходы, согласующиеся с экспериментами.
Обсуждаются пути интеграции модели в многомерные коды (JOREK, M3D-C1, EMC3-EIRENE) и её
инженерное применение для диагностики и управления плазмой.

1. Введение: от классической МГД к
обобщённой дробно-диффузионной
модели

Классическое уравнение Грэда–Шафранова
является фундаментальным для описания
равновесия плазмы в осесимметричных
тороидальных системах [1, 2]. Однако оно выведено
в предположениях одножидкостной идеальной
МГД, изотропного максвелловского распределения
и отсутствия турбулентности. Современные
экспериментальные данные на токамаках и
стеллараторах указывают на необходимость учёта
двухжидкостных эффектов, немаксвелловских
распределений, аномальной диффузии,
обусловленной турбулентностью и стохастизацией
магнитного поля, а также кинетических эффектов
запертых частиц [3–5].

В настоящей работе эти ограничения
последовательно снимаются. Построена иерархия
моделей, которая начинается с микроскопической
динамики заряженных частиц (ларморовское
вращение, вихревые взаимодействия) и
завершается макроскопическими уравнениями
равновесия и эволюции, включая нелинейную
динамику магнитных островов и топологические
бифуркации. Центральным элементом является
обобщённый вихрь ионной жидкости

, который возникает
естественным образом при преобразовании
двухжидкостных уравнений к форме Громеки–
Лэмба. Его введение позволяет использовать
хорошо развитый аппарат гидродинамической
турбулентности для описания плазменных
процессов, а также устанавливает прямую связь
между гидродинамическим вращением и
магнитным полем. Показано, что  является
ротором канонического импульса ионов, что
придаёт ему фундаментальный статус в системах с
аксиальной симметрией.

Аномальный транспорт в тороидальной плазме
не подчиняется классическим законам диффузии.
Эксперименты на TJ-II, COMPASS и других
установках демонстрируют субдиффузионное и
супердиффузионное поведение [54, 55, 66], которое
не может быть описано в рамках стандартного
подхода. Дробные диффузионные модели успешно
описывают не-Gaussian статистику турбулентного
переноса и пространственно-временное
масштабирование [6, 72, 82].



2. Двухжидкостная ЭМГД, обобщённый
вихрь и гидродинамическая аналогия

Исходными уравнениями служат
двухжидкостные уравнения ЭМГД для ионов и
электронов [31, 42–44]. В осесимметричной
геометрии магнитное поле представляется через
полоидальный поток  и тороидальную функцию

:

Применяя тождество Громеки–Лэмба к
уравнению движения ионов и вводя обобщённый
вихрь , получаем уравнение движения,
полностью аналогичное уравнению движения
идеальной жидкости в форме Громеки–Лэмба:

где обобщённый вихрь определён как:

Этот объект является ротором канонического
импульса ионов :

В стационарном случае и при отсутствии
диссипации уравнение для  принимает вид:

Последнее слагаемое описывает генерацию
вихря за счёт холловского эффекта и инерции
электронов. В пределе холодных ионов ( ) и
пренебрежения электронной инерцией получаем
закон сохранения потенциальной завихренности:

что является прямым аналогом теоремы Эртеля
для гидродинамической турбулентности [27].

3. Безразмерные числа подобия и их
иерархия

Для описания различных режимов
турбулентности и транспортных процессов
введена система безразмерных чисел подобия [85–
87].

Вращательные числа:

 — число, характеризующее

отношение инерционных сил вращения к
магнитному натяжению; при 
турбулентность подавляется (Н-мода).

 — число, связанное с

градиентом давления; согласно теории
турбулентных равнораспределений, ,

.

Эти числа связаны с другими безразмерными
параметрами: числом Лундквиста ,
плазменной бетой , числом

Хартмана , магнитным числом
Рейнольдса , банановым числом
Рейнольдса .

В дополнение вводятся колебательные аналоги
 и , характеризующие волновую

активность. Для альфвеновской волны
 является чисто геометрическим

фактором. Колебательные числа независимы от
вращательных и входят в уравнения наряду с
ними, что расширяет пространство управляющих
параметров и позволяет описывать
параметрические резонансы.

4. Стохастичность магнитного поля и
параметр Чирикова: дисперсионное
соотношение

Анализ стохастичности магнитных силовых
линий опирается на стандартное отображение
Чирикова–Тейлора [36, 37]:

Параметр стохастичности . При
 формируется стохастический

слой. Амплитуда возмущения  получается из
дисперсионного соотношения двухжидкостной
тиринг-моды с учётом холловского члена [33–35]:

В пределе ,  имеем
, откуда , и

. Это даёт параметризацию
, охватывающую диапазон от

субдиффузии до супердиффузии.

Важно отметить, что дисперсионное
соотношение не может быть записано явно через
числа подобия  и , поскольку оно содержит
микроскопические параметры , , . Однако его
физические следствия — параметр стохастичности

, показатель дробной диффузии  и критерий
гомоклинической бифуркации — естественным
образом выражаются через эти числа подобия.
Действительно,  определяется
плотностью  и магнитным полем , которые
входят в  и . Ширина резонанса 
связана с градиентом , который, в свою
очередь, определяется давлением  и,
следовательно, . Таким образом, цепочка

 замыкает модель
на макроскопическом уровне, используя
экспериментально доступные величины. Это
позволяет сформулировать критерий перехода к
гомоклинической структуре в терминах чисел
подобия, а не микроскопических параметров, что
критически важно для диагностики и управления
плазмой.



5. Вывод показателя дробной диффузии
 из дисперсионного соотношения для

обобщённого вихря
В отличие от феноменологического подхода, мы

выводим  из микрофизики. Линеаризуем
уравнение для обобщённого вихря относительно
однородного равновесия с градиентами плотности
и температуры. В электростатическом
приближении для низкочастотных дрейфовых
волн получаем дисперсионное соотношение с
учётом FLR-эффектов:

где  — дрейфовая частота,
,  — кинетический параметр, связанный

с немаксвелловостью распределения.

В пределе малых  ( ) получаем
, что даёт обычные дрейфовые волны. В

пределе больших  ( ) имеем:

Таким образом,  — константа,

что соответствует дисперсии типа . Между
этими пределами имеется переходная область, где

 с  зависящим от  и . Используя
известное соотношение между спектральным
индексом  и показателем дробной диффузии  [6,
72]:

и связывая  с асимптотикой  через
 и , получаем

выражение для  через  и . В результате
численного согласования находим:

что даёт единую параметризацию .
Эта формула воспроизводит субдиффузию ( )
при малых  и супердиффузию ( ) при
больших значениях.

Для более детального вывода рассмотрим
инкремент неустойчивости . В
электростатическом приближении он
аппроксимируется функцией , где

,  — параметр, зависящий
от типа неустойчивости. В стационарном
состоянии нелинейное взаимодействие вихрей
приводит к каскаду, при котором . Для
трёхмерной турбулентности ,
откуда . В пределе  это даёт

, то есть эффективный наклон
спектра . Согласование с
гидродинамическим пределом  требует

. Тогда при  получаем
, что даёт

. Однако
для сохранения эллиптичности дробного
оператора мы ограничиваемся . В
переходной области  меняется монотонно,
например, по формуле

, где
, – .

Таким образом,  становится функцией
локальных параметров плазмы. Второй способ
вывода  основан на стохастичности:

, где . Оба
подхода согласованы в рабочем диапазоне

.

6. Коагуляция вихрей и формирование
магнитных трубок

Для описания слияния ларморовских вихрей в
когерентные структуры (магнитные трубки)
вводится кинетическое уравнение для функции
распределения вихрей по масштабам 
(спектральная плотность). Процесс коагуляции
описывается интегралом Смолуховского [доп. 1]:

где  — ядро коагуляции,  —
источник (например, за счёт линейных
неустойчивостей),  — сток (диссипация). Для
двумерной гидродинамической турбулентности с
учётом магнитного поля ядро имеет вид [доп. 2]:

где  — константа порядка единицы. Первое
слагаемое отвечает за гидродинамическое
взаимодействие, второе — за влияние магнитного
поля.

Анализ этого уравнения показывает, что при
 доминирует прямой каскад энергии

к малым масштабам (распад вихрей), а при
 преобладает обратный каскад —

слияние вихрей, приводящее к формированию
крупномасштабных структур — магнитных трубок.
Характерный размер трубок  определяется
условием баланса между временем коагуляции и
временем диссипации:



что показывает экспоненциальный рост
размера трубок при превышении порога

.

Связь с магнитным полем устанавливается
через вектор-потенциал: в области трубки 
усиливается, и поток  испытывает скачок.
Энергия, заключённая в трубке, пропорциональна

, что согласуется с оценками энерговыделения
при пересоединении (см. раздел 7).

Нелинейное взаимодействие вихрей можно
описать также в рамках модели обобщённого
вихря. Уравнение для  содержит нелинейный
член , отвечающий за
перераспределение энергии по масштабам. Введя
плотность обобщённого вихря , в
инерционном интервале получаем уравнение,
которое в двумерном случае сводится к

. Это уравнение является
классическим уравнением для завихрённости в
двумерной гидродинамике и имеет точные
солитонные решения — дипольные вихри. Для
построения такого решения положим ,
где  — функция тока ( ). Тогда

 тождественно выполняется при
любой функции . Выберем , что
даёт уравнение Гельмгольца . В
полярных координатах  решение,
локализованное в пространстве, имеет вид
дипольного вихря:

где  и  — функции Бесселя первого и
второго рода соответственно,  — радиус вихря,
константы  и  определяются из условий
непрерывности  и  на границе . Такие
структуры могут служить элементарными блоками
для формирования магнитных трубок при их
слиянии.

6а. Самосогласованное замыкание
модели через магнитный поток 

Выражение обобщённого вихря, магнитных
трубок и их иерархии через магнитный поток 
позволяет полностью замкнуть модель на
макроскопическом уровне, устранив
необходимость в феноменологических
подгоночных параметрах и установив прямую
связь между микроскопической динамикой и
глобальным равновесием плазмы. Это достигается
за счёт того, что все ключевые величины – от
локального вихревого состояния до размера
когерентных структур и показателя дробной
диффузии – становятся функциями  и его
производных, что превращает систему уравнений
в самосогласованную нелинейную краевую задачу
относительно одной основной переменной.

Прежде всего, рассмотрим обобщённый вихрь
ионной жидкости . В
осесимметричной геометрии магнитное поле
задаётся через полоидальный поток  и
тороидальную функцию :

. Аналогично, для
ионной скорости можно ввести полоидальную
функцию тока  и тороидальную функцию :

. В стационарном
состоянии с учётом квазинейтральности и баланса
моментов можно показать, что  отличается от 
на величину порядка отношения ионной
инерционной длины к макроскопическому
масштабу, т.е. , однако в главном
порядке по малому параметру  они совпадают.
Тогда тороидальная компонента обобщённого
вихря принимает вид:

где  – классический
оператор Грэда–Шафранова. Полоидальная часть

 выражается через полоидальные компоненты
скорости и поля. Таким образом, в любой точке
плазмы величина  полностью определяется
профилем , а также функцией  и
производными  по координатам. Это даёт
возможность вычислить вклад вихревых сил в
уравнение движения ионов, который в форме
Громеки–Лэмба записывается как , и
подставить его в обобщённое уравнение
равновесия. Более того, соотношение

, где  –
канонический импульс, позволяет
интерпретировать  как меру отклонения
ионного потока от магнитных поверхностей. В
частности, если  коллинеарен , то вихревое
движение не приводит к пересечению магнитных
поверхностей; в противном случае возникает
радиальный перенос, который количественно
выражается через проекцию  на . Тем самым
анализ профиля  даёт непосредственную
информацию о степени вмороженности
обобщённого вихря и о возможных источниках
аномальной диффузии.

Переходя к магнитным трубкам, напомним, что
их характерный размер  был получен из
баланса между временем коагуляции и
диссипацией и выражен через числа подобия 
и :



Теперь, используя определения 

и , где  – характерная скорость
вращения,  – давление,  – толщина токового слоя,
можно выразить эти числа через .
Действительно, скорость вращения в
осесимметричной геометрии связана с функцией

тока ионов:  (полоидальная компонента)

или  (тороидальная). В главном порядке
, поэтому  становится функцией  и

. Давление  задаётся как функция  из
уравнения состояния и баланса энергии, так что

. Следовательно, отношение
 принимает вид:

Таким образом,  выражается
исключительно через локальное значение , его
градиент и функции  и . Это означает,
что в каждой точке пространства можно
вычислить ожидаемый размер трубок, не прибегая
к внешним оценкам турбулентности. Более того,
условие , приводящее к
экспоненциальному росту трубок, записывается
как неравенство на  и его производные:

Это неравенство определяет области, где
вихревая активность доминирует над градиентом
давления и где, следовательно, следует ожидать
возникновения когерентных структур. В таких
областях дробный оператор  должен учитывать
нелокальный перенос на масштабах порядка ,
что непосредственно влияет на эффективный
показатель .

Иерархия трубок и её связь со спектром
турбулентности также выражается через . В
разделе 5 выведено дисперсионное соотношение
для обобщённого вихря, из которого получен
инкремент неустойчивости , где 
– дрейфовая частота, зависящая от градиентов

плотности и температуры: . В свою
очередь, профили плотности и температуры
являются функциями : , .

Поэтому . Тогда инкремент, а

следовательно и спектр энергии ,
становится явной функцией  и его радиальной
производной. Эффективный наклон спектра

 в переходной области 
определяется через  и её производную,
которая, в свою очередь, зависит от  через 
(ионный гирорадиус, зависящий от температуры).
Таким образом, показатель дробной диффузии

вычисляется непосредственно из локального
профиля  и его производных. Это даёт
самосогласованную параметризацию ,
которая заменяет феноменологическую формулу

 и делает модель полностью
предсказательной, поскольку все величины,
входящие в , определяются из решения уравнения
равновесия.

Замыкание уравнений достигается
подстановкой полученных выражений для ,

 и  в обобщённое уравнение Грэда–
Шафранова и эволюционное уравнение для . В
результате мы получаем нелинейное интегро-
дифференциальное уравнение вида:

где  – немаксвелловский вклад,
выраженный через коэффициенты вязкости,
которые также зависят от  через эффективное
время релаксации, связанное с турбулентным
перемешиванием. Это уравнение уже не содержит
внешних параметров, кроме заданных источников
и граничных условий. Его решение даёт профиль

, который автоматически согласован с локальной
вихревой активностью, размерами трубок и
показателем аномальной диффузии. При этом
эволюционное уравнение для  (если
рассматривается динамика) также замыкается,
поскольку коэффициент диффузии  и
источниковый член  становятся функциями .
Таким образом, вся сложная микрофизика – от
ларморовского вращения до коагуляции вихрей и
формирования стохастического слоя – оказывается
«свёрнутой» в зависимости от  и его градиентов,
что радикально упрощает численное
моделирование и интерпретацию
экспериментальных данных.

Кроме того, такой подход позволяет
естественным образом выделить характерные
масштабы и построить иерархию.
Макроскопический масштаб задаётся радиусом
плазмы  и граничными условиями на .
Мезоскопический масштаб – размер трубок  –
определяется локальным отношением ,
которое, как показано выше, есть функция .
Микроскопические масштабы  и  входят через
определения  и  и также связаны с  через
плотность и температуру. Следовательно, все три
уровня описываются единым профилем, и переход
от одного масштаба к другому происходит
автоматически при изменении  и его
производных. Это даёт мощный инструмент для
анализа самоорганизации плазмы: например,
области, где  становится сравнимым с ,
соответствуют глобальной перестройке магнитной
топологии, что может служить предвестником
срыва.



Наконец, выражая всё через , мы получаем
прямые диагностические критерии. Измеряя
профиль  (например, по магнитным зондам,
поляриметрии или по реконструкции равновесия),
можно вычислить локальные значения ,
размеры трубок и интенсивность вихревой
активности. В частности, условие 
становится проверяемым: если в некоторой
области  выполняется неравенство (20), то там
ожидается возникновение гомоклинической
структуры. Это даёт возможность прогнозировать
развитие неустойчивостей и предпринимать
управляющие воздействия (например, изменять
вращение путём инжекции нейтралов), чтобы
сместить  в сторону устойчивых конфигураций.
Таким образом, выражение всех ключевых
величин через магнитный поток превращает
обобщённую модель в замкнутую,
предсказательную и практически применимую
систему, что и является главным достижением
представленной работы.

7. Блоб-транспорт, ELM-активность и
энерговыделение

Блобы — локализованные сгустки плазмы,
движущиеся радиально за счёт поляризационных
дрейфов [доп. 3]. Их динамика описывается
уравнением для плотности блоба  и скорости :

В стационарном режиме радиальный поток
блобов оценивается как:

что демонстрирует рост интенсивности блоб-
транспорта при . Наши расчёты показывают,
что коэффициент аномальной диффузии,
обусловленный блобами, связан с  и 
соотношением:

ELM-активность (крайние локализованные
моды) модулирует градиенты давления, изменяя

 и, следовательно,  и . В модели ELM-цикл
описывается системой связанных уравнений для
давления  и параметра :

где  — частота срывов, пропорциональная
,  — коэффициент связи. При превышении

порога  возникает положительная
обратная связь, приводящая к периодическим ELM-
событиям, что согласуется с наблюдениями на JET
и ASDEX Upgrade [15, 64].

Энерговыделение при пересоединении в
гомоклинических каналах описывается теоремой
Пойнтинга. Магнитное пересоединение является
ключевым механизмом преобразования
магнитной энергии в кинетическую и тепловую. В
бесстолкновительной плазме основную роль
играет обобщённый закон Ома:

В диффузионной области электроны
размагничиваются и ускоряются, а ионы получают
энергию в вытекающих потоках.
Экспериментально установлено, что около 50%
магнитной энергии переходит в кинетическую,
причём 2/3 достаётся ионам и 1/3 — электронам.
Для количественной оценки рассмотрим теорему
Пойнтинга:

В стационарном состоянии изменение
магнитной энергии в объёме равно потоку энергии
через границу минус джоулева диссипация.
Интегрируя по диффузионной области, получаем
скорость преобразования магнитной энергии:

Характерная мощность на единицу объёма:
. Для  Тл,  м ,

 м/с,  м, получаем  Вт/м ,
полная мощность  Вт. В гомоклинических
каналах поток энергии: . При

,  кэВ,  м/с,  м,
 м, получаем  Вт, что

сопоставимо с мощностью дополнительного
нагрева. При  ширина каналов
увеличивается, усиливая энерговыделение.
Интенсивность блоб-транспорта коррелирует с

. При  блобы более интенсивны, что
ведёт к увеличению тепловых нагрузок на стенку и
может способствовать ELM-активности. В свою
очередь, ELM-активность модулирует градиенты
давления, меняя , а через него —  и . Таким
образом,  является прогностическим параметром
для ELM-активности и блоб-транспорта.

8. Критерий гомоклинической
бифуркации: осциллятор Даффинга и
числа подобия

Эволюция ширины магнитного острова 
описывается модифицированным уравнением
Резерфорда [46, 47], которое при учёте инерции
электронов преобразуется в осциллятор Даффинга
[49]:

Коэффициенты этого уравнения выражаются
через числа подобия и параметры плазмы
следующим образом [5]:

нагр



Здесь  — резистивное время,
 — массовая плотность,  — скорость

вращения,  — давление,  — толщина токового

слоя,  — безразмерные
константы порядка единицы, зависящие от
геометрии и профилей. Колебательные числа

 и  введены для учёта волновой
активности, однако в реакторных условиях их
вклад, как правило, мал из-за множителя , и в
дальнейшем мы будем пренебрегать ими.

В консервативном пределе ( , внешние
силы равны нулю) уравнение сводится к

. Потенциальная энергия
. При  и  точка

 становится седлом, и возникает
гомоклиническая петля. Условие 
автоматически выполняется при  (см.
(33a)). Таким образом, ключевым является ,
что даёт критерий . С точностью
до множителя порядка единицы это .

Чтобы убедиться, что условие 
действительно является достаточным для
возникновения гомоклинической петли,
рассмотрим потенциальную функцию системы в
отсутствие диссипации и внешних сил. При 
и  потенциал  имеет вид двухъямной
кривой с максимумом в нуле и двумя минимумами

при . Уровень энергии,
соответствующий седловой точке , равен

. Сепаратриса, выходящая из седла,
описывает траекторию с нулевой энергией:

. Это уравнение имеет решение,
которое стремится к нулю при , образуя

петлю, если интеграл  сходится.
При  и  такой интеграл конечен, что
гарантирует существование гомоклинической
орбиты. Таким образом, критерий (32) является не
только необходимым, но и достаточным для
возникновения гомоклинической структуры в
консервативном пределе.

В реальной плазме всегда присутствуют
диссипация ( ) и внешние возмущения (

). Эти факторы могут разрушить
гомоклиническую петлю, превратив её в
предельный цикл или стохастический слой.
Однако если диссипация достаточно мала,
гомоклиническая структура может оставаться
«почти» замкнутой, и в сечении Пуанкаре будут
наблюдаться характерные самопересечения
сепаратрис. Количественный критерий малости
диссипации имеет вид:

Подставляя , получаем .
Для типичных значений  и  с это

условие всегда выполнено, поскольку ,
а  на много порядков больше. Таким образом,
резистивная диссипация не является
существенным препятствием для существования
гомоклинической структуры. Что касается
внешних сил, то они могут вызвать
параметрический резонанс, но их амплитуда
обычно мала по сравнению с величиной

, поэтому они также не разрушают
гомоклиническую петлю, за исключением
специальных случаев точного резонанса. Условие
малости внешних сил можно записать как:

Полученный критерий перехода  по
своей математической сути соответствует
бифуркации типа Богданова–Такенса (Bogdanov–
Takens bifurcation), которая является хорошо
изученным примером бифуркации коразмерности
два в теории динамических систем [6, 9]. Эта
бифуркация возникает в системах, где якобиан
имеет два нулевых собственных значения, и часто
служит «организующим центром» для сложной
динамики, включая гомоклинические бифуркации
и переход к хаосу. В контексте плазменной физики
бифуркация Богданова–Такенса исследовалась в
ряде работ, посвящённых анализу
квазипериодических возмущений плазмы и
транспортных моделей в токамаках [9, 10]. В
частности, показано, что модели плазменных
возмущений могут демонстрировать бифуркации
типа «вилка», Андронова–Хопфа, Богданова–
Такенса и гомоклинические бифуркации [9]. Эти
результаты подтверждают, что математический
аппарат теории бифуркаций является адекватным
инструментом для описания нелинейной
динамики магнитных островов и перестройки
топологии магнитного поля. В нашей модели
бифуркация Богданова–Такенса реализуется при
переходе через критическое соотношение

, когда линейный коэффициент 
меняет знак, а нелинейный коэффициент 
остаётся отрицательным. В этой точке система
имеет два нулевых собственных значения, что и
приводит к возникновению гомоклинической
структуры. При дальнейшем изменении
параметров гомоклиническая петля может
разрушаться, и система переходит в режим
детерминированного хаоса, что соответствует
классическому сценарию Рюэлля–Такенса перехода
к турбулентности через последовательность
бифуркаций [7, 8].



Гомоклинические структуры в магнитных
полях термоядерных установок традиционно
изучаются в контексте диверторной физики, где
неаксисимметричные возмущения сепаратрисы
приводят к пересечению устойчивых и
неустойчивых многообразий седловых точек,
формируя гомоклинические сплетения [89, 90]. Эти
структуры играют ключевую роль в формировании
тепловых нагрузок на диверторные пластины и в
переносе частиц в пристеночной области [91].
Однако значительно менее исследованным
остаётся вопрос о возможности возникновения
гомоклинических образований в центральной
зоне плазменного шнура — в окрестности
магнитной оси, где в классическом равновесии
расположена устойчивая эллиптическая точка
(центр). В настоящей работе мы показываем, что
такая возможность существует и определяется
конкуренцией двух фундаментальных факторов:
вращения плазмы и градиента давления.
Математический аппарат, используемый в работе,
опирается на фундаментальные результаты теории
динамических систем, в частности на теорию
гомоклинических бифуркаций, развитую
Флорисом Такенсом и его соавторами [92, 93]. Как
показано в работах Такенса, гомоклинические
бифуркации являются одним из ключевых
механизмов перехода к детерминированному
хаосу в нелинейных диссипативных системах [94].
Кроме того, бифуркация Богданова–Такенса,
представляющая собой бифуркацию
коразмерности два, широко исследуется в моделях
плазменных возмущений и транспортных
процессов в токамаках [9, 10]. Эти результаты
создают прочный математический фундамент для
анализа критерия перехода к гомоклинической
структуре в тороидальной плазме.

Для проверки критерия и оценки его
практической достижимости рассмотрим
параметры токамака Т-15МД: большой радиус

 м, малый радиус  м,
тороидальное магнитное поле на оси  Тл,
ток плазмы  МА, эллиптичность –

, треугольность –  [13, 14].
Дополнительный нагрев мощностью до 20 МВт
позволяет достигать температур –  кэВ
и плотностей  м  [15]. Примем
характерную толщину токового слоя  м
(что соответствует ионному ларморовскому
радиусу в данных условиях). Массовая плотность

 кг/м . Давление
 Па, градиент

давления  Па/м. Тогда:

Для вычисления  необходимо знать
скорость вращения плазмы . В режимах с
нейтральной инжекцией на Т-15МД ожидаются
тороидальные скорости порядка  м/с. При
этом:

В этом случае , и критерий не
выполняется — гомоклиническая структура
отсутствует, магнитная ось остаётся устойчивым
центром. Однако при увеличении скорости
вращения до  м/с (что достижимо при
инжекции с энергией порядка 100 кэВ и при
высокой мощности нагрева)  возрастает на два
порядка:

Тогда , и критерий выполняется.
Следовательно, при  м/с центральная
точка теряет устойчивость, и в сечении Пуанкаре
возникает гомоклинический трилистник. Это
качественно согласуется с прямыми численными
расчётами, выполненными для геометрии Т-15МД,
в которых при варьировании  и  был
зафиксирован переход от эллиптической точки к
седловой с появлением самопересекающейся
сепаратрисы.

Сравнение с диверторными гомоклиническими
структурами показывает принципиальное
отличие: в диверторной области гомоклинические
сплетения возникают вследствие
неаксисимметричных возмущений сепаратрисы,
обусловленных, например, ошибками монтажа
катушек или неустойчивостями типа внешних мод
[89, 90]. Эти структуры локализованы вблизи
сепаратрис и связаны с открытыми силовыми
линиями, уходящими на диверторные пластины
[91]. Напротив, гомоклинический трилистник в
центральной области является внутренней
бифуркацией, не требующей внешних
возмущений, и охватывает всю центральную зону
плазмы, включая замкнутые магнитные
поверхности. Его возникновение обусловлено
глобальной конкуренцией вращения и давления, а
не локальными геометрическими искажениями.
Это принципиальное различие позволяет
рассматривать центральный гомоклинический
трилистник как новый класс топологических
структур, характерных для тороидальных систем с
сильным вращением. Появление седловой точки
на месте центра и образование гомоклинической
петли создаёт дополнительные каналы для
радиального переноса частиц и энергии даже при
отсутствии стохастичности. Сепаратриса,
самопересекаясь, порождает область с сильно
растянутыми траекториями, что может усиливать
аномальную диффузию. Это открывает
возможность активного управления транспортом
путём изменения скорости вращения — например,
с помощью мощности инжекции нейтралов или
внешних моментообменных воздействий. В
частности, целенаправленное увеличение 
может быть использовано для «включения»
режима с улучшенным удержанием, когда
гомоклиническая структура способствует
перестройке профиля давления и подавлению
турбулентности. Такой механизм может объяснять
некоторые особенности L-H перехода,
наблюдаемые в экспериментах на токамаках [15].



9. Сечение Пуанкаре и гомоклинический
трилистник

На сечении Пуанкаре магнитных силовых
линий условие  приводит к
бифуркации центральной эллиптической точки
(магнитной оси) в седловую. Линеаризация
отображения Пуанкаре даёт мультипликаторы

, где  — амплитуда
возмущения. При  (или )
точка становится гиперболической, и её
устойчивое и неустойчивое многообразия
пересекаются трансверсально, образуя
гомоклиническое сплетение — трилистник.

Связь между  и шириной острова : ,

где . Таким образом, критерий

 эквивалентен превышению
критической ширины острова, при которой
возникает трилистник. На фазовых портретах это
проявляется как внешний контур, охватывающий
две каплевидные области (устойчивые центры). В
LHD (малая стохастичность) внешнего контура нет,
в ITER (критический режим) он чёткий, в
сферических токамаках (сильная стохастичность)
линии перепутаны, но контур сохраняется.
Трилистник создаёт радиальные каналы переноса
частиц, тепла и импульса, и является
предвестником срыва (disruption).

10. Численные методы и результаты
моделирования

Для численного решения обобщённого
уравнения Грэда–Шафранова используется
полунеявная схема Кранка–Николсона с
итерациями по . Пространственная
дискретизация на неравномерной сетке основана
на взвешенных конечных разностях.
Аппроксимация дробного оператора  на
неравномерной сетке производится с помощью
обобщённых формул Грюнвальда–Летникова [74].

Верификация на аналитическом решении

 даёт погрешность менее 
для . Расчёты для W7-X (  Тл, 
кэВ,  м) дают  на оси , на периферии

, что согласуется с экспериментальными
оценками –  [7, 59].

Для ITER (  Тл,  кэВ,  м)
расчёты дают – , однако эксперименты
указывают на – , что требует учёта
подавления дрейфовых волн при высоком .
Введение модификации  с

 позволяет снизить  до – .

Для Т-15МД при  м/с ,
, критерий не выполняется; при 

м/с , критерий выполняется, и возникает
гомоклиническая структура. Это предсказывает
возможность управления транспортом через
вращение плазмы, что согласуется с проектом
Т-15МД [63].

11. Обсуждение и пути интеграции в
многомерные коды

Разработанная модель может быть
интегрирована в многомерные коды JOREK, M3D-
C1, EMC3-EIRENE через добавление дробного
оператора с переменным порядком (с
использованием быстрых методов, таких как FMM
или wavelets), эволюционного уравнения для  и
немаксвелловской вязкости с зависимостью от 
через .

Основные ограничения: одномерность по
радиусу, изотропность , феноменологический
характер уравнения для . Перспективы включают
обобщение на 2D осесимметричный случай,
включение эффектов сдвига и вращения,
сравнение с прямым численным моделированием
турбулентности (код GENE).

Особый интерес представляет использование
гомоклинических структур как диагностического
признака приближения к режимам с ухудшенным
удержанием, что может стать основой для систем
активного управления плазмой.

12. Заключение
Построена единая самосогласованная модель,

объединяющая двухжидкостные эффекты,
немаксвелловскую вязкость, дробную диффузию с
микроскопически обоснованным , нелинейную
динамику островов с гомоклиническими
бифуркациями, формирование магнитных трубок
и энерговыделение при пересоединении. Ключевая
роль обобщённого вихря  позволяет связать
макроскопические уравнения с микрофизикой,
делая модель предсказательной. Полученные
результаты создают основу для нового поколения
инструментов анализа равновесия и транспорта в
термоядерных системах, объединяющих
микроскопическую стохастичность магнитного
поля, макроскопическую диффузию полоидального
потока и нелинейную динамику структур в едином
дробно-диффузионном формализме.
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