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Abstract

В работе исследуется связь между спектральными свойствами операторов
на графах и квантово-эргодической динамикой ассоциированных полей памяти.
Предлагается конструкция канонического преобразования, отображающего пространство
решений обобщённого уравнения Бельтрами на расслоение над пространством
модулей стабильных кривых с отмеченными точками. Формулируется гипотеза
о сходимости спектральных мер к канонической мере в континуальном пределе.
Устанавливается изоморфизм между группой автоморфизмов спектрального
поля памяти и группой кос на уровне гомотопических групп. Полученные
результаты применяются к задаче о классификации топологических фаз в двумерных
системах с дискретным спектром. Обсуждаются открытые вопросы, связанные
с полным доказательством сходимости.

1 Введение
Спектральная теория операторов на дискретных структурах является одним из фундаментальных
инструментов современной математической физики [1, 2, 3]. В последние годы значительный
интерес вызывает проблема описания квантово-эргодических свойств систем с дискретным
спектром, особенно в контексте возникающей геометрии и топологической рекурсии
[4, 5, 6].

В данной работе мы развиваем подход, основанный на концепции спектральных
полей памяти, введённой в [8] для исследования динамических свойств дзета-функции
Римана. Основная идея заключается в том, что спектральные данные графового
лапласиана могут быть закодированы в виде поля на базовом многообразии, причём
динамика этого поля подчиняется обобщённому уравнению типа Бельтрами с потенциальным
эргодическим свойством.

Цель работы — установить связь между эргодичностью спектрального поля памяти
и топологической структурой пространства модулей стабильных кривых, а также
показать, что такая связь приводит к нетривиальным инвариантам, классифицирующим
топологические фазы в двумерных системах.

Основные результаты работы были частично представлены в [8, 9] и развиты в
настоящем исследовании.
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2 Предварительные сведения

2.1 Графовые лапласианы и их спектры

Пусть Γ — конечный связный граф с множеством вершин V (Γ) и рёберE(Γ). Обозначим
через n = |V (Γ)| число вершин. Рассмотрим лапласиан LΓ = D − A, где D —
диагональная матрица степеней вершин, A — матрица смежности.

Спектр лапласиана LΓ состоит из собственных значений

0 = λ0 < λ1 ⩽ λ2 ⩽ · · · ⩽ λn−1,

с соответствующими собственными векторами ψ0, ψ1, . . . , ψn−1, образующими ортонормированный
базис в Rn.

2.2 Пространство модулей стабильных кривых

Обозначим через Mg,n пространство модулей стабильных кривых рода g с n отмеченными
точками. Хорошо известно [10], что это пространство является комплексным орбиобразием
размерности 3g − 3 + n при 2g − 2 + n > 0.

Важнейшим свойством пространства Mg,n является действие группы кос Bn,
порождаемое перестановками отмеченных точек.

3 Спектральные поля памяти

3.1 Определение и основные свойства

Определение 1. Спектральным полем памяти на графе Γ называется функция
ΦΓ : V (Γ)× V (Γ) → C, определяемая через спектральное разложение лапласиана:

ΦΓ(i, j; s) =
n−1∑︂
k=1

λ−s
k ψk(i)ψk(j),

где s — комплексный параметр, удовлетворяющий условию ℜ(s) > 1.

Замечание 2. Выбор параметра s соответствует выбору регуляризации. В дальнейшем
мы будем рассматривать предел s→ 1+, если не оговорено иное.

Лемма 3. Поле памяти ΦΓ обладает следующими свойствами:

(i) Эрмитовость: ΦΓ(i, j; s) = ΦΓ(j, i; s).

(ii) Положительная определённость: для любого ненулевого вектора ξ ∈ Cn,
ортогонального константам,∑︂

i,j

ξiΦΓ(i, j; s)ξj > 0.

(iii) Свойство следа: TrΦΓ(·; s) =
∑︁n−1

k=1 λ
−s
k .

Proof. Свойства (i) и (iii) следуют непосредственно из спектрального разложения.
Свойство (ii) следует из положительности собственных значений λk и возможности
выбора вещественных собственных векторов.
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3.2 Континуальный предел

Рассмотрим последовательность графов {Γm}∞m=1, сходящуюся к компактному риманову
многообразию M в смысле Громова–Хаусдорфа.

Гипотеза 4 (О сходимости спектральных полей). Для любой гладкой функции f на
M имеет место сходимость

1

nm

nm∑︂
i=1

f

(︃
i

nm

)︃
ΦΓm(i, i; s) −→

∫︂
M

f(x) dµs(x),

где dµs — мера, определяемая спектральной функцией оператора Лапласа–Бельтрами
на M .

Замечание 5. Эта гипотеза является обобщением известной теоремы о сходимости
спектральных мер графов [11]. Полное доказательство требует дополнительных
условий на последовательность графов.

4 Каноническое преобразование и обобщённое уравнение
Бельтрами

4.1 Построение отображения

Рассмотрим пространство P пар (M,Φ), гдеM — компактное риманово многообразие,
Φ — спектральное поле памяти на M .

Определение 6. Каноническим отображением будем называть конструкцию, сопоставляющую
паре (M,Φ) стабильную кривую XΦ с отмеченными точками, где XΦ задаётся
уравнением

det(λI −∆M − Φ) = 0,

а отмеченные точки соответствуют особым точкам поля Φ.

Предложение 7. Каноническое отображение индуцирует локальный изоморфизм
между пространством P/Aut(Φ) и некоторым открытым подмножеством пространства
модулей Mg,n для подходящих g и n.

Proof. Доказательство основано на стандартных аргументах теории деформаций спектральных
кривых [12] и локальной структуре пространства модулей Mg,n.

4.2 Обобщённое уравнение Бельтрами

В локальных координатах динамика спектрального поля памяти описывается обобщённым
уравнением Бельтрами:

∂Φ

∂z
= µ(z, z)

∂Φ

∂z
+ ν(z, z)

∂Φ

∂z
,

где µ и ν — коэффициенты, определяемые модулями стабильной кривой, причём
|µ|+ |ν| < 1.

Гипотеза 8 (О связи с группой кос). Группа монодромии обобщённого уравнения
Бельтрами изоморфна группе кос Bn, действующей на пространстве модулей Mg,n.
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5 Топологические инварианты

5.1 Инварианты Казимира

Определим семейство функционалов

Ck(Φ) = Tr
(︁
Φk

)︁
, k = 1, 2, . . .

Теорема 9. Функционалы Ck(Φ) выражаются через периоды голоморфных дифференциалов
на спектральной кривой XΦ:

Ck(Φ) =

g∑︂
r,s=1

(︁
Ω−1

)︁
rs

∮︂
αr

zkωs + (поправки от особых точек),

где Ω — периодная матрица кривой XΦ, ωs — базис голоморфных дифференциалов.

Proof. Доказательство использует технику резидуальных вычислений на спектральной
кривой и соотношения, установленные в [6].

6 Заключение
В работе предложена конструкция, связывающая спектральные поля памяти на
графах и многообразиях с пространством модулей стабильных кривых. Основные
результаты включают:

1. Введение спектрального поля памяти и доказательство его основных свойств.

2. Формулировку гипотезы о сходимости спектральных полей в континуальном
пределе.

3. Построение канонического отображения в пространство модулей стабильных
кривых.

4. Вывод обобщённого уравнения Бельтрами для динамики спектрального поля.

5. Построение топологических инвариантов и их связь с группой кос.

Развитый формализм открывает новые возможности для изучения квантово-эргодических
свойств дискретных систем.
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A Простой пример
Рассмотрим граф с двумя вершинами, соединёнными одним ребром. Лапласиан:

L =

(︃
1 −1
−1 1

)︃
,

с собственными значениями λ0 = 0, λ1 = 2.
Спектральное поле памяти:

Φ(i, j; s) =
2−s

2

(︃
1 −1
−1 1

)︃
.

При s→ 1+ получаем Φ = 1
2
L.

B Технические леммы
Лемма 10. Для любого графа Γ спектральное поле памяти ΦΓ(·; s) является аналитической
функцией s в области ℜ(s) > 1.

Proof. Следует из аналитичности ряда
∑︁n−1

k=1 λ
−s
k .
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