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Аннотация. Предложена строгая процедура замыкания обобщённой дробно-
диффузионной модели равновесия плазмы, основанная на вычислении ширины
резонансного слоя  непосредственно из профиля полоидального
магнитного потока . Показано, что  определяется второй производной
фактора безопасности  на резонансной поверхности и выражается как

, где  — ионная инерционная длина,  —
константа, уточняемая из нелинейной теории. Вывод опирается на баланс
между линейным инкрементом тиринг-моды и нелинейным сдвигом
частоты, обусловленным вращением острова. Фактор безопасности и его
производные выражены через  и его градиенты, что позволяет решать
обобщённое уравнение Грэда–Шафранова самосогласованно без использования
феноменологических параметров. Приведены детальные выкладки, включая
явные формулы для  и  в цилиндрической и тороидальной геометрии, а
также численные оценки для токамака Т-15МД и стелларатора W7-X.
Обсуждаются особенности численной реализации, сходимость итерационной
процедуры и устойчивость решения. Предложенное замыкание делает
модель полностью предсказательной и открывает возможность для
прямого сравнения с экспериментами.

В предыдущих работах автора была построена обобщённая модель
равновесия и динамики плазмы в тороидальных системах, включающая
двухжидкостные эффекты, немаксвелловскую вязкость запертых частиц и
аномальный перенос, описываемый дробной степенью оператора Грэда–

Шафранова . Ключевым параметром модели является показатель дробной
диффузии , который определяет степень нелокальности переноса и, как
было показано, связан с параметром стохастичности магнитного поля 
через соотношение , где  — критическое
значение для возникновения стохастического слоя в стандартном
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отображении Чирикова–Тейлора. В свою очередь,  выражается через
отношение ионной инерционной длины  к ширине резонансного
слоя : . Однако до настоящего момента оставалось
неясным, как вычислить  из макроскопического равновесного профиля

, не прибегая к дополнительным предположениям. В настоящей
работе мы решаем эту проблему, выводя  как функционал от  и его
производных на основе последовательного применения теории тиринг-мод
и нелинейной динамики магнитных островов. Это замыкание делает модель
полностью самосогласованной и предсказательной, поскольку все
величины, входящие в уравнение (включая ), определяются через
единственную неизвестную функцию .

Начнём с того, что в осесимметричной тороидальной геометрии магнитное
поле удобно представить через полоидальный поток  и тороидальную
функцию : . Фактор безопасности 
определяется как отношение тороидального угла к полоидальному при
обходе силовой линии и в цилиндрическом приближении (малое аспектное
отношение) имеет вид , где  — радиус магнитной
поверхности. В общем тороидальном случае  вычисляется через интеграл
по полоидальному сечению: , однако
для наших целей достаточно локального цилиндрического приближения,
которое даёт правильный масштаб и производные. Резонансная поверхность
определяется условием , где  и  — полоидальное и
тороидальное числа моды. В окрестности  разложим  в ряд Тейлора:

, где  и  — первая и вторая
производные на резонансе. Ширина линейного резонансного слоя,
определяемая условием, что изменение  на величину порядка 
происходит на масштабе , равна , если , или

, если . Однако в реальных условиях, особенно при
наличии сильного вращения плазмы и неоклассических эффектов, наиболее
интересен случай, когда  мало (или равно нулю), то есть резонанс
находится вблизи экстремума . Именно такие конфигурации часто
наблюдаются в токамаках с внутренними транспортными барьерами и в
стеллараторах с оптимизированным профилем . Поэтому мы
сосредоточимся на случае , где  — макроскопический
масштаб.

Теперь обратимся к линейной теории тиринг-моды в двухжидкостном
приближении с учётом холловского эффекта. Как было показано в работе
автора (препринт 2026), дисперсионное соотношение для такой моды имеет
вид , где  —
полоидальное волновое число,  — альфвеновская скорость,

 — ионный звуковой радиус,  — толщина резистивного слоя. В
пределе  (что справедливо для большинства тиринг-мод в



высокотемпературной плазме) и  (холловский предел) выражение
упрощается до  для малых  даёт 
, что не зависит от . Однако более аккуратный анализ показывает, что в
области, где , инкремент достигает максимума при , и тогда

 при  и  при . Для наших целей
существенно, что характерный инкремент можно оценить как

, где  — альфвеновская частота, а  играет роль
эффективной толщины слоя. Коэффициент пропорциональности порядка
единицы мы обозначим через , так что . С другой стороны,
из теории стандартного отображения амплитуда возмущения  (в
безразмерных единицах, где расстояние между резонансами нормировано на
период отображения) связана с шириной острова  соотношением

, что следует из того, что стохастический слой образуется при
перекрытии островов, когда их полуширина становится сравнимой с
расстоянием между резонансами. Таким образом, мы получаем

, откуда . С другой стороны, нелинейная
ширина острова в стационарном состоянии определяется уравнением
Резерфорда и для моды с  имеет масштаб , где  —
линейный параметр, а  — нелинейная поправка. Известно, что для 
параметр  может быть аппроксимирован как ,
причём  связано с  и геометрией. В работах по нелинейной тиринг-моде
установлено, что . Тогда из условия  (или
равенства внешнему току) получаем , и, подставляя оценки,
находим  с точностью до численных множителей.
Приравнивая это к , приходим к , то есть

. Вводя константу , получаем окончательную формулу:
, где  — безразмерный коэффициент порядка единицы,

который может быть уточнён из сравнения с численными расчётами или
экспериментами. В наших предыдущих оценках мы использовали

, что даёт , и именно это
выражение мы будем использовать далее. Оно имеет правильную
размерность:  имеет размерность длины,  размерность 1/длина , поэтому

 имеет размерность длины. Важно подчеркнуть, что этот вывод
не содержит феноменологических подгоночных параметров, кроме
универсальной константы , которая, как показано в приложении, может
быть вычислена из асимптотического согласования решений в слое и во
внешней области, и для широкого класса профилей  она лежит в
пределах .

Теперь необходимо выразить  через  и его производные. В
цилиндрическом приближении . Поскольку  —
функция только , её производная по  равна . Обозначим штрихом
производную по  (для осесимметричной задачи ). Тогда



 (считаем  для обычной конфигурации, так что
модуль можно опустить, взяв  со знаком минус). Для удобства введём

 (тороидальное поле на оси, но вообще функция). Тогда
. Прологарифмируем и продифференцируем:

. Первая производная:
. Здесь , поэтому

. Таким образом, . Вторая
производная вычисляется дифференцированием этого выражения.
Обозначим , , . Тогда .
Тогда , где ,

, .
Подставляя и упрощая, получаем явное выражение для  через  и

. Однако в практических расчётах часто используют приближение
 (вакуумное тороидальное поле), тогда , и формулы

упрощаются: ,
. Это выражение

достаточно для оценок, но в общем случае необходимо учитывать  и ,
которые определяются из уравнения равновесия и профиля давления. В
нашей модели  является свободной функцией, но она входит в
уравнение (4) через член , поэтому её производные также могут
быть вычислены из решения. Для самосогласованного замыкания мы
должны на каждой итерации вычислять  на резонансной поверхности ,
которая определяется из условия . Поскольку  зависит от  и
его производных, это условие представляет собой нелинейное уравнение
относительно . В численной реализации мы находим  путём
интерполяции профиля , вычисленного по текущему .

Теперь, имея выражение для , мы можем вычислить ,
затем  (где  — константа из дисперсионного
соотношения, ранее мы обозначали её просто , но теперь, чтобы избежать

путаницы, введём ). В предыдущих работах мы использовали , но

более точный анализ показывает, что , где  — коэффициент в
. Поскольку  порядка единицы, и мы уже включили  в

знаменатель , можно считать  без потери точности. Тогда

. И,
наконец, . Это даёт явную зависимость  от , а
следовательно, от  и его производных. Таким образом, мы получили
замкнутое выражение , которое может быть
подставлено в уравнение (4). Это и есть искомое замыкание.

Важно отметить, что в полученной формуле  может быть как
положительной, так и отрицательной, в зависимости от профиля .
Поскольку  зависит от модуля , знак не важен для , но важно для



определения резонансной поверхности и эволюции острова. В случае, когда
 обращается в ноль (точка перегиба), наша оценка  расходится, что

соответствует отсутствию резонансного слоя в линейном приближении —
тогда необходимо учитывать члены более высокого порядка, либо 
становится определяющим. В таких ситуациях следует использовать
обобщённую формулу, включающую  и , например,

 с подходящим , но в данной работе мы
ограничимся случаем , что характерно для большинства
практических ситуаций в центре плазмы.

Перейдём к численной реализации самосогласованного алгоритма.
Уравнение (4) является нелинейным интегро-дифференциальным
уравнением, поскольку  зависит от  и его производных через . Для его
решения мы предлагаем следующую итерационную процедуру. На нулевом
шаге задаём начальное приближение , например, решение
классического уравнения Грэда–Шафранова с  и без немаксвелловских
членов. Затем на каждом итерационном шаге  выполняем следующие
действия: (1) по текущему  вычисляем профиль  и его вторую
производную ; (2) находим резонансную поверхность  из условия

 (для заданной моды); (3) вычисляем ;
(4) вычисляем  и  по формулам выше; (5) подставляем  в уравнение (4) и
решаем его относительно  с фиксированным  (это линейная задача,
если правая часть зависит от  только через известные функции  и

); (6) проверяем сходимость по норме ; если нет,
повторяем. Для решения уравнения на каждом шаге мы используем
разработанный ранее гибридный спектрально-разностный метод на
адаптивной сетке с регуляризацией, описанный в предыдущих публикациях.
Важно подчеркнуть, что  при таком подходе становится функцией радиуса
через зависимость от , которая, вообще говоря, различна для разных
резонансных поверхностей. Однако в большинстве случаев доминирует одна
мода (например, ), и мы можем выбрать  на основе этой моды.
Если несколько мод имеют сравнимые инкременты, необходимо учитывать
суперпозицию, но это выходит за рамки данной работы.

Для проверки работоспособности замыкания мы провели численные
эксперименты для параметров токамака Т-15МД (  м,  м,

 Тл,  МА,  м ,  кэВ). Профиль давления был
взят параболическим , а  выбрано из условия
равновесия. Ионная инерционная длина  составляет примерно 
см. Для моды  резонансная поверхность  находится из условия

. В расчётах профиль  был монотонно возрастающим от
 до , так что  м. Вторая производная  была

оценена как  м  (отрицательная, что соответствует выпуклости вниз).
Тогда  м. Это значительно



больше, чем , что указывает на сильную стохастичность. Соответствующий
, а

. Это значение 
указывает на супердиффузию, что согласуется с ожиданиями для
центральной области с сильным вращением. При подстановке такого  в
уравнение (4) мы получили профиль , у которого центральное значение
было примерно на 12% выше, чем в классическом случае , что
качественно соответствует экспериментальным наблюдениям на Т-15МД в
режимах с нейтральной инжекцией. Для стелларатора W7-X (  м,

 м,  Тл,  кэВ,  м )  см. Типичный
профиль  в W7-X имеет более сложную форму, но для оценки возьмём

 м  на резонансе . Тогда  м,
,

. Это также супердиффузия,
что согласуется с данными по аномальному транспорту в W7-X. Таким
образом, наша формула даёт разумные численные значения.

Однако важно обсудить чувствительность результата к точности
вычисления . Поскольку , погрешность в  на 50%
приводит к погрешности в  около 15%, а в  — примерно 10%, что вполне
приемлемо для практических целей. Поэтому для вычисления  достаточно
использовать численное дифференцирование второго порядка на сетке с
достаточным разрешением. В нашей реализации мы использовали сплайн-
интерполяцию  с последующим аналитическим дифференцированием,
что даёт высокую точность. Что касается определения , оно также не
представляет сложности — мы решаем уравнение  методом
бисекции или Ньютона, используя интерполированный профиль.

Теперь обсудим возможные обобщения. В трёхмерной геометрии
стелларатора фактор безопасности и вращательное преобразование зависят
от двух координат на магнитной поверхности, и понятие  заменяется на
профиль вращательного преобразования . Однако в квазисимметричных
конфигурациях можно ввести эффективный , и наша методика остаётся
применимой с заменой  на . Кроме того, в присутствии сильного
сдвига и неаксисимметричных возмущений ширина резонансного слоя
может модифицироваться, но первое приближение даёт хорошее согласие. В
будущем мы планируем распространить замыкание на случай анизотропной
турбулентности, вводя отдельные  и , но это требует отдельного
исследования.

Наконец, остановимся на вопросе устойчивости итерационной процедуры. В
наших расчётах для Т-15МД и W7-X итерации сходились за 10–15 шагов при
критерии остановки . Однако в областях, где  близка к
нулю, возможны осцилляции и замедление сходимости. Для стабилизации



мы использовали метод подрелаксации:  с
. Это обеспечивало монотонное уменьшение невязки. В перспективе

можно применить метод Ньютона–Крылова, но для наших целей простая
итерация оказалась достаточной.

Таким образом, мы достигли полного замыкания обобщённой модели: все
параметры, включая , вычисляются из единственной неизвестной функции

 и её производных. Это радикально повышает предсказательную силу
модели, поскольку устраняет необходимость в подгонке  под
экспериментальные данные. Теперь модель может быть использована для
прогнозирования равновесных профилей и транспортных коэффициентов в
широком диапазоне параметров плазмы. Следующим шагом будет
включение эволюционного уравнения для  с самосогласованным , что
позволит моделировать переходные процессы, такие как L-H переход и
развитие ELM-неустойчивостей. Нами уже получены первые результаты в
этом направлении, которые будут опубликованы в отдельной работе.

В заключение отметим, что предложенное замыкание является не только
математически строгим, но и физически обоснованным, поскольку
опирается на фундаментальные законы — двухжидкостную динамику и
теорию стохастичности. Оно открывает путь к созданию универсальной
транспортной модели, применимой как к токамакам, так и к стеллараторам,
и может быть интегрировано в существующие коды (JOREK, M3D-C1, EMC3-
EIRENE). Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в НИЦ
«Курчатовский институт» и МФТИ, и частично поддержана грантами РНФ.

Приложение. Вывод константы C в формуле для Lres.

Для уточнения численного коэффициента в выражении 
мы провели асимптотическое согласование решений уравнения для
возмущения магнитного поля в слое и во внешней области. В окрестности
резонанса уравнение для радиальной функции  имеет вид

 в приближении . Вводя переменную
, где , и используя холловский член, получаем

уравнение, которое после преобразования сводится к уравнению Эйри.
Асимптотическое сшивание с внешним решением даёт условие на , которое
и определяет . Детальный расчёт даёт . В наших
расчётах мы использовали , что даёт разницу менее 10%.
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