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Âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà

Â ðàáîòå ïîëó÷åíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî ÂÒÔ ÷åðåç Ïèôàãîðîâû òðîé-
êè ñ ïîìîùüþ èññëåäîâàíèÿ êîðíåé êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ òåî-
ðèþ ÷èñåë íà÷àëüíîãî óðîâíÿ. Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ñì. â Ïðèëîæåíèè D.
Áèáëèîãðàôèÿ: 15 íàèìåíîâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôîðìóëà Êàðäàíî, êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå, òåîðåìà
êîñèíóñîâ, êîìïëåêñíûå ÷èñëà, àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû.

Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

≡ çíà÷èò ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî; ⊕, ⊖ çíà÷èò ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå.

(a1, a2)�ýòî ÍÎÄ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2;

gcd çíà÷èò greatest common divisor. ÏÒ�Ïèôàãîðîâà òðîéêà.

Ë, Ï, Óòâ�ñîêðàùåíèå ñëîâ Ëåììà, Ïðåäëîæåíèå, Óòâåðæäåíèå.

J�ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. ËÑ�ëåâûé ñîìíîæèòåëü.
×Ñ, ÇÍ�÷èñëèòåëü, çíàìåíàòåëü äðîáè. ÏÑ�ïðàâûé ñîìíîæèòåëü.

Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå

xn + yn = zn, n ⩾ 11 (0.1)

íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñëàõ ïðè óñëî-

âèè n ïðîñòîå ÷èñëî. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè z äåëèòñÿ íà n;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∃ x, y, z ∈ N | óêàçàííûå óñëîâèÿ òåîðåìû 1

âûïîëíÿþòñÿ, òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

� 1. Âûâîä ñîîòíîøåíèé äëÿ ãèïîòåòè÷åñêèõ ðåøåíèé

Îïðåäåëåíèå 1. k ≡ z − x− y; u0 ≡ x+ k; v0 ≡ y + k; p ≡ m · w ·A;

Ëåììà 1.1. Åñòü óðàâíåíèå x21+y
2
1 = z21 ; Îíî èìååò èçâåñòíûå ðåøåíèÿ â

íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå. Ïî àíàëîãèè ìîæíî ïîëó÷èòü

ïîõîæèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãèïîòåòè÷åñêèõ ðåøåíèé, êîãäà n > 3, n ̸= 4; Îíè

èìåþò âèä

x = wn + n · p,
y = mn + n · p,
z = mn + wn + n · p,
p ≡ m · w ·A, A = CD,

z = nC(nn−2 · Cn−1 −m · wD),

m, w, C, D ∈ N



x+ y = nn−1Cn, x+ y − z = np,

(x+ y − z)n = n(x+ y)(z − x)(z − y)Dn,

x, y, C, D ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå,

(z, D) = 1, n2 | z, n | C, 2 ∤ D,
n ∤ m · wD, (m, C) = (w, C) = 1

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � ) è Ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ãðàíò � ÍØ-).

cO À.À. Êóðìà÷åâ, 2026
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âûâîäèì ñîîòíîøåíèÿ â ñèñòåìå ñëåâà.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 1 n | z, çàïèñûâàåì ôîðìóëû Àáåëÿ (Áàðëîó) (ñì. [2])

n | z ⇒ n ∤ xy ⇒ z − x = mn; z − y = wn; m, w ∈ N; (1.1)

Òàê êàê óðàâíåíèå (0.1)⇔ xn = zn−yn; yn = zn−xn, à åäèíñòâåííûì âîçìîæ-

íûì gcd ÷èñåë

(
z − y, zn − yn

z − y

)
è

(
z − x, zn − xn

z − x

)
ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëü

ñòåïåíè, òî åñòü n, ëèáî åäèíèöà, òî ðåàëüíî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (1.1),

ò. ê. n | z ïî óñëîâèþ òåîðåìû 1;

Ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå äâà òîæäåñòâà x = (z − y) + (x+ y − z) è
y = (z−x)+(x+y−z), â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.1) èõ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì {

x = (z − y) + (x+ y − z),
y = (z − x) + (x+ y − z),

⇔

{
x = wn + (x+ y − z),
y = mn + (x+ y − z)

(1.2)

Äîêàæåì, ÷òî m · w | x+ y − z è x+ y − z = n ·m · w ·A;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ 1 k ≡ z − x− y ⇒ z = x+ y + k;

Ïî îïðåäåëåíèþ 1 v0 ≡ y + k; u0 ≡ x+ k;

Òîãäà óðàâíåíèå (0.1) âèäà xn + yn = zn ìîæíî çàïèñàòü êàê

xn + yn = (x+ y + k)n; (1.3)

Óðàâíåíèå (1.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà áè-

íîìà Íüþòîíà, ÷òî ó âñåõ ñëàãàåìûõ âèäà Ck
n åñòü ñîìíîæèòåëü n; Ïðè âûâîäå

ñîîòíîøåíèé (1.4) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà.

{
xn + yn = (x+ v0)

n,

xn + yn = (y + u0)
n
⇒


yn − vn0
n · v0

∈ Z, n ∤ v0,

xn − un0
n · u0

∈ Z, n ∤ u0
⇒

{
n | y − v0, n | x− u0,
v0 | yn, u0 | xn

(1.4)

Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ÷èñåë u0 ≡ x + k, v0 ≡ y + k ⇒ v0 − y = u0 − x = k, òîãäà â

ñèëó ïåðâûõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ñèñòåìû (1.4) è îïðåäåëåíèÿ 1 ÷èñëà k, èìååì,

÷òî

n | y − v0, n | x− u0; k ≡ z − x− y ⇒ n | k ⇒ n | x+ y − z; (1.5)

È ÷òî v0 = z − x; u0 = z − y, ñëåäîâàòåëüíî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.1) âèäà

z − x = mn; z − y = wn èìååì{
v0 = mn,

u0 = wn
⇒

{
ñîîòíîøåíèÿ (1.4)

ïðèìóò âèä

{
mn | yn,
wn | xn

⇒

{
m | y,
w | x

(1.6)

(x, y) = 1⇒ n ∤ xy, n | z ïî óñëîâèþ th 1 ⇒ â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.6) èìååì

(m,w) = 1; n ∤ m · w; (1.7)
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Èç ñîîòíîøåíèé (1.2) , (1.5) , (1.6) , (1.7) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå:

â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.2){
x = wn + (x+ y − z),
y = mn + (x+ y − z)

⇒

{
n · w | x+ y − z,
n ·m | x+ y − z

←

{
â ñèëó ñîîòíîøåíèé

(1.5), (1.6), (1.7)

çíà÷èò ïîëó÷àåòñÿ{
x+ y − z = n ·mhy,
x+ y − z = n · whx

⇒

{
(m, w) = 1, n ∤ m · w
ñì. ñîîòíîøåíèÿ (1.7)

⇒


hy = wA, hx = m ·A,
x+ y − z = n ·m · wA,
A, hx, hy ∈ N

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûé òîëüêî ÷òî ðåçóëüòàò â áîëåå óäîáíîì âèäå{
x+ y − z = n ·m · w ·A,
A, m, w ∈ N

(1.8)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.8), çàïèñûâàåì ñîîòíîøåíèÿ (1.2) ÷åðåç m, w, A;

Ïðè ýòîì z ìîæíî íàéòè êàê ñëåä-

ñòâèå ñîîòíîøåíèé (1.1), ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü ëþáîå èç íèõ, ò. å. ëèáî

z − x = mn, ëèáî z − y = wn; Èç ñîîò-

íîøåíèé (1.9) ïîëó÷àåì x+y−z = n·p;


y = mn + n · p, p ≡ m · w ·A,
x = wn + n · p, m, w ∈ N,
z = mn + wn + n · p, A ∈ N

(1.9)

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 1 è â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) èìååì

n | z, xn+yn = zn ⇒
(
x+ y,

xn + yn

x+ y

)
= n⇒ x+y = nn−1Cn; C ∈ N; (1.10)

Äîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1.9) ïîëó÷àåòñÿ

A = C ·D; z = nC(nn−2Cn−1 −m · w ·D);

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèé (1.9) ⇒, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.10)

ïîëó÷àåòñÿ x+y = nn−1Cn ⇒ mn+wn+2n ·m ·w ·A = nn−1Cn ⇔ mn+wn+n ·
m ·w ·A = nn−1Cn−n ·m ·w ·A⇔ z = nn−1Cn−n ·m ·w ·A â ñèëó ñîîòíîøåíèé

(1.9) (óðàâíåíèå äëÿ z);

Ïåðåïèøåì òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

z = nn−1Cn − n ·m · w ·A; (1.11)

Äîêàæåì, ÷òî A = C ·D;
Â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) xn+yn = zn ⇒ n | zn

x+ y
∈ N⇒ â ñèëó óðàâíåíèé (1.10),

(1.11) èìååì x+ y = nn−1Cn; z = nn−1Cn − n ·m · w ·A⇒

⇒ (nn−1Cn − n ·m · w ·A)n

nn−1Cn
=
n(nn−2Cn −m · w ·A)n

Cn
=

zn

x+ y
∈ N⇒

⇒ Cn | (m · w ·A)n ⇒ C | m · w ·A;
(1.12)
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à) Ïóñòü (C, m) > 1⇒ (C, y) > 1 â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.9)⇒ â ñèëó óðàâíåíèÿ

(1.10) âèäà x + y = nn−1Cn; C ∈ N èìååì (C, x) > 1, íî (x, y) = 1 ⇒ èìååì

ïðîòèâîðå÷èå, ò. ê. gcd[(C, x), (C, y)] > 1; Çíà÷èò (C, m) = 1;

á) Ïóñòü (C, w) > 1⇒ (C, x) > 1 â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.9)⇒ â ñèëó óðàâíåíèÿ

(1.10) âèäà x + y = nn−1Cn; C ∈ N èìååì (C, y) > 1, íî (x, y) = 1 ⇒ èìååì

ïðîòèâîðå÷èå, ò. ê. gcd[(C, x), (C, y)] > 1; Çíà÷èò (C, w) = 1;

Çíà÷èò â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.12) C | m · w ·A è ðåçóëüòàòîâ à) (ñì. ñòð. 4), á)

(ñì. ñòð. 4) èìååì

(C, m) = (C, w) = 1⇒ C ∤ m · w ⇒ C | A⇒ A = C ·D; D ∈ N; (1.13)

Áëàãîäàðÿ óðàâíåíèþ (1.13) óðàâíåíèå (1.11) âèäà

z = nn−1Cn − n ·m · w ·A;

ïðèìåò âèä

z = nn−1Cn − n ·m · w · CD ⇔ z = nC(nn−2Cn−1 −m · w ·D); (1.14)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñîîòíîøåíèÿ èç ëåâîé ñèñòåìû èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû 1.1 ïîëó÷åíû.

2) Âûâîäèì ñîîòíîøåíèÿ â ñèñòåìå, çàïèñàííîé ñïðàâà.

Èç óðàâíåíèÿ (1.14) âèäíî, ÷òî (x, C) = (y, C) = 1, ò. ê. (z, x) = (z, y) = 1

ïî óñëîâèþ òåîðåìû 1;

Äîêàæåì, ÷òî n | C, n ∤ D;
Çàïèøåì òîæäåñòâî

(n ·m · w · CD)n = (n ·m · w · CD)n; (1.15)

Î÷åâèäíî òîæäåñòâî (1.15) ⇔

⇔ (n ·m · w · CD)n = n · nn−1mnwnCnDn; (1.16)

Èç óðàâíåíèé (1.9) âèäà

y = mn + np, p ≡ m · w ·A, x = wn + np, z = mn + wn + np

è (1.13) âèäà A = C ·D ⇒

⇒ x+ y − z = n ·m · w · C ·D; (1.17)

Óðàâíåíèå (1.17) íàäî ïîäñòàâèòü â Ë× òîæäåñòâà (1.16);

Â ñèëó óðàâíåíèé (1.1) z − x = mn; z − y = wn è (1.10) x + y = nn−1Cn, Ï×

òîæäåñòâà (1.16) èçìåíèòñÿ è îíî ïðèìåò âèä

(x+ y − z)n = n(x+ y)(z − x)(z − y)Dn; (1.18)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (0.1) xn + yn = zn è (1.18) ìîæíî íàéòè Dn, ò. å.

(x+ y − z)n − (xn + yn − zn) = n(x+ y)(z − x)(z − y)Dn; (1.19)
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Dn íàõîäèòñÿ êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ (1.19) , îí èìååò âèä

Dn =
(x+ y − z)n − (xn + yn − zn)

n(x+ y)(z − x)(z − y)
; (1.20)

Òî, ÷òîD ∈ N âèäíî åù¼ è èç óðàâíåíèÿ (1.20) áëàãîäàðÿ òåîðåìå Áåçó. Îñòàòêè

îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà (x+y−z)n−(xn+yn−zn) íà äâó÷ëåíû (x+y)(z−x)(z−y)
ðàâíû íóëþ, è ñâîéñòâàì áèíîìà Íüþòîíà, ÷òî n | (x+ y− z)n− (xn + yn− zn);
Äîêàæåì, ÷òî n ∤ D;

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.19) èìååì

Dn =
(x+ y − z)n

n(x+ y)(z − x)(z − y)
; (1.21)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) âèäà xn + yn = zn èìååì, ÷òî z äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå

ñòåïåíü ÷èñëà n, ÷òî è ÷èñëî nC = n
√
n(x+ y), çíà÷èò ÷èñëî x+ y − z äåëèòñÿ

ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü ÷èñëà n, ÷òî è nC = n
√
n(x+ y), çíà÷èò (x + y − z)n

äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü ÷èñëà n, ÷òî è n(x+y), çíà÷èò â ñèëó óðàâíåíèÿ

(1.21) èìååì, ÷òî

n ∤ D; (1.22)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïî òàêîìó æå ïðèíöèïó äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 2 ∤ D;

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü z ÷¼òíîå, çíà÷èò â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) xn +

+ yn = zn èìååì, ÷òî ÷èñëî x+ y äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî

è zn, çíà÷èò x+ y − z äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è z, çíà÷èò
(x + y − z)n äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è zn, çíà÷èò â ñèëó

óðàâíåíèÿ (1.21) èìååì, ÷òî D íå÷¼òíîå.

2) Ïóñòü z íå÷åòíîå, ñëåäîâàòåëüíî D íå÷åòíîå. Äîêàæåì ýòî.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè y ÷¼òíîå, çíà÷èò z − x ÷¼òíîå, z − y íå÷åòíîå,

x + y íå÷åòíîå, çíà÷èò â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) âèäà yn = zn − xn ÷èñëî z − x
äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è yn, çíà÷èò x + y − z äåëèòñÿ

ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è y, ïîýòîìó (x+ y− z)n äåëèòñÿ ðîâíî íà

òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è yn, íî â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) zn−xn = yn, ïðè÷¼ì

2 ∤ (zn − xn)/(z − x), ïîòîìó â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.21) èìååì, ÷òî D íå÷¼òíîå.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (1.22), ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè

x, y, z

2n ∤ D; (1.23)

Äîêàæåì, ÷òî (x, D) = (y, D) = (z, D) = 1;

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü (x, D) > 1; òîãäà â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.13) è â

ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.9) íèæåñëåäóþùåãî âèäà èìååì

A = CD; x = wn + n ·m · w ·A⇒ x = wn + n ·m · w · CD ⇒ (w, D) > 1;
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Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.1) z − y = wn, çíà÷èò ïîäñòàâëÿåì ýòî ðàâåíñòâî â

óðàâíåíèå (1.20) âèäà

Dn =
(x+ y − z)n − (xn + yn − zn)

n(x+ y)(z − x)(z − y)
⇔ Dn =

(x− wn)n − xn − yn + (y + wn)n

n(x+ y)(z − x) · wn
,

óïðîùàÿ åãî ÷åðåç ôîðìóëû ðàçíîñòè ñòåïåíåé âèäà

(x− wn)n − xn = −wn
[
(x− wn)n−1 + (x− wn)n−2x+ . . .+ xn−1

]
è

(y + wn)n − yn = wn
[
(y + wn)n−1 + (y + wn)n−2y1 + . . .+ yn−1

]
;

Ïðè ýòîì ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå x, ó÷èòûâàþòñÿ, ò. ê. â ñèëó ñîîòíîøå-

íèé (1.9), (1.13), (1.23) ñïðàâåäëèâî

x = wn + np; p ≡ m · w ·A; w, p ∈ N; A = CD; 2 ∤ D,

ïîëó÷èòñÿ, ÷òî z − y = wn â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.1) è
w | x, (m, w) = 1, n ∤ m · w ← ñîîòíîøåíèÿ (1.7), (1.9)

y = mn + np, p ≡ m · wA, ← ñîîòíîøåíèÿ (1.9)

Dn =
wn+1 · L+ [(y + wn)n − yn]

n(x+ y)(z − x) · wn
, L ∈ Z

⇒


(w, D) = 1,

(x, D) = 1,

(x, y) = 1

Çíà÷èò èìååì ïðîòèâîðå÷èå ñ èçíà÷àëüíûì ïðåäïîëîæåíèåì (x, D) > 1;

á) Ïóñòü (y, D) > 1; â ðàññóæäåíèè äëÿ ñëó÷àÿ à) Ïóñòü (x, D) > 1 äåëàåì

çàìåíû x→ y, y → x, w → m è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

â) Ïóñòü (z, D) = D∗ > 1;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.23) 2n ∤ D ⇒ 2n ∤ D∗;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.14), z = nn−1Cn−n ·m ·wCD, çíà÷èò ðàç (z, D) = D∗ > 1,

òî (C, D) = D∗ > 1;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.20) èìååì

Dn =
(x+ y − z)n − (xn + yn − zn)

n(x+ y)(z − x)(z − y)
;

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

(x+ y− z)n + zn = (x+ y)
[
(x+ y− z)n−1 − (x+ y− z)n−2z+ . . .+ zn−1

]
; (1.24)

È ðàâåíñòâîì

xn + yn = (x+ y)(xn−1 − xn−2y + xn−3y2 − . . .+ yn−1); (1.25)

Ðàâåíñòâî (1.25) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

x, y ∈ N⇒ xn + yn = (x+ y)
[
N(x+ y)± n · (x · y)n/2−1/2

]
; N ∈ N; (1.26)

Ôîðìóëà (1.26) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû Âàðèíãà âèäà

xn + yn = (x+ y)R,
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ãäå â ôîðìóëå (1.26) çíàê ± âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò n è

R ≡

n−1
2∑

k=0

(−1)k · n

n− k
· Ck

n−k · (x+ y)n−1−2k · (xy)k;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.24) è (1.26) óðàâíåíèå (1.20) ïðèìåò âèä
A1 ≡ (x+ y)

[
(x+ y − z)n−1 − (x+ y − z)n−2z + . . .+ zn−1

]
,

A2 ≡ (x+ y)
[
N(x+ y)± n · xn/2−1/2 · yn/2−1/2

]
, N ∈ N,

Dn =
A1 −A2

n(x+ y)(z − x)(z − y)

(1.27)

Íî â ñèëó óðàâíåíèé (1.10) è (1.14) âèäà

x+ y = nn−1Cn; z = nC(nn−2Cn−1 −m · w ·D),

ìîæíî ïåðåïèñàòü ðàâåíñòâî (1.27) â âèäå

A1 = nn−1Cn
[
(n ·m · wCD)n−1 − (n ·m · wCD)n−2z + . . .+

+(nC)n−1(nn−2Cn−1 −m · w ·D)n−1
]
,

A2 = nn−1Cn
[
N · nn−1Cn ± n · xn/2−1/2 · yn/2−1/2

]
, N ∈ N,

Dn =
A1 −A2

nn · Cn(z − x)(z − y)
, (x, C) = (y, C) = 1

(1.28)

Èç ñîîòíîøåíèé (1.28) è (1.23) âèäíî, ÷òî

2n ∤ D ⇒ Cn+1 | A1; Cn | A2;

Çíà÷èò è ×Ñ, è ÇÍ äðîáè (1.28) äåëÿòñÿ íà Cn ðîâíî, ïîòîìó ÷òî

(x, C) = (y, C) = 1⇒ (C, x · yn−2) = 1⇒ (D∗, n · x · yn−2) = 1

â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.28) è ó äðîáè (1.28) Cn â ×Ñ è ÇÍ ìîæíî ïîýòîìó

ñîêðàòèòü. Íî òîãäà ïîñëå ñîêðàùåíèÿ áóäåò (C, D) = 1⇒ (z, D) = 1⇒ D∗ =

1, çíà÷èò èçíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî D∗ > 1 ëîæíî, çíà÷èò (z, D) = 1;

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàæåì, ÷òî n | C, n2 | z;

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.9) è (1.13) âèäà

y = mn + np; x = wn + np; p ≡ m · w ·A; A = C ·D

óðàâíåíèå (1.10) ïðèíèìàåò âèä

x+ y = nn−1Cn ⇔ mn + wn + 2n ·m · w · CD = nn−1Cn; (1.29)

Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (1.29) ñëåäóåò, ÷òî

n | mn + wn ⇒ n2 | mn + wn ⇒ n | m · wCD;



8 À.À. ÊÓÐÌÀ×ÅÂ

Íî íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (1.22) è ñîîòíîøåíèÿ (1.7) âèäà

n ∤ m · w; n ∤ D

èìååì

n ∤ m · wD ⇒ n | C ⇒ n2 | z
â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.14) âèäà z = nC(nn−2Cn−1 −m · w ·D);

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 1.1 äîêàçàíà. ■

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì F ≡ m · w;
Îáîçíà÷èì ni ≡ n− i, i ∈ N;

Îïðåäåëåíèå 3. m0 ≡
nn1pn

z + np
− [nn2pn1 − nn3pn2z + nn4pn3z2 − nn5pn4z3 +

+ nn6pn5z4 − . . .+ nzn3p2];

Ëåììà 1.2. Óñîâåðøåíñòâóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ëåììû 1.1 äëÿ x,

y, z ÷åðåç Ïèôàãîðîâû òðîéêè.

Ïóñòü 2 | z; Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà a, b, F ∈ N, òàêèå, ÷òî âåðíû ñëåäóþ-

ùèå ñîîòíîøåíèÿ

x =
a n−1
√
na±

√
(2b− a)2 n−1

√
n2a2 − 4(a− b)nD−n

2
,

y =
a n−1
√
na∓

√
(2b− a)2 n−1

√
n2a2 − 4(a− b)nD−n

2
,

z = n−1
√
na · b, p = n−1

√
na · a− b

n
b = a− FD, nC = n1

√
na

×èñëà a, b, F, D ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå.

Çíàêè ñîãëàñîâàíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî ∀ z, p ∈ R âèäà

nn1pn

z + np
= [nn2pn1 −nn3pn2z+nn4pn3z2−nn5pn4z3+ . . .+nzn3p2]− zn2p+

zn1p

z + np
;

(1.30)

Äîêàæåì, ÷òî â Ë× òîæäåñòâà (1.30) ñòîèò öåëîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.1

x = wn + n · p,
y = mn + n · p,
z = mn + wn + np,

x+ y = nn1Cn,

m, w, C, D ∈ N

⇒

{
x+ y − z = np,

x+ y = nn1Cn
⇒

{
x+ y = z + np,

z + np = nn1Cn

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå

z + np = nn1Cn; C ∈ N; (1.31)
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Ïî îïðåäåëåíèþ 1 è ëåììå 1.1 p ≡ m · w · A; A = CD, ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå

(1.31), îäíî èç ñëàãàåìûõ òîæäåñòâà (1.30) ïðèìåò âèä

nn1pn

z + np
=
nn1mnwnCnDn

nn1Cn
= (m · w ·D)n ∈ N ò. ê. ïî ëåììå 1.1 m, w, D ∈ N;

Òàêèì îáðàçîì
nn1pn

z + np
= (m · w ·D)n ∈ N; (1.32)

Ò. å. äîêàçàíî, ÷òî â Ë× òîæäåñòâà (1.30) ñòîèò öåëîå ÷èñëî.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çíà÷èò â ñèëó òîæäåñòâà (1.30), óðàâíåíèÿ (1.31) è òîãî, ÷òî ïî ëåììå 1.1 è

îïðåäåëåíèþ 1 p ≡ m · w ·A; A = CD, z = nC(nn2Cn1 −m · w ·D), ïîëó÷àåòñÿ

zn1p

z + np
= m · w ·D (nn2Cn1 −m · w ·D)

n1 ;
zn1p

z + np
∈ N; (1.33)

Ïî îïðåäåëåíèþ 3

m0 ≡
nn1pn

z + np
− [nn2pn1−nn3pn2z+nn4pn3z2−nn5pn4z3+nn6pn5z4− . . .+nzn3p2];

Òîãäà òîæäåñòâî (1.30) ïðèìåò âèä

zn1p

z + np
= m0 + p · zn2 ; (1.34)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.33) Ë× ðàâåíñòâà (1.34) ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, çíà÷èò

â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.34) m0 ∈ Z, ò. ê. p, z�íàòóðàëüíûå ïî ëåììå 1.1;
Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî m0 èìååò îòðèöàòåëüíûé çíàê.

Èç óðàâíåíèÿ (1.34) âèäíî, ÷òî

m0 = pzn2 · z − z − np
z + np

⇔ m0 = pzn2 · −np
z + np

< 0⇒ m0 ∈ Z, m0 < 0; (1.35)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.34) ñëåäóþùèì îáðàçîì

zn1p = (z + np)(pzn2 +m0)⇔ zn1p = pzn1 + np2zn2 +m0z + np ·m0 ⇔

⇔ nzn2p2 + n ·m0p+m0 · z = 0; (1.36)

Óðàâíåíèå (1.36) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî p, åãî äèñêðèìèíàíò D1;

D1 = n2m2
0 − 4n ·m0z

n1 = ε21; ε1 ∈ N; (1.37)

ε1 ∈ N, ò. ê. â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.35) m0 ∈ Z, à z ∈ N ïî ëåììå 1.1;

Óðàâíåíèå (1.37) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî m0, åãî äèñêðèìèíàíò D2

èìååò âèä

D2/4 = 4n2z2n1 + n2ε21 = ε22; ε2 ∈ N; (1.38)

ε2 ∈ N, ò. ê. â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.37) ε1 ∈ Z, à z ∈ N ïî ëåììå 1.1, à ε1 íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî, ò. ê. â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.35) m0 ∈ Z, à z ∈ N ïî ëåììå 1.1;
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Óðàâíåíèå (1.38)�ýòî Ïèôàãîðîâà òðîéêà, ïîýòîìó âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âî-

ïðîñ.

Êàê íàéòè ε1, ε2?

Ñíà÷àëà íàäî íàéòè êîðíè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé (1.36), (1.37);

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (1.35) m0 < 0⇒ ïî òåîðåìå Âèåòà ïðîèçâåäåíèå êîðíåé

óðàâíåíèÿ (1.36) îòðèöàòåëüíî.

Ïî ëåììå 1.1 p > 0⇒ ïðîèçâåäåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ (1.37) îòðèöàòåëüíî.

Çíà÷èò êîðíè íàäî áðàòü ñî çíàêàìè ± äëÿ óðàâíåíèé (1.36) è (1.37) ñîîò-

âåòñòâåííî. Ò. å. ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå
p =
−n ·m0 + ε1

2n · zn2
,

m0 =
2n · zn1 − ε2

n2

⇔


ε1 = 2n · pzn2 + n ·m0,

ε2 = n2 ·
(
2zn1

n
−m0

)
(1.39)

Ìîæíî çàïèñûâàòü Ïèôàãîðîâó òðîéêó (1.38) ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ (1.39) ;(
2n · zn1

)2
+
(
n2[2p · zn2 +m0]

)2
=
(
n2 · 2zn1 · n−1 − n2m0

)2
; (1.40)

Ñåé÷àñ íàäî ïîíÿòü, ìîãóò ëè ÷èñëà Ïèôàãîðîâîé òðîéêè (1.40) èìåòü êàêîé-òî

îáùèé äåëèòåëü.

Äîêàæåì, ÷òî m0 íå äåëèòñÿ íà n;

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.32) è îïðåäåëåíèÿ 3 èìååì

m0 ≡
nn1pn

z + np
− [nn2pn1−nn3pn2z+nn4pn3z2−nn5pn4z3+nn6pn5z4− . . .+nzn3p2];

nn1pn

z + np
= (m ·w ·D)n, ïî ëåììå 1.1 n ∤ m ·w ·D ⇒ èç îïð.3 ÷èñëà m0 ⇒ n ∤ m0;

(1.41)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàæåì, ÷òî m0 íå äåëèòñÿ íà 2;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.1 x = wn+n ·p; y = mn+n ·p; z = nC(nn−2 ·
Cn−1 −m ·wD); p ≡ m ·w ·A; A = CD; m, w, A ∈ N; Â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.32)

nn1pn

z + np
= (m · w ·D)n,

{
2 ∤ D,← Ë.1.1

2 ∤ m · w ← Ë.1.2 2 | z
⇒

{
èç îïð.3 ÷èñëà m0 ⇒
⇒ 2 ∤ m0; D | m0;

(1.42)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (1.41), (1.42) âèäà 2n ∤ m0, óðàâíåíèå (1.40) ñîêðà-

ùàåòñÿ íà n4;

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ â ÏÒ äîëæíû áûòü öåëûå ÷èñëà. Áîëüøå îíî íè íà ÷òî

íå ñîêðàùàåòñÿ, ò. ê. ïî ëåììå 1.1 (z, D) = 1;

Ò. å. èç ñîîòíîøåíèÿ (1.42) ñëåäóåò, ÷òî D | m0, íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íà

äåëèòåëè ÷èñëà D óðàâíåíèå (1.40) íå ñîêðàùàåòñÿ, ò. ê. ïî ëåììå 1.1 (z, D) =

1;
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Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ Ïèôàãîðîâà òðîéêà (1.40) èìååò âèä(
2zn1

n

)2

+ (2p · zn2 +m0)
2 =

(
2zn1

n
−m0

)2

; (1.43)

Ïî óñëîâèþ ëåììû 1.2 2 | z ⇒ ðåøåíèÿ Ïèôàãîðîâîé òðîéêè (1.43) èìåþò âèä

(Âû÷èòàåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû òðåòüå è íàõîäèì m0, äàëüøå èç

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì z)


2zn1/n = 2a0 · b0,
2pzn2 +m0 = a20 − b20,
2zn1/n−m0 = a20 + b20

⇔


m0 = −(a0 − b0)2,
zn1 = n · a0 · b0,

p =
n1
√
na0 · b0 · (a0 − b0)

nb0

(1.44)

Âàæíî ïîíèìàòü,÷òî ÷èñëà a0, b0 ìîãóò ̸∈ N, ò. ê. ÷èñëà â Ïèôàãîðîâîé òðîéêå
(1.43) ìîãóò èìåòü ìåæäó ñîáîé gcd; Ïîýòîìó a0, b0 ∈ R, íî èìåþò ñïåöèàëüíûé
âèä. Ýòîò âèä ïîçâîëèò çàïèñàòü

m0, z, p ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, à

çàòåì íàéòè gcd ÏÒ è x, y ÷åðåç th

Âèåòà. Îí çàïèñàí â ñîîòíîøåíèÿõ

(1.45);


a0 =

√
αz · a1, a1, b1 ∈ N,

b0 =
√
αz · b1, αz ≡ gcd ÏÒ,

(a1, b1) = 1, αz ∈ N
(1.45)

Çàïèøåì m0, z, p ÷åðåç a1, b1;
m0 = −αz(a1 − b1)2,
zn1 = nαz · a1b1,

p =
n1
√
nαz · a1b1 · (a1 − b1)

n · b1

← Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.44) è (1.45); (1.46)

Çàïèøåì ÷èñëà z, z + np ÷åðåç αz, a1, b1, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.46);

z = (nαz · a1b1)1/n1 ⇒ z + np =
a1
b1
· (nαz · a1b1)1/n1 ⇒ zn

z + np
=
na1b1αz

a1
· b1 ⇔

⇔ zn

z + np
= n · αzb

2
1;

Ïåðåïèøåì òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
z + np =

a1
b1
· (nαz · a1b1)1/n1 ,

zn

z + np
= n · αzb

2
1

(1.47)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ÷èñëî
zn

z + np
ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåçm, w, C, D ïîñðåäñòâîì

ñîîòíîøåíèé ëåììû 1.1 è óðàâíåíèÿ (1.31) âèäà

z+np = nn1Cn; z = nC(nn2Cn1−m·wD)⇒ zn

(z + np)
= n(nn2Cn1−m·wD)n ⇒
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⇒ zn(z + np)−1 äåëèòñÿ íà n1 ðîâíî, ò. ê. n ∤ m · wD ïî ëåììå 1.1 ⇒ èç

ñîîòíîøåíèé (1.47) (âòîðîå óðàâíåíèå) èìååì

zn · (z + np)−1 = n · αzb
2
1 ⇒ n ∤ b1; (1.48)

Êàê íàéòè αz?

×åðåç ñîîòíîøåíèå äëÿ íåèçâåñòíîé p â ñîîòíîøåíèÿõ (1.46);

p ∈ N ïî ë.1.1, (a1, b1) = 1 â ñèëó ñ. (1.45)⇒ αz = bn2
1 α′

z; α
′
z ∈ N; (1.49)

Êàê íàéòè α′
z?

Èñïîëüçóÿ ôàêò, ÷òî ÷èñëà nn2Cn1 −m ·wD è nn1Cn ÿâëÿþòñÿ âçàèìíîïðî-

ñòûìè. Âîò ïîäðîáíîñòè.

Ïî ëåììå 1.1

(m, C) = (w, C) = (C, D) = 1, n ∤ m · w ·D ⇒
⇒ (nn2Cn1 −m · w ·D, nn1Cn) = 1;

Òàêèì îáðàçîì

(nn2Cn1 −m · w ·D, nn1Cn) = 1; (1.50)

Ïîäñòàâëÿåì óðàâíåíèå (1.49) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.47), ïîëó÷àåòñÿ

zn

z + np
= n · αzb

2
1 ⇒

zn

(z + np)
= n · bn1 · α′

z;

Íî â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.31) âèäà z+np = nn1Cn è óðàâíåíèÿ z = nC(nn2 ·Cn1−
m · wD) èç ëåììû 1.1, èìååì

zn

(z + np)
= n(nn2Cn1 −m · w ·D)n;

Çíà÷èò

bn1α
′
z = (nn2Cn1 −m · w ·D)n; (1.51)

Ïîäñòàâëÿåì óðàâíåíèå (1.49) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.47), èìååì

z + np =
a1
b1
· (nαz · a1b1)1/n1 ⇒ z + np = n1

√
nαz · a1 · bn1

1

a1
b1
⇔

⇔ z + np = a1 (n · a1α′
z)

1/n1 ; (1.52)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.31) z + np = nn1Cn; C ∈ N, èç óðàâíåíèé (1.48), (1.50),

(1.51) è (1.52), (1.45) (îíè âûïèñàíû íèæå), óðàâíåíèÿ (1.31) z + np = nn−1Cn

ïîëó÷àåòñÿ
(nn2Cn1 −m · w ·D, nn1Cn) = 1,

z + np = a1 (n · a1α′
z)

1/n1 , n ∤ b1, α′
z ∈ N,

bn1α
′
z = (nn2Cn1 −m · w ·D)n, (a1, b1) = 1

====⇒
(1.50)

α
′
z = 1,

C =
(n · a1)1/n1

n
(1.53)
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Îñòàëîñü çàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ z, p â îêîí÷àòåëüíîì âèäå,

èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.46), (1.49), (1.45) è (1.53) (âûïèñàíû íèæå);

Äàëåå èíäåêñû ó ÷èñåë a1, b1 îïóñêàþòñÿ, ò. å. äàëåå ïðîñòî a, b;
zn1 = nαz · a1b1, (a1, b1) = 1,

p =
n1
√
nαz · a1b1 · (a1 − b1)

n · b1
,

αz = bn2
1 α′

z, α
′
z = 1

⇒

z =
n1
√
na · b, (a, b) = 1,

p = n1
√
na · a− b

n

(1.54)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.54) ïîìîãóò íàéòè mn, wn ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íàäî çàïèñàòümn, wn ÷åðåç a, b, çàòåì íàéòèmn, wn êàê êîðíè êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Âèåòà.

Ïðîèçâåäåíèå çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèå äëÿ p, à ñóììà� ÷åðåç ñîîò-

íîøåíèå äëÿ z; Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.54);

Ïî îïðåäåëåíèþ 1 è ëåììå 1.1 ñîîòâåòñòâåííî

p ≡ m · w ·A, A = CD ⇒ mnwn =
pn

CnDn
⇔ mnwn = (a− b)nD−n; (1.55)

Ïî ëåììå 1.1

z = mn + wn + np⇔ mn + wn = z − np⇒ mn + wn = (2b− a) n1
√
na; (1.56)

Èç óðàâíåíèé (1.55) è (1.56) ìîæíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

mn, wn, à çàòåì å¼ ðåøèòü.

{
mnwn = (a− b)nD−n,

mn + wn = (2b− a) n1
√
na

⇔



mn =
(2b− a) n1

√
na±

√
D3

2
,

wn =
(2b− a) n1

√
na∓

√
D3

2
,

D3 ≡ (2b− a)2 n1
√

(na)2 − 4
(a− b)n

Dn

(1.57)

Â ñèñòåìå (1.57) çíàêè ñîãëàñîâàíû.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.54), (1.57) è ëåììû 1.1 ïîëó÷àåòñÿ


x = wn + np, ← Ëåììà 1.1

y = mn + np, ← Ëåììà 1.1

p = n1
√
na · a− b

n
,← Ñ.(1.54)

z = n1
√
na · b← Ñ.(1.54)

⇔



x =
a n1
√
na±

√
D3

2
,

y =
a n1
√
na∓

√
D3

2
, (a, b) = 1,

z = n1
√
na · b, p = n1

√
na · a− b

n
,

D3 ≡ (2b− a)2 n1
√

(na)2 − 4(a− b)nD−n

(1.58)

Â ñèñòåìå (1.58) çíàêè ñîãëàñîâàíû.

Äîêàæåì, ÷òî b = a− FD;

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.53)

nC = n1
√
na; (1.59)
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Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.58),

z = n1
√
na · b; (1.60)

Ïî ëåììå 1.1

z = nC(nn2Cn1 −m · w ·D); (1.61)

Èç ñîîòíîøåíèé (1.59), (1.60), (1.61) âèäà

nC = n1
√
na; z = n1

√
na · b; z = nC(nn2Cn1 −m · w ·D)

ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå.

Ïî îïðåäåëåíèþ 2 F ≡ m · w ⇒ b = nn2Cn1 −m · w ·D ⇒ b = a− FD; (1.62)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Ïî ëåììå 1.1 ÷èñëà m, w, C, D ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå, ïîýòîìó èç ñî-

îòíîøåíèé (1.48) n ∤ b, (1.54) (a, b) = 1, (1.62) è F ≡ m · w ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà

a, b, F, D òîæå ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 1.2 äîêàçàíà. ■

Ïî ëåììå 1.1 x, y, z ∈ N, â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) xn + yn = zn ⇒ z < x+ y,

çíà÷èò ∃ òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè x, y, z;

Îïðåäåëåíèå 4. Îáîçíà÷èì γ ≡ óãîë ìåæäó ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà x, y;

Îáîçíà÷èì T ≡ cos γ;

Îáîçíà÷èì c ≡ n1
√
na/2;

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1, h2 ×Ñ è ÇÍ äðîáè ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â

ðåçóëüòàòå ñîêðàùåíèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà T ;

Ïî òåîðåìå 1 x, y, z ∈ N⇒ T ∈ Q;

Ëåììà 1.3. Â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) xn + yn = zn óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

òðåóãîëüíèêà âûïîëíÿþòñÿ, çíà÷èò ìîæíî çàïèñàòü äëÿ íåãî òåîðåìó êîñè-

íóñîâ è âûðàçèòü îòòóäà êîñèíóñ óãëà, êîòîðûé íàïðîòèâ ñòîðîíû z, îáîçíà-

÷èì åãî T; çàòåì ïîäñòàâëÿåì â íåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ x, y, z èç ëåììû 1.2

è ñîêðàùàåì ïîëó÷åííóþ äðîáü ïî ìàêñèìóìó. Ýòî äàñò âîçìîæíîñòü ñî-

ñòàâèòü êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ÷èñëà (T + 2/3)r2; r2 ∈ Z;

T =
h1
h2
, a =

(2c)n1

n
, c ∈ N,

h1 = F
(
2c2D2 − Fn2

)
,

h2 =

(
2n1cn1

n
− FD

)
4c2D + Fn1 ,

xy = F

[(
(2c)n1

n
− FD

)
4c2D + Fn1

]
{
h1 > 0, h2 > 0,

(h1, h2) = 1, T > 0,

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âûøåóïîìÿíóòîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè x, y,

z ñïðàâåäëèâà òåîðåìà êîñèíóñîâ

z2 = x2 + y2 − 2xy · cos γ ⇒ T =
x2 + y2 − z2

2xy
; (1.63)
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Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ èç ëåììû 1.2 äëÿ x, y, z (îíè áóäóò âûïèñàíû íèæå)

â óðàâíåíèå (1.63), ðàñïèñàâ a ÷åðåç îïðåäåëåíèå 4 ÷èñëà c;
c ≡

n1
√
na

2
, ← Îïðåäåëåíèå 4

nC = n1
√
na, ← Ëåììà 1.2,

x+ y = nn1Cn, 2 | z ← Ëåììà 1.1, 1.2

⇒

a =
2n1cn1

n
,

c ∈ N
(1.64)

Â ñèëó ëåììû 1.2 è ñîîòíîøåíèé (1.64) b = a− FD; a = 2n1cn1/n⇒

⇒ b = 2n1cn1/n− FD; (1.65)

Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (1.64), (1.65) â íàïèñàííûå íèæå ñîîòíîøåíèÿ èç ëåì-

ìû 1.2 äëÿ x, y, z;
x =

a n−1
√
na±

√
(2b− a)2 n−1

√
n2a2 − 4(a− b)nD−n

2
, ← Ëåììà 1.2

y =
a n−1
√
na∓

√
(2b− a)2 n−1

√
n2a2 − 4(a− b)nD−n

2
,

z = n−1
√
na · (a− FD)

Çàòåì òî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, ò. å.
z = 2c

(
[2c]n1/n− FD

)
,

x =
(2c)n/n±

√
g2 − 4Fn

2
, g ≡ (2c)n/n− 4c · FD,

y =
(2c)n/n∓

√
g2 − 4Fn

2
← Çíàêè ñîãëàñîâàíû

ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå (1.63); Çíàêè çäåñü ñîãëàñîâàíû. Âíå çàâèñèìîñòè îò

ñî÷åòàíèÿ çíàêîâ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå óïðîùåíèÿ â Wolfram Mathematicax
2 + y2 − z2 = 2F 2

(
2c2D2 − Fn2

)
,

xy =

(
(2c)n1

n
− FD

)
4c2DF + Fn

⇔ T =
2F 2

(
2c2D2 − Fn2

)
2F

[(
(2c)n1

n
− FD

)
4c2D + Fn1

] ;
(1.66)

Íà êàêîå ÷èñëî ìàêñèìàëüíî ñîêðàùàåòñÿ äðîáü (1.66)?

Î÷åâèäíî íà òî æå ñàìîå ÷èñëî, ÷òî è äðîáü (1.63);

Ò. ê. x2+y2− z2 = (x+y)2−2xy− z2 ⇒ îíà ñîêðàùàåòñÿ íà êàêèå-òî äåëèòåëè

÷èñåë x+ y ± z;
Ðàññìîòðèì êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë.

1) Ðàññìîòðèì ÷èñëî x+ y − z;
Ïî ëåììå 1.1 x+y−z = np, p ≡ m ·wA, A = CD ⇒ x+y−z = n ·m ·w ·CD ⇒

F ≡ m · w ⇒ x + y − z = n · FCD, çíà÷èò äðîáü (1.63) ñîêðàùàåòñÿ íà 2F è

âîçìîæíî åù¼ íà êàêèå-òî äåëèòåëè ÷èñëà xy â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.63);

Å¼ ñîêðàùåíèå íà äåëèòåëè ÷èñåë C, D íåâîçìîæíî, ò. ê. x, y, C, D ïîïàðíî

âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà ïî ëåììå 1.1;
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2) Ðàññìîòðèì ÷èñëî x+ y + z;

à) Ïóñòü (x, x+ y + z) > 1⇒ (x, y + z) > 1, íî â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1)

xn + yn = zn ⇔ xn + 2yn = zn + yn ⇒ (xn, 2yn) > 1 ⇒ èìååì ïðîòèâîðå÷èå,

ò. ê. (x, y) = 1 ïî ëåììå 1.1, à 2 | z ïî ëåììå 1.2;
á) Ïóñòü (y, x+ y + z) > 1⇒ (y, x+ z) > 1, íî â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1)

xn + yn = zn ⇔ yn + 2xn = zn + xn ⇒ (yn, 2xn) > 1 ⇒ èìååì ïðîòèâîðå÷èå,

ò. ê. (x, y) = 1 ïî ëåììå 1.1, à 2 | z ïî ëåììå 1.2;
Çíà÷èò äðîáü (1.63) ñîêðàùàåòñÿ max íà 2F ⇒ äðîáü (1.66) òîæå ñîêðà-

ùàåòñÿ íà òî æå ñàìîå ÷èñëî. Ïîñëå å¼ ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â òî÷íîñòè

ñîîòíîøåíèÿ äëÿ h1, h2 èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû 1.3;

Äîêàæåì, ÷òî T > 0;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) xn + yn = zn ⇒ (x/z)n + (y/z)n = 1 ⇒ â ñèëó

ìîíîòîííîñòè ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè èìååì, (x/z)2 + (y/z)2 > 1 ⇒ T > 0 â

ñèëó óðàâíåíèÿ (1.63) ⇒ h1/h2 > 0⇒ h1 > 0, ò. ê. h2 > 0;

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 1.3 äîêàçàíà. ■

Îïðåäåëåíèå 5. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ
θ ≡ DF/cn1 ,

KD ≡ D/cn3 , Km ≡ m/c, Kw ≡ w/c,
R ≡

√
x2 + y2,

h ≡ z/x,← åñëè x>y, h ≡ z/y,← åñëè y>x

Ýòè îáîçíà÷åíèÿ íóæíû, ÷òîáû ïîòîì ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå (0.1) âèäà xn+

yn = zn, x+ y = nn1Cn è ïðåäñòàâèòü èõ ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Îïðåäåëåíèå 6. ξ ≡ Dn

yn3
äëÿ ñëó÷àÿ y > x; ξ ≡ Dn

xn3
äëÿ ñëó÷àÿ x > y;

Ëåììà 1.4. Ïåðåïèñûâàåì óðàâíåíèå èç ëåììû 1.1 x + y = nn1Cn â èíîì

âèäå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 1.1 è ïîëó÷àåì îöåíêè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ÷èñåë èç îïðåäåëåíèÿ 5; Äëÿ ñëó÷àÿ x > y ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîò-

íîøåíèÿ

(Äëÿ ñëó÷àÿ y > x äåëàåì çàìåíû x → y, w → m è ïîëó÷àåì òå æå ñîîòíî-

øåíèÿ); Â ïîñëåäíåé ñèñòåìå�ñòðîãèå îöåíêè Kn
w ñíèçó è ñâåðõó.

Kn
D = (Kn

w + 2θ)n3ξ,

Dn = ξ · xn3 , np = 2θcn, c ∈ N,

nC = 2c, F = θc2/KD, Km =
θ

KwKD
,

Kn
w ⩾ 2

(
2n2

n
− θ
)
, Kn

w ⩽ 4

(
2n2

n
− θ
)


θ ∈

(
0;

2n2

n

)
,

ξ ∈ (1; 4n) ,

Kn
w +Kn

m = 4

(
2n2

n
− θ
)


Kn

D ⩾

(
2n1

n

)n3

,

Kn
D ⩽ 4n ·

(
2n

n
− 2θ

)n3


Kn

w ⩾ 4

(
2n2

n
− θ
)
− θn · (2n1/n− 2θ)−1(

2n1

n

)n3
,

Kn
w ⩽ 4

(
2n2

n
− θ
)
− θn · (2n2/n− θ)−1

4 · 4n(2n/n− 2θ)n3

Êðîìå òîãî, ξ < 1.23 ïðè x = R cos t; y = R sin t; t < 0.407;
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè y > x⇒ mn+np > wn+np⇔
⇔ m > w â ñèëó ëåììû 1.1;

Ñäåëàåì çàìåíû, ñëåäóþùèå èç îïðåäåëåíèÿ 5 âèäà R ≡
√
x2 + y2;{

x = R sin t, R > 0,

y = R cos t
(1.67)

Èç óðàâíåíèÿ (0.1) âèäà xn + yn = zn è ñîîòíîøåíèé (1.67) èìååì
x = R sin t, R > 0,

y = R cos t, t ∈ (0; π/4) ,

z = R n
√
sinn t+ cosn t

(1.68)

Ïî ëåììå 1.1

(x+ y − z)n = n(x+ y)(z − x)(z − y)⇒ Dn =
(x+ y − z)n

n(x+ y)(z − x)(z − y)
; (1.69)

Ïîñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (1.68) â óðàâíåíèå (1.69);

Dn = Rn3

(
cos t+ sin t− n

√
sinn t+ cosn t

)n
n (cos t+ sin t)

(
n
√
sinn t+ cosn t− sin t

) (
n
√
sinn t+ cosn t− cos t

) ;
(1.70)

Îïðåäåëåíèå 7. ν ≡ tan t;

Óòâåðæäåíèå 1. Dn ⩾ Rn3 cosn3 t ∀ t ∈
[
0;

π

4

]
;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî èç ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäå-

íèÿ 1, ÷òîáû ïðîâåðèòü åãî èñòèííîñòü, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîäñòàâèì â íåãî óðàâíåíèå (1.70), çàòåì äåëèì îáå åãî ÷àñòè íà Rn3 cosn3 t

è çàïèøåì tan t ≡ sin t/ cos t; Â èòîãå èìååì(
1 + ν − n

√
1 + νn

)n
n(1 + ν)

(
n
√
1 + νn − 1

) (
n
√
1 + νn − ν

) ⩾ 1; (1.71)

Îöåíèì n
√
1 + νn ñâåðõó, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî min Ë× íåðàâåíñòâà (1.71)⩾ 1;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1)

xn + yn = zn ⇒ hn = 1 + νn ⇒ hn − 1 = νn ⇒

h > 1, ← Îïð. 5

(h− 1) ⩽
νn

n

(1.72)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 5, óðàâíåíèÿ (0.1), íåðàâåíñòâà (1.72) ñîîòâåòñòâåííî èìååì

h ≡ z

y
⇒ h = n

√
1 + νn ⇒ n

√
1 + νn − 1 ⩽

νn

n
⇔ n
√
1 + νn ⩽ 1 +

νn

n
; (1.73)

Ïîäñòàâëÿåì íåðàâåíñòâî (1.73) â íåðàâåíñòâî (1.71), èìååì(
ν

[
1− νn1

n

])n

n(1 + ν)
νn

n

(
1 +

νn

n
− ν
) ⩾ 1⇔

(
1− νn1

n

)n

(1 + ν)

(
1 +

νn

n
− ν
) ⩾ 1; (1.74)
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ν

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

f1 ν

Ðèñ. 1. Ãðàôèê ôóíêöèè f1(ν) ïðè n = 11;

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (1.74) äëÿ óäîáñòâà â âèäå(
1− νn1

n

)n

− (1 + ν)

(
1 +

νn

n
− ν
)

⩾ 0; (1.75)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 1. f1 (ν) ≡
(
1− νn1

n

)n

− (1 + ν)

(
1 +

νn

n
− ν
)
;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.68) èìååì

ν ≡ tan t ⩾ 0; ν ⩽ tan
π

4
= 1; (1.76)

Çàäà÷à�ïîêàçàòü, ÷òî min äàííîé ôóíêöèè f1(ν) > 0 ïðè ν ∈ [0; 1];

Åñëè íà÷åðòèòü ãðàôèê ôóíêöèè f1 (ν) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

n ⩾ 11, òî îêàæåòñÿ, ÷òî ýñêèç ïîëó÷àåìûõ ãðàôèêîâ íà ν ∈ (0; 1) îäèíàêîâûé,

à èìåííî äàííàÿ ôóíêöèÿ ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, èìåÿ âûïóêëîñòü âíèç, çàòåì

ìåíÿåò âûïóêëîñòü, ïðîäîëæàÿ âîçðàñòàòü, äîõîäèò äî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà

ν = τ , çàòåì íà÷èíàåò óáûâàòü íà èíòåðâàëå ν ∈ (τ ; 1) â ñèëó ñîîòíîøåíèé

(1.76); (ñì. Ïðèëîæåíèå 1.1, ñòð. 290);

Çíà÷èò äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà êîíöàõ îòðåçêà, îäíî èç

çíà÷åíèé è áóäåò å¼ min. Ýòî âèäíî íà ãðàôèêå (ñì. Ðèñ. 1);

f1(1) =

(
1− 1

n

)n

− 2

n
, f1(0) = 0; (1.77)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 2. f2(n) ≡
(
1− 1

n

)n

− 2

n
; f2(n) ≡ f1(1);

Íàéä¼ì min çíà÷åíèå ôóíêöèè f2(n);
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Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëîæíîïîêàçàòåëü-

íîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ¾ïðîèçâîäíàÿ ïîêà-

çàòåëüíîé ôóíêöèè¿ ⊕ ¾ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè¿;

∂f2(n)

∂n
=

(
1− 1

n

)n1

n

(
1 + (n− 1) ln

[
1− 1

n

])
+

2

n2
; (1.78)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 3. f3(n) ≡
(
1 + (n− 1) ln

[
1− 1

n

])
;

×òîáû îïðåäåëèòü çíàê ïðîèçâîäíîé ∂f2(n)/∂n, èññëåäóåì ôóíêöèþ f3(n) èç

óðàâíåíèÿ (1.78) íà ìîíîòîííîñòü.

∂f3(n)

∂n
= ln

[
1− 1

n

]
+
n− 1

1− 1

n

· 1

n2
=

1

n
+ ln

[
1− 1

n

]
< 0 ∀ n ⩾ 11; (1.79)

Èç íåðàâåíñòâà (1.79) è óðàâíåíèÿ (1.78) ñëåäóåò, ÷òî

∂f2(n)

∂n
> lim

n→∞

(
1− 1

n

)n1

n

(
1 + (n− 1) ln

[
1− 1

n

])
+

2

n2
= 0; (1.80)

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ 2 f2(n) ≡
(
1− 1

n

)n

− 2

n
è íåðàâåíñòâà (1.80) ñëåäóåò

f2(n) ⩾ f2(11) =

(
1− 1

11

)11

− 2

11
> 0.16 > 0⇒ f1(1) > 0.16; (1.81)

Ñðàâíèâàåì äâà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (1.77) è (1.81) f1(ν) íà êîíöàõ îòðåçêà [0; 1]

è âèäèì, ÷òî å¼ min çíà÷åíèå ðåàëüíî áîëüøå íóëÿ.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü (Óòâåðæäåíèå 1);

Óòâåðæäåíèå 2. Dn ⩽ 4n ·Rn3 cosn3 t ∀ t ∈
[
0;

π

4

]
;

È åù¼ Dn ⩽
123

100
·Rn3 cosn3 t ∀ t ∈

[
0;

407

1000

]
;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî èç ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäå-

íèÿ 2, ÷òîáû ïðîâåðèòü åãî èñòèííîñòü, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîäñòàâèì â íåãî óðàâíåíèå (1.70), ïî àíàëîãèè ñ óòâåðæäåíèåì 1, çàòåì

äåëèì îáå åãî ÷àñòè íà Rn3 cosn3 t è çàïèøåì ν ≡ tan t ≡ sin t/ cos t; Â èòîãå

èìååì (
1 + ν − n

√
1 + νn

)n
n(1 + ν)

(
n
√
1 + νn − 1

) (
n
√
1 + νn − ν

) < 4n; (1.82)

Îöåíèì n
√
1 + νn ñíèçó, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî max Ë× íåðàâåíñòâà (1.82)< 4n;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) è íåðàâåíñòâà (1.76) èìååì
xn + yn = zn, h ≡ z/y,
x = R cos t, y = R sin t, ← ñ. (1.68)

ν < 1 ← ñîîòíîøåíèÿ (1.76)

⇒

{
hn = 1 + νn,

h < 2
⇒ hn − 1 = νn ⇒
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⇒ ïðîäîëæàÿ ïîëó÷àåìh = n
√
1 + νn, h ⩽ n

√
2,

(h− 1) ⩾
νn

n
√
2n1 · n1 + 1

⇒

h = n
√
1 + νn,

(h− 1) ⩾
νn

n
√
2n · n1 + 1

(1.83)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.83) èìååì

h− 1 = n
√
1 + νn − 1 ⩾

νn

2n
⇒ n
√
1 + νn ⩾ 1 +

νn

2n
; (1.84)

Ïîäñòàâëÿåì íåðàâåíñòâî (1.84) â íåðàâåíñòâî (1.82), èìååì(
ν − νn

2n

)n

n(1 + ν)
νn

2n

(
n
√
1 + νn − ν

) < νn

2−1n · ν
n

n

(
νn

2n
+ 1− ν

) ⩽
2

νn

2n
+ 1− ν

; (1.85)

Ôóíêöèÿ â Ï× íåðàâåíñòâà (1.85) âîçðàñòàåò ïðè ν ∈ [0; 1], ïîýòîìó ïîäñòàâ-

ëÿåì â íåãî ν = 1 è ïîëó÷àåì

2
νn

2n
+ 1− ν

⩽ 22n = 4n; (1.86)

Èç íåðàâåíñòâà (1.86) âèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.87)

Dn ⩽ 4n ·Rn3 cosn3 t (1.87)

â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ 2 ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì.

Îöåíêà ξ < 1.23 ïðè t < 0.407 âûâîäèòñÿ òàê æå, íî ν ∈ (0; tan 0.407) ;

Ïðåîáðàçóåì Ë× íåðàâåíñòâà èç ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì.

Ïîäñòàâèì â íåãî óðàâíåíèå (1.70), çàòåì äåëèì îáå åãî ÷àñòè íà Rn3 cosn3 t

è çàïèøåì ν ≡ tan t ≡ sin t/ cos t; Â èòîãå èìååì(
1 + ν − n

√
1 + νn

)n
n(1 + ν)

(
n
√
1 + νn − 1

) (
n
√
1 + νn − ν

) < 1.23; (1.88)

Îöåíèì n
√
1 + νn ñíèçó, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî max Ë× íåðàâåíñòâà (1.82)<1.23;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1), n ⩾ 11 ïî óñëîâèþ th 1 è íåðàâåíñòâà t < 0.407 ïî

óñëîâèþ ëåììû 1.4, ν ≡ tan t ïî îïðåäåëåíèþ 7, èìååì{
xn + yn = zn,

ν < tan 0.407
⇒

{
hn = 1 + νn,

h < n
√
1 + tann 0.407

⇒ hn − 1 = νn ⇒

⇒

h = n
√
1 + νn,

(h− 1) ⩾
νn

n
√
(1 + tann 0.407)

n1 · n1 + 1

⇒

⇒

h = n
√
1 + νn,

(h− 1) ⩾
νn

n
√
(1 + tann 0.407)

n · n1 + 1
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Ïðîäîëæàÿ ïîëó÷àåì

h− 1 = n
√
1 + νn − 1 ⩾

νn

(1 + tann 0.407)n
⇒ n
√
1 + νn ⩾ 1 +

νn

(1 + tann 0.407)n
;

(1.89)

Èç íåðàâåíñòâà (1.89) ïîëó÷àåòñÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n ⩾ 11 ïî th 1

n
√
1 + νn ⩾ 1 +

νn

1.0001n
; (1.90)

Ïîäñòàâëÿåì íåðàâåíñòâî (1.90) â Ë× íåðàâåíñòâà (1.88), èìååì(
ν − νn

1.0001n

)n

n(1 + ν)
νn

1.0001n

(
n
√
1 + νn − ν

) < νn(1 + ν)−1

1.0001−1n · ν
n

n

(
νn

1.0001n
+ 1− ν

) ⩽

⩽
1.0001(

νn

1.0001n
+ 1− ν

)
(1 + ν)

; (1.91)

Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ïî óñëîâèþ ëåììû 1.4 t < 0.407, à ïî îïðåäåëåíèþ 7

ν ≡ tan t, îöåíêó (1.91) ìîæíî åù¼ óëó÷øèòü. Ïîëó÷àåòñÿ(
ν − νn

1.0001n

)n

n(1 + ν)
νn

1.0001n

(
n
√
1 + νn − ν

) < 1.0001

(1− ν) (1 + ν)
< 1.23;

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü (Óòâåðæäåíèå 2);

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 è óòâåðæäåíèÿ 2 è ñîîòíîøåíèé (1.68) èìååì

Rn3 cosn3 t < Dn < 4n ·Rn3 cosn3 t⇒ â ñèëó ñ-íèé (1.68) yn3 < Dn < 4n · yn3 ;

(1.92)

Òîãäà èç íåðàâåíñòâà (1.92) è îïðåäåëåíèÿ 6, ξ ≡ Dn/yn3 ⇒

⇒ ξ ∈ (1; 4n) ; (1.93)

À èìåííî îöåíêó (1.93) è íàäî áûëî ïîëó÷èòü.

Îöåíèì y ñâåðõó è ñíèçó, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 5 ÷èñëà θ;

θ ≡ DF

cn1
; ïî ë. 1.2 p = n1

√
na · a− b

n
; b = a− FD ⇒ np = n1

√
na · FD; (1.94)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî c ≡ n1
√
na/2 ïî îïðåäåëåíèþ 4 è ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ 5 θ ≡ FD

cn1

ñëåäóåò FD = θcn1 , óðàâíåíèå (1.94) ïðèìåò âèä

np = 2θcn; (1.95)
c ≡ n1

√
na/2, nC = n1

√
na, ← Ëåììà 1.2

x = wn + np, x+ y =
(nC)n

n
, ← Ë. 1.1

y = mn + np, 2 | z, ← Ëåììû 1.1, 1.2

np = 2θcn, C ∈ N ← Ëåììà 1.1, (1.95)

⇒

nC = 2c, c ∈ N,

mn + wn = 4

(
2n2

n
− θ
)
cn

(1.96)
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Ïî îïðåäåëåíèþ 5 Km ≡
m

c
; Kw ≡

w

c
⇒ m = Km · c; w = Kw · c ⇒ óðàâíåíèå

(1.96) ïðèìåò âèä

Kn
w +Kn

m = 4

(
2n2

n
− θ
)
; (1.97)

Èç óðàâíåíèÿ (1.97) âèäíî, ÷òî ò. ê. Km, Kw > 0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 5, òî(
2n2

n
− θ
)
> 0⇔ θ <

2n2

n
; (1.98)

Ïî ëåììå 1.1 y = mn +np⇒ ÷òîáû îöåíèòü y ñâåðõó è ñíèçó, íàäî îöåíèòü mn

ñâåðõó è ñíèçó, èñïîëüçóÿ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.96);

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.4 áûëî âûáðàíî y > x⇒
⇒ mn + np > wn + np ïî ëåììå 1.1 (⇒ ñîîòíîøåíèé äëÿ x, y)⇔

⇔ 2mn > mn + wn ⇒ 2mn > 4

(
2n2

n
− θ
)
cn, çíà÷èò

mn > 2

(
2n2

n
− θ
)
cn (1.99)

Èç ñîîòíîøåíèé (1.96) âòîðîå óðàâíåíèå, ñëåäóåò, ÷òî

mn + wn = 4

(
2n2

n
− θ
)
cn ⇒ mn < 4

(
2n2

n
− θ
)
cn; (1.100)

Ïî îïðåäåëåíèþ 5 Km ≡
m

c
⇒ mn = Kn

mc
n; (1.101)

Èç óðàâíåíèÿ (1.101) è íåðàâåíñòâ (1.99), (1.100) ñëåäóåò, ÷òî

Km ∈
(
2

[
2n2

n
− θ
]
; 4

[
2n2

n
− θ
])

; (1.102)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1.95) âèäà np = 2θcn, (1.99), (1.100) è y = mn + np

ïî ëåììå 1.1, îöåíèâàåì y;

(Õîòÿ ìîæíî áûëî äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàòü è îöåíêó (1.102) è Km ≡ m/c);

np = 2θcn ⇒ y ∈
(
2n1

n
cn;

[
2n

n
− 2θ

]
cn
)
; (1.103)

Åù¼ èç ñîîòíîøåíèé (1.92) è (1.93) ñîîòâåòñòâåííî âèäà

yn3 < Dn < 4n · yn3 ; ξ ∈ (1; 4n) ;

ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå. Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (1.103) â îöåíêó (1.92), ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî KD ≡ D/cn3 ïî îïðåäåëåíèþ 5 è ïîëó÷àåì îöåíêó èç ôîðìóëèðîâêè

ëåììû 1.4 âèäà

Kn
D ⩾ (2n1/n)n3 ; Kn

D ⩽ 4n · (2n/n− 2θ)n3 ;

è ñëåäóåò, ÷òî

KD ≡
D

cn3
⇒ Dn = ξyn3 ⇔ (KDc

n3)
n
= ξ (Kn

m + 2θ)
n3 cn·n3 ⇔
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⇔ Kn
D = ξ (Kn

m + 2θ)
n3 ; (1.104)

Îïÿòü ïîëó÷èëîñü ðàâåíñòâî èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû 1.4, òîëüêî âìåñòî

x, w íàïèñàíî y, m ò. ê. ïî óñëîâèþ y > x áûëî âûáðàíî â íà÷àëå äîêàçàòåëü-

ñòâà ëåììû 1.4;

Äîêàæåì, ÷òî F = θc2/KD;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ äâóõ ñïîñîáîâ çàïèñè ÷èñëà np;

Ïåðâûé ñïîñîá�÷åðåç óðàâíåíèå (1.95) âèäà np = 2θcn; Âòîðîé ñïîñîá�÷åðåç

îïðåäåëåíèå 5 ÷èñåë Km ≡ m/c, KD ≡ D/cn3 è p = m · wCD ïî ëåììå 1.1;{
nC = 2c, ← â ñèëó ñèñòåìû (1.96)

np = KmcKDc
n3 · 2c · w ← èç îïðåäåëåíèé 5, 1 ÷èñåë Km, KD, p

(1.105)

Óðàâíåíèÿ (1.95) âèäà np = 2θcn è (1.105), èõ ïðàâûå ÷àñòè ìîæíî ïðèðàâíÿòü.

Ïîëó÷àåòñÿ

2θcn = KmKD · 2wcn1 , íî â ñèëó îïðåäåëåíèé 2, 5 ÷èñåë F,Km,Kw áóäåò

Km ≡ m/c; Kw ≡ w/c; F ≡ m · w ⇔ F = KmKwc
2, ïîýòîìó 2θcn = KmKwc

2 ·
·KD · 2cn2 ⇔

⇔ θcn = F ·KD · cn2 ⇔ F =
θc2

KD
;

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíèé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

F =
θc2

KD
; (1.106)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èç óðàâíåíèÿ (1.106), îïðåäåëåíèÿ 2, îïðåäåëåíèÿ 5 ïîëó÷àåòñÿ

F ≡ m · w, Km ≡
m

c
, Kw ≡

w

c
⇒ F = KmKwc

2 ⇒ Kw =
θ

KmKD
; (1.107)

Îñòàëîñü ïîëó÷èòü ñòðîãèå îöåíêè Km;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.97) Kn
m +Kn

w = 4

(
2n2

n
− θ
)
⇒ Kn

m = 4

(
2n2

n
− θ
)
−Kn

w,

çíà÷èò â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.107)

Kn
m = 4

(
2n2

n
− θ
)
− θn

Kn
DK

n
m

⇔ â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.104) (íàïèñàíî íèæå)

Kn
D = ξ (Kn

m + 2θ)
n3 ⇒ Kn

m = 4

(
2n2

n
− θ
)
− θn

(Kn
m + 2θ)n3ξ ·Kn

m

; (1.108)

Ïîäñòàâëÿåì îöåíêè (1.93) âèäà è îöåíêó (1.102) âèäà

ξ ∈ (1; 4n) ; Km ∈
(
2 [2n2/n− θ] ; 4 [2n2/n− θ]

)
â óðàâíåíèå (1.108) è ïîëó÷àåì ñòðîãèå îöåíêè äëÿ Km, êàê â ôîðìóëèðîâêå

ëåììû 1.4; Îíè èìåþò ñëåäóþùèé âèä äëÿ ñëó÷àÿ y > x;
Kn

m ⩾ 4

(
2n2

n
− θ
)
− θn · (2n1/n− 2θ)−1(

2n1

n

)n3
,

Kn
m ⩽ 4

(
2n2

n
− θ
)
− θn · (2n2/n− θ)−1

4 · 4n(2n/n− 2θ)n3
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ñëó÷àé y < x â ëåììå 1.4 äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê

ñëó÷àé y > x, ò. ê. îí ñâîäèòñÿ ê íåìó çàìåíîé ïåðåìåííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. y < x⇒ t ∈ (π/4; π/2) ;

Ïóñòü t1 ≡ π/2− t⇒ t1 ∈ (0; π/4) ;

Çíà÷èò t = π/2− t1, ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (1.67) ïðèíèìàþò âèä{
x = R sin t,

y = R cos t
⇒

{
x = R sin (π/2− t1),
y = R cos (π/2− t1)

⇒

{
x = R cos t1,

y = R sin t1

Ò. å. ñëó÷àé y < x ñâåëñÿ ê óæå ðàçîáðàííîìó, òîëüêî âìåñòî t íàïèñàíî t1;

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 1.4 äîêàçàíà. ■

Îïðåäåëåíèå 8.µ1 ≡
(
Fn1 − 2n+2

n
Dcn+1 + 2FD2c2

)
cn5/2,

µ2 ≡ µ21 + µ22 + µ23

Îïðåäåëåíèå 9.
µ21 ≡ 2n5cn5F 2n1 ,

µ22 ≡ 22n1Fn1c2n2 · D
n
⊖ 2n3 · 3Fncn3D2,

µ23 ≡ 22n−1Fc2n1
D3

n
− 11 · 2n3F 2cn1D4 + F 3D5n

Îïðåäåëåíèå 10. {
r1 ≡ 2n5µ2

1 + 3µ2,

r4 ≡ −2n5/2µ1

(
2n5µ2

1 − 9µ2

)
Îïðåäåëåíèå 11. u ≡ r2

(
T +

2

3

)
,

r2 ≡ 2n3/2 · h2 · cn5/2

Îïðåäåëåíèå 12. r3 ≡ r4 + r50
√
r60;

� 2. Âûâîä êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå

ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, è ñâÿçàííûõ ñ íèì ëåìì

Çàìå÷àíèå 1. Ââåëè ïî îïðåäåëåíèþ íåñêîëüêî ÷èñåë, ÷òîáû ñîñòàâèòü êó-

áè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ÷èñëà u, êîòîðîå ñîäåðæèò T ≡ cos γ;

u ≡ r2 · (T + 2/3); r2 íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå áûëî ââåäåíî, ÷òîáû óðàâ-

íåíèå îòíîñèòåëüíî u èìåëî öåëûå êîýôôèöèåíòû (ñ íèìè ëåã÷å ðàáîòàòü)

u3 − 3r1 · u− 2r4 = 0;

Çà÷åì íàäî ñîñòàâëÿòü èìåííî êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå? Äëÿ òîãî, ÷òîáû çà-

ïèñàòü åãî êîðíè ïî ôîðìóëå Êàðäàíî, à çàòåì èõ èñêëþ÷èòü.
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Ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè èñêëþ÷àþòñÿ çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî îíè èìåþò äâà ñïîñîáà

ïðåäñòàâëåíèÿ: ïî ôîðìóëå Âèåòà-Êàðäàíî è â âèäå óãàäàííîãî êîðíÿ.

×òî êàñàåòñÿ íåñîïðÿæ¼ííîãî êîðíÿ, òî îí çàïèñûâàåòñÿ â òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêîé ôîðìå u = 2
√
r1 cosφ/3, èç íåãî âûðàæàåòñÿ K

n
w ≡ w/c èç îïðåäåëåíèÿ 5

è ïîäñòàâëÿåòñÿ â çàðàíåå ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå (0.1) xn+yn = zn, òàêèì

îáðàçîì îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó t < 0.40699 âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà

÷èñëà r4; È âûâåñòè èç íå¼ ïðîòèâîðå÷èå, èñïîëüçóÿ îöåíêó t > 0.001; Åñëè âñå

êîðíè èñêëþ÷åíû, òî ÂÒÔ äîêàçàíà. Ò. å. êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò

çàäåéñòâîâàòü óðàâíåíèå xn + yn = zn.

Ëåììà 2.1. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ, ò. å. â ñèëó îïðåäåëåíèé 8, 9, 10, 11,

÷èñëî u ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

u3 − 3r1u− 2r4 = 0;

Ïðè ýòîì åãî êîðíè èìåþò âèä: u = −2n3/2µ1, µ1 ∈ Z, µ1 < 0�íóæíûé

êîðåíü. [
u = −2n3/2µ1, µ1 < 0, u ∈ N

u = 2n5/2µ1 ± 3
√
µ2, µ2 ∈ N

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ïî ôîðìóëå Êàðäàíî
u =

r1
3
√
r3

+ 3
√
r3, r3 ≡ r4 + r50

√
r60

u = −1

2

(
r1
3
√
r3

+ 3
√
r3

)
±
√
3

2
i

(
r1
3
√
r3
− 3
√
r3

)

r50 ≡ 3D

∣∣∣∣2nn · cn1 − FD
∣∣∣∣ · ∣∣− 2n−1cn3Fn1+

+22n−1Dc2n1 − n · 2n1FD2cn1 + n2F 2D3
∣∣n−1,

r60 ≡ −3µ2, r50
√
|r60| = r5

√
r6, n

2 | c
r31 − r24 + r250r60 = 0, r5 ∈ Z,

r250|r60| = 27µ2

(
2n5µ2

1 − µ2

)2
,

2n5µ2
1 − µ2 > 0, r6 ∈ N,

µ2 ∈ N, r60 < 0, r50 ∈ Z, r4 ∈ Z, r1 ∈ N

r6 âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíî ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò. ê. ÷èñëà r50, r60 ∈ Q â ñèëó èõ îïðåäåëåíèé, òî

âûðàæåíèå r50
√
|r60| ìîæíî óïðîñòèòü, ìàêñèìàëüíî âûíåñÿ äåëèòåëè ÷èñëà

r60 çà çíàê êîðíÿ, ò. å. íàéäóòñÿ òàêèå r5, r6 ∈ Q, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ r5
√
r6 =

r50
√
|r60|;

1) Äîêàæåì, ÷òî u = −2n3/2µ1, u > 0, µ1 < 0�íóæíûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíûé êîðåíü u ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç åãî îïðåäå-

ëåíèå, ò. å. ïî îïðåäåëåíèþ 11

u ≡ r2(T + 2/3); r2 ≡ 2n3/2 · h2 · cn5/2;
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Â åãî îïðåäåëåíèè h1, h2, T çàäàþòñÿ ïî ëåììå 1.3, ò. å. ïîëó÷àåòñÿ

h1 = F
(
2c2D2 − Fn2

)
, h2 = (2n1cn1/n− FD)4c2D + Fn1 ⇒

T =
h1
h2

> 0, h2 > 0⇒ u = −2n3/2

(
Fn1 − 2n+2

n
Dcn3 + 2FD2c2

)
cn5/2; u > 0;

÷òî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñïîñîáó çàïèñè êîðíÿ u ÷åðåç µ1 â îïðåäåëåíèè 8,

ò. å. êàê u = −2n3/2µ1; Çíà÷èò ðåàëüíî u = −2n3/2µ1, u > 0, µ1 < 0 íóæíûé

êîðåíü.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Âñå îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ â ôîðìóëèðîâêå ëåììû 2.1, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå

ðàâåíñòâ, ìîæíî ïðîâåðèòü â ïðîãðàììå Wolfram Mathematica.{
nC = 2c, c ∈ N, ← Ëåììà 1.4

n | C, C ∈ N ← Ëåììà 1.1
⇒ n2 | c; (2.1)

Èç îïðåäåëåíèé 8, 9, ñ ó÷¼òîì íèæåíàïèñàííîãî, ïîëó÷àåòñÿ
n2 | c, ← (2.1)

F ≡ m · w, ← Îïð.2

D ∈ N ← Ëåììà 1.1

⇒

{
µ1, µ2, r50, r60, r4 ∈ Z,
r60 ≡ −3µ2, r1 ∈ Z

⇒


µ1 < 0, , r60 ∈ Z,
µ1, µ2, r5 ∈ Z,
r6, u ∈ N

(2.2)

2) Äîêàæåì, ÷òî µ2 ∈ N;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.4 è â ñèëó ôîðìóëû Êàðäàíî (ïî íåé íà-

õîäÿòñÿ êîðíè óðàâíåíèÿ u3 − 3r1u − 2r4 = 0 èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû 2.1, â

ôîðìóëå Êàðäàíî èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ 8, 9, 10) ïîëó÷àåòñÿ r60 ≡ −3µ2 ⇒

⇒


F =

θc2

KD
,← Ëåììà 1.4

D = KD · cn3 ,← Ëåììà 1.4

r3 ≡ r4 + r50
√
r60 ← Îïð.12

⇒


r60 =

−3F
n

(
H1K

2n
D +H2KD +H3

)
,

H1 ≡ n2θ2 − 11nθ · 2n3 + 22n−1,

H2 ≡ 2n3θn2
(
2n+1 − 3nθ

)
,

H3 ≡ n · 2n5θ2n−3, r60 ≡ −3µ2

(2.3)

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. ïóñòü µ2 ⩽ 0, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 8 ÷èñëà µ2,

îïðåäåëåíèþ 9 è â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.3) èìååì r60 ≡ −3µ2 ⇒ r60 ⩾ 0⇒

⇒
(
H1K

2n
D +H2KD +H3

)
⩽ 0; (2.4)

Î÷åâèäíî íåðàâåíñòâî (2.4) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì îòíîñèòåëüíîKD, ïîýòîìó

ïðåæäå, ÷åì åãî ðåøàòü, íàäî ïîíÿòü, êóäà íàïðàâëåíû âåòâè ó ïàðàáîëû.

H1 = 0 ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî nθ, åãî äèñêðèìèíàíò D6 èìååò

âèä (ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì H1 â ñîîòíîøåíèÿõ 2.3);

D6 = 121 · 22n−6 − 22n+1 = 22n−6 (121− 128) < 0; (2.5)

Çíà÷èò H1 ýòî ïàðàáîëà, âåòâè ââåðõ, çíà÷èò

H1 > 0; (2.6)
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Â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.6), ó êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåðà-

âåíñòâó (2.4), ïî òåîðåìå Âèåòà, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.3) ïðîèçâåäåíèå êîðíåé

ïîëîæèòåëüíî.

Ïî òåîðåìå Âèåòà ñóììà åãî êîðíåé, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.3), èìååò âèä

−H2

H1
=
−2n3θn2

(
2n+1 − 3nθ

)
H1

; (2.7)

Ò. ê. θ < 2n2/n ïî ëåììå 1.4, òî Ï× óðàâíåíèÿ (2.7) ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó êàê

−2n3θn2
(
2n+1 − 3nθ

)
H1

⩽
2n3θn2

(
2n+1 − 3 · 2n2

)
H1

< 0 ∀ n ⩾ 7; (2.8)

Çíà÷èò â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.6) âèäàH1 > 0 è îöåíêè (2.8), ó êâàäðàòíîãî óðàâ-

íåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåðàâåíñòâó (2.4), ñóììà åãî êîðíåé îòðèöàòåëüíàÿ,

â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.3) âèäà H3 ≡ n · 2n5θ2n−3 èõ ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëü-

íî, çíà÷èò îáà êîðíÿ ó íåãî îòðèöàòåëüíûå, çíà÷èò çíàê ⩽ 0 â íåðàâåíñòâå

(2.4) íåâîçìîæåí,ò. ê. KD ≡ D/cn3 > 0 ïî îïðåäåëåíèþ 5, çíà÷èò èçíà÷àëüíîå

ïðåäïîëîæåíèå µ2 ⩽ 0 ëîæíî è âñå æå

µ2 > 0⇒ µ2, r1 ∈ N, r60 ≡ −3µ2 < 0

â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.2) è (2.3) ñîîòâåòñòâåííî.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Äîêàæåì, ÷òî 2n5µ2
1 − µ2 > 0;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ÷òî

2n5µ2
1 − µ2 ⩽ 0; (2.9)

Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèé 8 è 9 ÷èñåë µ1, µ2, è â ñèëó ëåììû 1.4

F =
θc2

KD
, D = KD · cn3 , 2n/n− θ > 0,

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Ë× íåðàâåíñòâà (2.9) ïðèìåò âèä

(2n/n− θ) (−n2θ2 + nθ · 2n1 − 22n−1)Kn
D + n · (2θ)n1 ⩾ 0; (2.10)

Ïîäñòàâèì îïðåäåëåíèå ÷èñëà H1 ≡ n2θ2 − 11nθ · 2n3 + 22n−1 èç ñîîòíîøåíèé

(2.3) â íåðàâåíñòâî (2.6) âèäà H1 > 0, èìååì

n2θ2 − 11nθ · 2n3 + 22n−1 > 0⇒ (−n2θ2 + nθ · 2n1 − 22n−1) < 0;

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò

(−n2θ2 + nθ · 2n1 − 22n−1) < 0 ∀ θ ∈ R; ∀ n ⩾ 7; (2.11)

Íåðàâåíñòâî (2.11) åñòü íè÷òî èíîå, êàê êîýôôèöèåíò ïðè Kn
D â íåðàâåíñòâå

(2.10), çíà÷èò ðåøàåì íåðàâåíñòâî (2.10) îòíîñèòåëüíî Kn
D, ó÷èòûâàÿ íåðàâåí-

ñòâî (2.11) è ïîëó÷àåì (Ïðè äåëåíèè íà îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî çíàê íåðàâåíñòâà

ìåíÿåòñÿ)

Kn
D ⩽

n · (2θ)n1

n2θ2 − nθ · 2n1 + 22n−1
; (2.12)

Èññëåäóåì Ï× íåðàâåíñòâà (2.12) íà íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 4. K = K(θ, n);

K(θ, n) ≡ n · (2θ)n1

n2θ2 − nθ · 2n1 + 22n−1
; (2.13)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî θ ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì ôóíêöèè, n� ýòî íåêèé ïàðàìåòð.

Âû÷èñëÿåì ∂K/∂θ, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (2.13);

∂K

∂θ
=

2n · nθn2(2(n− 3)n2θ2 − 2n · (n− 2)nθ + (n− 1)4n)

(2(nθ)2 − 2n · nθ + 4n)
2 ; (2.14)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.14)

∂K

∂θ
= 0⇒ 2(n− 3)n2θ2 − 2n · (n− 2)nθ + (n− 1)4n = 0; (2.15)

Óðàâíåíèå (2.15) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî θ; Ñîñ÷èòàåì åãî äèñêðè-

ìèíàíò D7;

D7 = −7n4 · 4n + 28n3 · 4n − 20n2 · 4n ⇔ D7 = n2
(
−7n2 + 28n− 20

)
4n; (2.16)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.16) èìååì D7 < 0 ∀ n ⩾ 7, çíà÷èò â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.14)

èìååì
∂K

∂θ
> 0 ∀ n ⩾ 7, ∀ θ ∈

(
0;

2n2

n

)
; (2.17)

Çíà÷èò max çíà÷åíèå Ï× íåðàâåíñòâà (2.12) äîñòèãàåòñÿ, â ñèëó ëåììû 1.4 è

íåðàâåíñòâà (2.17), ïðè θ = 2n2/n, ò. å.

Ïî ëåììå 1.4 θ <
2n2

n
⇒ Kn

D ⩽
n2

7
· 25−2n · 2

n2−2n

nn
; (2.18)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïî ëåììå 1.4 äîëæíî áûòü (äëÿ ñëó÷àÿ x > y)

Kn
D = (Kn

w + 2θ)n3ξ, ξ ⩾ 1; Kn
w ⩾ 2(2n2/n− θ)⇒

⇒ Kn
D ⩾

2n
2−4n+3

nn3
; (2.19)

Î÷åâèäíî Ï× íåðàâåíñòâà (2.18) äîëæíà áûòü >, ÷åì Ï× íåðàâåíñòâà (2.19);

Ò. å. èìååì íåðàâåíñòâî

n2

7
· 2

5−2n · 2n2−2n

nn
⩾

2n
2−4n+3

nn3
⇔ 4n2

7
⩾ n3 ⇔ ∅ ∀ n ⩾ 7; (2.20)

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå â íåðàâåíñòâå (2.9) ëîæíî, ò. å.

2n5µ2
1 − µ2 ⩾ 0; (2.21)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 2.1 äîêàçàíà. ■
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Ëåììà 2.2. Ñòðîãèå îöåíêè (íàïèñàíû íèæå) äëÿ Kn
w èç ëåììû 1.4 ñíèçó

è ñâåðõó äëÿ ñëó÷àÿ x > y ñïðàâåäëèâû ïðè ∀ n ⩾ 11 íà ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ
Kn

w ⩾ 4

(
2n2

n
− θ
)
− θn · (2n1/n− 2θ)−1(

2n1

n

)n3
≡ q1(θ, n),

Kn
w ⩽ 4

(
2n2

n
− θ
)
− θn · (2n2/n− θ)−1

4 · 4n(2n/n− 2θ)n3
← Ñòðîãèå îöåíêè ÷èñëà Kn

w
∀ θ > 0, θ ⩽

16 · 2n

100n
,← äëÿ çíàêà ⩾

θ > 0, θ ⩽
2n2

n
← äëÿ çíàêà ⩽


∂q1
∂θ

< −4.0 ∀ n ⩾ 11,

∀ θ ∈
[
0;

16

100
· 2

n

n

]
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ñòðîãîé îöåíêè Kn
w ñî çíàêîì ⩾ äëÿ ñëó÷àÿ x > y

èç ëåììû 1.4 ñïðàâåäëèâî

Kn
w ⩾ q1(θ, n); ∂q1(θ, n)/∂θ < −4.0 ∀ n ⩾ 11; ∀ θ > 0, θ ⩽ 16 · 2n/(100n);

Äëÿ ñëó÷àÿ x < y äåëàåì çàìåíû w → m, m→ w, y → x, x→ y;

Äîêàçàòåëüñòâî.

∂q1(θ, n)

∂θ
= −4 + (nθ)n12n

2−4n−2 (4n1θ − 2n)

(2n − 4nθ)
2 ; (2.22)

Ïî óñëîâèþ ëåììû 2.2 θ ⩽ 16 · 2n/(100n), òîãäà èç óðàâíåíèÿ (2.22) ñëåäóåò

∂q1(θ, n)

∂θ
< −4.0 ∀ θ > 0, θ ⩽

16 · 2n

100n
; ∀ n ⩾ 11; (2.23)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü (Óòâåðæäåíèå 3);

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ñòðîãîé îöåíêè ñî çíàêîì ⩾ èç ëåììû 1.4 ñïðàâåä-

ëèâî Kn
w ⩾ q1; q1 > 0;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óòâåðæäåíèþ 3 ∂q1(θ, n)/∂θ < 0 ⇒ ïîäñòàâëÿåì

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå θ èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû 2.2 â ñòðîãóþ îöåíêó Kn
w

ñî çíàêîì ⩾ èç ëåììû 1.4 è óáåæäàåìñÿ, ÷òî å¼ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Kn
w > 0;

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè îöåíêà Kn
w áóäåò ïðåäñòàâëåíà ïîñëå óïðîùåíèÿ â

ïðîãðàììå Wolfram Mathematica ñëåäóþùèì îáðàçîì

θ ⩽
16

100
· 2

n

n
⇒ Kn

w ⩾
−25n−2 · 25−n2 + 81n · 2n

225n2
≡ q(n); (2.24)

Ïîñ÷èòàåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè â Ï× íåðàâåíñòâà (2.24), ïîñëå óïðîùåíèÿ

îíà èìååò âèä

∂q

∂n
=

2n2

[
16n · 25−n2

(
2− 2n tanh−1 7

57

)
+ 324n (n ln 2− 1)

]
225n3

> 0 ∀ n ⩾ 11;

(2.25)
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Çíà÷èò â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.24) è (2.25) è n ⩾ 11 ïî óñëîâèþ òåîðåìû 1 èìååì

Kn
w ⩾

−25·11−2 · 25−11+2 + 81 · 11 · 211

225 · 112
=

6951930300745259008

103855133056640625
> 0; (2.26)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü (Óòâåðæäåíèå 4);

×òî êàñàåòñÿ ñòðîãîé îöåíêè Kn
w ñî çíàêîì ⩽, îíà è òàê äîëæíà áûòü ïîëî-

æèòåëüíîé â ñèëó òîãî, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 5 Kw ≡ w/c, w > 0 ïî ëåììå 1.1, à

c ∈ N ïî ëåììå 1.4;

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 2.2 äîêàçàíà. ■

Îïðåäåëåíèå 13. φ ≡ arccos
r4

r1
√
r1
;

Ëåììà 2.3.

u = 2
√
r1 cos

φ

3
; u = −2n3/2µ1;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêòè÷åñêè íàäî èñêëþ÷èòü ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè óðàâ-

íåíèÿ ëåììû 2.1 âèäà

u3 − 3r1u− 2r4 = 0;

Ïî ëåììå 2.1 îíè èìåþò âèä
r3 ≡ r4 + r50

√
r60, r60 < 0,

u = −1

2

(
r1
3
√
r3

+ 3
√
r3

)
±
√
3

2
i

(
r1
3
√
r3
− 3
√
r3

)
Â ñèëó ôîðìóëû Âèåòà-Êàðäàíî (ñì. [10]), èõ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

u = 2
√
r1 cos

(
φ+ 2πk0

3

)
; k0 = 0; 1; 2; (2.27)

Ïðè÷¼ì çíà÷åíèÿ k0 äîëæíû áûòü âçàèìíî îäíîçíà÷íî ðàñïðåäåëåíû ìåæäó

êîðíÿìè.

Ïðè k0 = 0 èç ðàâåíñòâà (2.27) ïîëó÷àåì òî, ÷òî íàäî äîêàçàòü. Çíà÷èò k0 = 1,

ëèáî k0 = 2; Ïî ëåììå 2.1

u = −2n3/2µ1, µ1 < 0, u ∈ N; u = 2n5/2µ1 ± 3
√
µ2;

Ïðè÷¼ì u = −2n3/2µ1, µ1 < 0�íóæíûé êîðåíü, çíà÷èò èìååì ñèñòåìó
−2n3/2µ1 = 2

√
r1 cos

(
φ+ 2πk1

3

)
, k1 = 1; 2,

2n5/2µ1 ± 3
√
µ2 = 2

√
r1 cos

(
φ+ 2πk2

3

)
, k2 = 0; 1; 2

(2.28)

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.28) èìååì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ õîòÿ áû

îäíî èç ðàâåíñòâ

cos
φ

3
=

2n5/2µ1 − 3
√
µ2

2
√
r1

; sin
φ

3
=

3 · 2n5/2µ1 − 3
√
µ2

2
√
3
√
r1

; (2.29)
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Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà èìåþò âèä òèïà òàêîãî

cos
φ

3
=

2n5/2µ1 + 3
√
µ2

2
√
r1

; sin
φ

3
= −

3 · 2n5/2µ1 − 3
√
µ2

2
√
3
√
r1

,

è íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà, ò. ê. ïî íèì íåëüçÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíàê

êîñèíóñà è ñèíóñà. Íî íè îäíî èç ðàâåíñòâ (2.29) íåâûïîëíèìî, ïîòîìó ÷òî ïî

îïðåäåëåíèþ 13

φ ≡ arccos
r4

r1
√
r1
⇒ cos

φ

3
> 0; sin

φ

3
> 0; (2.30)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 2.1

u = −2n3/2µ1, µ1 < 0⇒ cos
φ

3
< 0; sin

φ

3
< 0; (2.31)

Î÷åâèäíî óñëîâèÿ (2.30) è (2.31) ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Çíà÷èò âîçìîæåí

òîëüêî òàêîé âàðèàíò
−2n3/2µ1 = 2

√
r1 cos

(
φ+ 2πk1

3

)
, k1 = 0,

2n5/2µ1 ± 3
√
µ2 = 2

√
r1 cos

(
φ+ 2πk2

3

)
, k2 = 1; 2

(2.32)

Èç ñèñòåìû (2.32) è ëåììû 2.1 èìååì

u = −2n3/2µ1, µ1 < 0⇒ −2n3/2µ1 = 2n5/2µ1 ± 3
√
µ2 ⇔ 2n5µ2

1 − µ2 = 0; (2.33)

Íî ðàâåíñòâî (2.33) ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2.1, â êîòîðîé 2n5µ2
1 − µ2 > 0;

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 2.3 äîêàçàíà. ■

� 3. Èñêëþ÷åíèå íåñîïðÿæ¼ííîãî êîðíÿ èç ëåììû 2.3

Ôàêòè÷åñêè íóæíî äîêàçàòü, ÷òî èç ëåììû 2.1 è ëåììû 2.3 èìååì

u3 − 3r1u− 2r4 = 0⇒ u = 2
√
r1 cos

φ

3
; u = −2n3/2µ1 ⇔ ∅;

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ óòâåðæäåíèé.

Êîíå÷íàÿ öåëü�âûâåñòè, ÷òî t > 1/1000, ÷åãî íå ìîæåò áûòü.

×òîáû ýòîãî äîáèòüñÿ, íàäî ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå (0.1) âèäà xn + yn = zn

ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, ðàñïèñàâ u êàê u ≡ r2 (T + 2/3), ïîäñòàâèòü â ïðåîáðà-

çîâàííîå óðàâíåíèå (0.1) ÷èñëî Kn
w, âûðàæåííîå ÷åðåç êîðåíü u = 2

√
r1 cos

φ

3
è

âûâåñòè ñ ïîìîùüþ ñäâèãà çíà÷åíèÿ t, ÷òî t > 1/1000; t < 0.40699⇔ ∅;

Îïðåäåëåíèå 14. δ ≡ θn1 + 2G

G (Kn
w + 2θ)

;

G ≡ Kn
DK

n
w;

Îïðåäåëåíèå 15. l ≡ z

x+ y
;
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Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü x > y, òîãäà
l = 1− nθ

2n1
, x+ y =

2n

n
cn,

y

x
= δ · θ, G ≡ Kn

DK
n
w,

δ ≡ θn1 + 2G

G (Kn
w + 2θ)


∂δ/∂G < 0, ← Kn

w, θ�ïàðàìåòðû

G = (Kn
w + 2θ)

n3 Kn
wξ,

z = 2

(
2n1

n
− θ
)
cn

Ïóñòü x < y;

Äåëàåì çàìåíû w → m; y → x; x→ y è ïîëó÷àåì òàêèå æå ñîîòíîøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x > y;
x = wn + np, y = mn + np, ← Ëåììà 1.1

Km =
θ

KDKw
, np = 2θcn, ← Ëåììà 1.4

m = Kmc, w = Kwc, ← Èç îïðåäåëåíèÿ 5

⇒ y

x
=
Km + 2θ

Kn
w + 2θ

⇔

⇔ y

x
=

θn + 2θKn
DK

n
w

(Kn
w + 2θ)Kn

wK
n
D

⇔


y

x
= δθ, G ≡ Kn

wK
n
D, ← Îïð.14

δ ≡ θn1 + 2G

G (Kn
w + 2θ)

← Îïð.14
(3.1)

Ïî ëåììå 1.4

Kn
D = ξ (Kn

w + 2θ)
n3 ⇒ G = ξKn

w (Kn
w + 2θ)

n3 ; (3.2)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

2) Ðàññìîòðèì δ êàê ôóíêöèþ argG; Kn
w, θ�ïàðàìåòðû.

∂δ

∂G
=

2G (Kn
w + 2θ)− (Kn

w + 2θ) (θn1 + 2G)

G2 (Kn
w + 2θ)

2 =
−θn1

G2 (Kn
w + 2θ)

2 < 0; (3.3)

×òî è òðåáîâàëîñü (ñîîòíîøåíèÿ 4.1, 4.2, 4.3);

3) Âûâîä îñòàâøèõñÿ ñîîòíîøåíèé.{
x+ y = nn1Cn, ← Ëåììà 1.1

2c = nC, ← Ëåììà 1.4
⇒ x+ y =

2n

n
cn; (3.4)



z = mn + wn + np, ← Ëåììà 1.1

np = 2θcn, ← Ëåììà 1.4

Kn
w +Kn

m = 4

(
2n2

n
− θ
)
, ← Ëåììà 1.4

m = Kmc, w = Kwc ← Îïðåäåëåíèå 5

⇒ z =

[
4

(
2n2

n
− θ
)
+ 2θ

]
cn; (3.5)

Èç óðàâíåíèÿ (3.5) è îïðåäåëåíèÿ 15 âèäà l ≡ z · (x+ y)−1 èìååì

l ≡ z

x+ y
⇒ l =

[
4

(
2n2

n
− θ
)
+ 2θ

]
cn

2n

n
cn

⇔ l = 1− nθ

2n1
; (3.6)

×òî è òðåáîâàëîñü (ñîîòíîøåíèÿ 4.4, 4.5, 4.6);

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 5); ■
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Îïðåäåëåíèå 16.

{
d ≡ x+ y − z,
ρ ≡ x2 + y2 − z2

Óòâåðæäåíèå 6. Óðàâíåíèå (0.1) xn + yn = zn ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì

(zd− ρ)y
n

xn
− zn1d

xn2
· y

2

x2
+
zn1

xn1
· ρ · y

x
= −

[
(zd− ρ)− zn1d

xn2
+
zn1

xn1
ρ

]
;

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Çàïèøåì dρ ÷åðåç èõ îïðåäåëåíèå 16 II ñïîñîáàìè.{
dρ = ρ(x+ y − z),
dρ = d(x2 + y2 − z2)

⇒ ρ(x+ y − z) = d(x2 + y2 − z2)⇔

⇔ x(xd− ρ) + y(yd− ρ) = z(zd− ρ); (3.7)

2) Â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) óìíîæàåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.7) íà zn, à åãî

ïðàâóþ ÷àñòü íà xn + yn, çàòåì äåëèì íà z îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ.

Èìååì

x (xd− ρ) zn + y (yd− ρ) zn = xnz (zd− ρ) + ynz (zd− ρ)⇔
⇔ (zd− ρ)xn − zn1dx2 + ρ · xzn1 = −

[
(zd− ρ) yn − zn1dy2 + ρ · yzn1

]
;

(3.8)

3) Äåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.8) íà (−xn)

(zd− ρ) y
n

xn
− zn1d

xn2
· y

2

x2
+ ρ

zn1

xn1
· y
x
= −

[
(zd− ρ)− zn1d

xn2
+ ρ

zn1

xn1

]
; (3.9)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 6); ■

Îïðåäåëåíèå 17. ρ1 ≡ −ρ;

Óòâåðæäåíèå 7.

x2 + y2 − z2 = 2θ2
(
2− θn2

Kn
D

)
c2n,

zd− ρ =
2

n
θ

(
nθn1

Kn
D

− 4nθ + 2n
)
c2n,

zd+ |ρ1| =
2

n
θ

(
nθn1

Kn
D

− 2n
)
(−1)c2n = zd− ρ1

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî îïðåäåëåíèþ 16 d ≡ x+ y − z; ρ ≡ x2 + y2 − z2 ⇒

⇒ zd− ρ = z(x+ y − z)− (x2 + y2 − z2) = z(x+ y)− (x2 + y2); (3.10)

Ðàç ïî îïðåäåëåíèþ 15 l ≡ z/(x + y) ⇒ z = l(x + y), ïîýòîìó óðàâíåíèå (3.10)

ïðèìåò âèä

zd− ρ = l(x+ y)2 − (x+ y)2 + 2xy ⇔ zd− ρ = (l − 1)(x+ y)2 + 2xy; (3.11)
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l = 1− nθ/2n1 , ← Ïî óòâåðæäåíèþ 5

x+ y =
2n

n
cn, ← Ïî óòâåðæäåíèþ 5

xy = F

[(
(2c)n1

n
− FD

)
4c2D + Fn1

]
, ← Ïî ëåììå 1.3

D = KDc
n3 , F =

θc2

KD
← Èç îïðåäåëåíèÿ 5 è ïî ëåììå 1.4

(3.12)

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (3.12) â óðàâíåíèå (3.11), èìååì

zd− ρ =
2

n
θ

(
nθn1

Kn
D

− 4nθ + 2n
)
c2n; (3.13)

×òî è òðåáîâàëîñü.

2) Ïî îïðåäåëåíèþ 16, 17

d ≡ x+ y − z; ρ1 ≡ −ρ⇒ zd− ρ1 = zd+ ρ = z(x+ y − z) + (x2 + y2 − z2);

Ïåðåïèøåì òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå â óäîáíîì âèäå

zd+ ρ = z(x+ y) + x2 + y2 − 2z2; (3.14)

Ðàç ïî îïðåäåëåíèþ 15 l ≡ z/(x+ y)⇒ z = l(x+ y)⇒ óðàâíåíèå (3.14) ïðèìåò

âèä

zd+ ρ = (l− 2l2)(x+ y)2 + x2 + y2 ⇔ zd+ ρ = (1+ l− 2l2)(x+ y)2 − 2xy; (3.15)

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (3.12) â óðàâíåíèå (3.15); Ïîñëå óïðîùåíèÿ îíî ïðè-

íèìàåò ñëåäóþùèé âèä

zd+ ρ = zd− ρ1 =
2θ

n

(
nθn1

Kn
D

− 2n
)
(−1)c2n; (3.16)

×òî è òðåáîâàëîñü (Óðàâíåíèå 4.16);

3) x2 + y2 − z2 = (x+ y)2 − 2xy − z2 ⇒ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 15

l ≡ z

x+ y
⇒ z = l(x+ y)⇒ x2 + y2 − z2 = (x+ y)2(1− l2)− 2xy; (3.17)

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (3.15) â óðàâíåíèå (3.17), ïîñëå óïðîùåíèÿ îíî ïðè-

ìåò âèä

x2 + y2 − z2 = 2θ2
(
2− θn2

Kn
D

)
c2n; (3.18)

×òî è òðåáîâàëîñü (Óðàâíåíèå 4.18);

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 7); ■

Îïðåäåëåíèå 18. Äëÿ ñëó÷àÿ x > y îïðåäåëèì ÷èñëà
σ1 ≡ hn1

(
1 +

y

x

)
− 1−

(y
x

)n
,

σ2 ≡
2n

n
· δn1 +

hn1 − θn1δn1

Kn
D

,

h ≡ z

x

Äëÿ ñëó÷àÿ y > x äåëàåì çàìåíû w → m, m→ w, y → x, x→ y;
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Îïðåäåëåíèå 19. λ1 çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

λ1 ≡ −
[
(zd− ρ1)−

zn1d

xn2
+ ρ1

zn1

xn1

]
−
[
(zd− ρ1)

yn

xn
− zn1d

xn2

y2

x2
+ ρ1

zn1

xn1

y

x

]
;

Îïðåäåëåíèå 20.

λ ≡ H7 +H8,

H7 ≡ 2θhn2(1− h)− 2n · h
n2 − 1

n
+
θn1 (hn1 − 1)

Kn
D

,

H8 ≡ θ2δ
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2

)

Óòâåðæäåíèå 8.
∂σ1

∂
y

x

> 0 ïðè
y

x
<

1
n1
√
n
;

Óðàâíåíèå (0.1) xn + yn = zn ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

2θ

(
2− θn2

Kn
D

)
=
|λ|
σ1
,

x2 + y2 − z2 =
λ1
2σ1

,

λ1 = 2θ |λ| c2n,

(zd− ρ1)
yn

xn
− zn1d

xn2

y2

x2
+ ρ1

zn1

xn1

y

x
= −

[
(zd− ρ1)−

zn1d

xn2
+ ρ1

zn1

xn1

]
− λ1

Êðîìå òîãî λ < 0;

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ×åòâ¼ðòîå ñîîòíîøåíèå ñèñòåìû óòâåðæäåíèÿ 8 ïî-

ëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 19; Ò. å.

(zd− ρ1)
yn

xn
− zn1d

xn2

y2

x2
+ ρ1

zn1

xn1

y

x
= −

[
(zd− ρ1)−

zn1d

xn2
+ ρ1

zn1

xn1

]
− λ1; (3.19)

2) Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (3.19) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîäñòàâèì â íåãî ñîîòíîøåíèÿ èç óòâåðæäåíèÿ 7, ïðè ýòîì ðàñïèñàâ êîýôôè-

öèåíòû
zn1d

xn2
è
zn1ρ1
xn1

÷åðåç îïðåäåëåíèÿ 17, 16 ρ1, d, è ïî ëåììå 1.1, ëåììå 1.4

x+ y − z = np = 2θcn; Èìååì d ≡ x+ y − z, ρ ≡ x2 + y2 − z2, ρ1 ≡ −ρ, çíà÷èò
zn1d

xn2
=
zn1(x+ y − z)

xn2
,

zn1ρ1
xn1

= −z
n1(x2 + y2 − z2)

xn1

⇔


zn1d

xn2
=

2zn2zθcn

xn2
, ← Ëåììà 1.1, 1.4

zn1ρ1
xn1

=
zn1

xn1
· 2θ2

(
θn2

Kn
D

− 2

)
c2n

(3.20)

Îïðåäåëåíèå 21. j ≡ z

y
;

d ≡ x+ y − z ⇒ d = np, ← Ëåììà 1.1

np = 2θcn, ← Ëåììà 1.4

z = 2

(
2n1

n
− θ
)
← Óòâåðæäåíèå 5

⇒

z = 2

(
2n1

n
− θ
)
,

d = 2θcn
(3.21)
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Áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (3.21) è îïðåäåëåíèþ 21, ñèñòåìà (3.20) ïðèíèìàåò

âèä

z = 2

(
2n1

n
− θ
)
,

d = 2θcn, j ≡ z/y
⇒


zn1d

xn2
= 4jn2θ

(
2n1

n
− θ
)
yn2

xn2
· c2n,

zn1ρ1
xn1

= 2jn1θ2
(
θn2

Kn
D

− 2

)
yn1

xn1
· c2n

(3.22)

Îïðåäåëåíèå 22. Äëÿ óðàâíåíèÿ (3.19) ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

S1 ≡ Ë× óðàâíåíèÿ (3.19); S2 ≡ Ï× óðàâíåíèÿ (3.19);

Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (3.22) è ñîîòíîøåíèÿ äëÿ zd − ρ1 èç óòâåðæäåíèÿ 7

âèäà

zd− ρ1 =
2

n
θ

(
nθn1

Kn
D

− 2n
)
(−1)c2n

â Ë× S1 óðàâíåíèÿ (3.19) (ñì. ñòð. 35), à â åãî Ï× S2 ïîäñòàâëÿåì zd − ρ1 èç
óòâåðæäåíèÿ 7 è ñîîòíîøåíèÿ (3.21), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 18 h ≡ z/x;
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
S1 ≡

[
2θ

(
2n

n
− θn1

Kn
D

)
yn

xn
− 4jn2θ

(
2n1

n
− θ
)
yn

xn
+ 2jn1θ2

(
θn2

Kn
D

− 2

)
yn

xn

]
c2n,

S2 ≡ −2θ
[
θn1 (hn1 − 1)

Kn
D

+ 2θhn2(1− h) + 2n

n
(1− hn2)

]
c2n,

S1 = S2 − λ1
(3.23)

Ïîñëå óïðîùåíèÿ, ò. å. ïîäñòàíîâêè j ≡ z/y, çàòåì h ≡ z/x, çàòåì äåëåíèÿ

îáåèõ ÷àñòåé íà (−2θc2n) ñèñòåìà (3.23) ïðèìåò âèä óðàâíåíèÿ

θn1δ

Kn
D

θ (δn1θn1 − hn1)− 2n

n
(δn2θn2 − hn2) δ2θ2 − 2θδ · θhn2(δθ − h) =

=
2n

n
− θn1

Kn
D

− 2hn2

(
2n1

n
− θ
)
+ hn1θ

(
θn2

Kn
D

− 2

)
⊕ λ1

2θc2n
;

(3.24)

Óðàâíåíèå (3.24) ïîñëå óïðîùåíèÿ ïðèìåò âèä

θnδ

Kn
D

(δn1θn1 − hn1)− 2n

n
(δn2θn2 − hn2) δ2θ2 − 2θ2δ · hn2(δθ − h) =

=
θn1 (hn1 − 1)

Kn
D

+ 2θhn2(1− h) + 2n

n
(1− hn2)︸ ︷︷ ︸⊕

λ1
2θc2n

;
(3.25)

Â Ï× óðàâíåíèÿ (3.25) ïîëó÷èëîñü â òî÷íîñòè H7 ︸︷︷︸ èç îïðåäåëåíèÿ 20;
Â Ë× óðàâíåíèÿ (3.25) ïîëó÷èëîñü â òî÷íîñòè −H8 èç îïðåäåëåíèÿ 20;

Â óðàâíåíèè (3.25) ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå è ïîëó÷àåì, ÷òî

−λ1
2θc2n

= H7(def) +H8(def); (3.26)
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Â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.26) è ò. ê. ïî îïðåäåëåíèþ 20

λ ≡ H7 +H8 ⇒ λ =
−λ1
2θc2n

⇒ λ1 = −2θλc2n; (3.27)

×òî è òðåáîâàëîñü.

3) Ïî óòâåðæäåíèþ 6

(zd− ρ)y
n

xn
− zn1d

xn2
· y

2

x2
+
zn1

xn1
· ρ · y

x
= −

[
(zd− ρ)− zn1d

xn−2
+
zn1

xn1
ρ

]
; (3.28)

Èç ïóíêòà 1) óðàâíåíèå (3.19) (ñì. ñòð. 35) èìååì

(zd− ρ1)
yn

xn
− z

n1d

xn2
· y

2

x2
+ρ1 ·

zn1

xn1

y

x
= −

[
(zd− ρ1)−

zn1d

xn2
+ ρ1

zn1

xn1

]
−λ1 (3.29)

Èç óðàâíåíèÿ (3.28) âû÷èòàåì óðàâíåíèå (3.29), èõ Ë× è Ï×. Ïîñëå óïðîùåíèÿ

c ïîìîùüþ îïðåäåëåíèé 16, 18, 17 ÷èñåë d, ρ, h, ρ1 âèäà

d ≡ x+ y − z, ρ ≡ x2 + y2 − z2, ρ1 ≡ −ρ, h ≡ z/x

èìååì

−2y
x
· (x2 + y2 − z2)

(
yn1

xn1
− hn1

)
= 2(x2 + y2 − z2)(1− hn1) + λ1; (3.30)

Èç óðàâíåíèÿ (3.30) âèäíî, ÷òî ïî ëåììå 1.3 T > 0 ⇒ x2 + y2 − z2 > 0, íî ïî

îïðåäåëåíèþ 18 h ≡ z/x > 1 è ñëó÷àé y/x < 1 ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåòñÿ, çíà÷èò

yn1

xn1
− hn1 < 0⇒

⇒ Ë× óðàâíåíèÿ (3.30) > 0⇒ Ï× óðàâíåíèÿ (3.30) > 0⇒ λ1 > 0; (3.31)

Çíà÷èò â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.27) ïîëó÷àåì ÷òî òðåáóåòñÿ

λ < 0, λ1 = 2θ |λ| c2n; (3.32)

Ìîæíî åù¼ ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå (3.30) ê òàêîìó âèäó

2(x2 + y2 − z2)
(
hn1

y

x
− yn

xn
+ hn1 − 1

)
= λ1; (3.33)

Èç óðàâíåíèÿ (3.33) âèäíî, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 18 ÷èñëà σ1

σ1 ≡ hn1

(
1 +

y

x

)
− 1−

(y
x

)n
⇒ x2 + y2 − z2 =

λ1
2σ1

; (3.34)

λ1 = 2θ |λ| c2n, ← Óðàâíåíèå (3.32)

x2 + y2 − z2 = 2θ2
(
2− θn2

Kn
D

)
c2n ← Óòâåðæäåíèå 7

⇒ Óðàâíåíèå (3.34)⇔

⇔ 2θ2
(
2− θn2

Kn
D

)
c2n =

2θ |λ| c2n

2σ1
⇔ 2θ

(
2− θn2

Kn
D

)
=
|λ|
σ1

; (3.35)
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×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

4) Äîêàæåì, ÷òî ∂σ1/∂(y/x) > 0 ïðè y/x < 1/ n1
√
n;

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 18 ÷èñëà σ1 èìååì

σ1 ≡ hn1

(
1 +

y

x

)
− 1−

(y
x

)n
⇒ ∂σ1

∂
y

x

= hn1 − n · y
n1

xn1
;

∂σ1

∂
y

x

= 0⇔ y

x
=

h
n1
√
n
;

(3.36)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.36) ñëåäóåò

h ≡ z

x
⇒ h > 1⇒ ∂σ1

∂
y

x

> 0 ïðè
y

x
<

h
n1
√
n
; (3.37)

Ïî îïðåäåëåíèþ 18 h ≡ z/x > 1, ïîýòîìó â õóäøåì ñëó÷àå áóäåò, â ñèëó íåðà-

âåíñòâà (3.37)
∂σ1

∂
y

x

> 0 ïðè
y

x
<

1
n1
√
n
; (3.38)

À íåðàâåíñòâà (3.38) äîñòàòî÷íî.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 8); ■

Óòâåðæäåíèå 9. Ïóñòü θ = θ0;

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x > y; Ñëó÷àé x < y ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé

x→ y, w → m, m→ w, y → x;

Òîãäà åìó ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî t = t0, ïîä÷èí¼ííîå ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíè-

ÿì 

l(θ) = 1− nθ

2n1
, ← Óòâåðæäåíèå 5

R ≡
√
x2 + y2, R > 0,

x = R cos t, R ∈ R, y = R sin t, t ∈
(
0;

π

4

)
,

l(t) = l(θ0)⇔ t = t0


l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
,

h(t) = n
√
1 + tann t,

l(θ0) = 1− nθ0
2n1

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì, ÷òî l = l(t);
l ≡ z

x+ y
, R ≡

√
x2 + y2,← Îïð.15

z = n
√
xn + yn,← Óðàâíåíèå (0.1)

x = R cos t, y = R sin t← R ≡
√
x2 + y2

⇒ l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
; (3.39)

2) Äîêàæåì, ÷òî h = h(t);h ≡
z

x
, l ≡ z

x+ y
, ← Îïð.5, 15

x = R cos t, y = R sin t← R ≡
√
x2 + y2

⇒ h(t) = l(t) (1 + tan t) ; (3.40)
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Ïîäñòàâëÿåì óðàâíåíèå (3.39) â óðàâíåíèå (3.40) è ïîëó÷àåì, ÷òî òðåáóåòñÿ.

3) Áëàãîäàðÿ óòâåðæäåíèþ 5, â êîòîðîì l(θ) = 1− nθ/2n1 è óðàâíåíèþ (3.39),

ðåøàåì óðàâíåíèå l(t) = l(θ) ïðè θ = θ0 ⇔ t = t0;

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 9); ■

Óòâåðæäåíèå 10. ∀ n ⩾ 11; ∀ t ∈
(
0;

π

4

) ∂l

∂t
< 0;

∂θ

∂t
> 0;

Êðîìå òîãî

∀ n ⩾ 11; ∀ t ∈
(
0;

π

4

)
:

∂l

∂n
< 0;

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî îïðåäåëåíèþ 7 ν ≡ tan t;

Òîãäà â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 9 l(t) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

l(ν) =
n
√
1 + νn

1 + ν
⇒ l(ν)(1 + ν) = n

√
1 + νn; (3.41)

Äèôôåðåíöèðóåì l(ν) êàê íåÿâíî çàäàííóþ ôóíêöèþ â óðàâíåíèè (3.41);

l(ν) + (ν + 1)
∂l

∂ν
= νn1 (1 + νn)

1/n−1 ⇔ (ν + 1)
∂l

∂ν
=

= (1 + νn)
1/n

[
νn1

νn1 + 1
− 1

1 + ν

]
⇔

⇔ (ν + 1)
∂l

∂ν
= (1 + νn)

1/n

[
νn1 − 1

(ν + 1) (νn + 1)

]
⇒ ∂l(ν)

∂ν
< 0;

(3.42)

2) Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.42) è óòâåðæäåíèÿ 5
∂l

∂ν
< 0, ← Íåðàâåíñòâî (3.42)

l = 1− nθ

2n1
← Óòâåðæäåíèå 5

⇒ ∂θ

∂ν
> 0; (3.43)

3) Ðàç ïî îïðåäåëåíèþ 7 ν ≡ tan t ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðè t ∈
(0; π/4), òî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.42) è (3.43) èìååì

∂θ

∂t
> 0;

∂l

∂t
< 0; (3.44)

4) Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 9 l(t, n) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

l(t, n) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
; (3.45)

Äèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ èç ðàâåíñòâà (3.45) ïî ∂n, t�ïàðàìåòð.

∂l(t, n)

∂n
=

1

n
(sinn t+ cosn t)

1/n−1
(sinn t ln sin t+ cosn t ln cos t)

(sin t+ cos t)2
⊕

⊕
n
√
sinn t+ cosn t ln (sinn t+ cosn t)

[
−1/n2

]
(sin t+ cos t)2

=
(sinn t+ cosn t)

1/n−1

n2
·

· [n (sinn t ln sin t+ cosn t ln cos t)⊖ (sinn t+ cosn t) ln (sinn t+ cosn t)] ;

(3.46)
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Êàê âèäíî, â óðàâíåíèè (3.46) áûë âûíåñåí çà ñêîáêè ìíîæèòåëü, íå âëèÿþùèé

íà çíàê ïðîèçâîäíîé, ò. ê. îí ïîëîæèòåëüíûé, ïîýòîìó

∂l(t, n)

∂n
· n2

(sinn t+ cosn t)
1/n−1

= sinn t (ln sinn t− ln [sinn t+ cosn t]) + cosn t·

· (ln cosn t− ln [sinn t+ cosn t])⇔ ∂l(t, n)

∂n
· n2

(sinn t+ cosn t)
1
n−1

= sinn t·

· ln sinn t

sinn t+ cosn t
+ cosn t · ln cosn t

sinn t+ cosn t
;

(3.47)

Ò. ê. 0 <
cosn t

sinn t+ cosn t
< 1 ∀ t ∈

(
0;
π

4

)
, òî èç óðàâíåíèÿ (3.47) ⇒

⇒ ∂l(t, n)

∂n
< 0; (3.48)

5) Íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ (3.48) ìîæíî ñäåëàòü òàêîé âûâîä

−∂l(t, n)
∂n

> 0; (3.49)

Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (3.44) ìîæíî ñäåëàòü òàêîé âûâîä

−∂l(t, n)
∂t

> 0; (3.50)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.49) è (3.50) âèäíî, ÷òî îáå ïðîèçâîäíûå > 0; Ýòîò ôàêò

áóäåò èñïîëüçîâàí â äàëüíåéøåì.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 10); ■

Îïðåäåëåíèå 23. Îïðåäåëèì ÷èñëî Q êàê êîðíè óðàâíåíèé
(
θ < 2n2/n ïî

ëåììå 1.4, ïîýòîìó äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî
)
;

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
, x > y

Kn
m = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
, x < y

Óòâåðæäåíèå 11. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî θ <
2n(4−

√
7)

9n
;

Òîãäà Q < 5, ξ <
123

100
; t <

407

1000
;

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî óñëîâèþ θ <
2n(4−

√
7)

9n
;

Íàéäåì çíà÷åíèå t, ñîîòâåòñòâóþùåå θ =
2n(4−

√
7)

9n
ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ 9
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è óòâåðæäåíèÿ 10;

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x > y;

Ñëó÷àé x < y ïîëó÷àåòñÿ çàìåíàìè w → m, m→ w, y → x, x→ y;

Ïî óòâåðæäåíèþ 9 è óòâåðæäåíèþ 5 èìååì
l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâåðæäåíèå 5

x = R cos t, y = R sin t, ← Óòâåðæäåíèå 9

l = 1− nθ

2n1
← Óòâåðæäåíèå 5

⇒ θ =

[
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

]
2n1

n
;

(3.51)

Ðåøàåì óðàâíåíèå (3.51) ïðè óñëîâèè θ = 2n(4−
√
7)/(9n) è èñïîëüçóÿ ôàêòû

èç óòâåðæäåíèÿ 10, ÷òî
∂l

∂n
< 0;

∂l

∂t
< 0, çàòåì îöåíèâàåì åãî êîðåíü t ñâåðõó.

2n · (4−
√
7)

9n
=

[
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

]
2n1

n
⇒

t <
407

1000
,

n = 11
(3.52)

2) Òåïåðü åñòü âîçìîæíîñòü âûðàçèòü ÷èñëîQ èç åãî îïðåäåëåíèå 23 è íàéòè åãî

max çíà÷åíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ 23 âèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé

x > y, ò. ê. ñëó÷àé x < y ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé w → m, m→ w, y → x, x→ y;

Ïî ëåììå 1.4 è ïî îïðåäåëåíèþ 23 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
,

Kn
w +Kn

m = 4

(
2n2

n
− θ
)
, ← Ë.1.4

Km =
θ

KwKD
, KD = (Kn

w + 2θ) ξ ← Ë.1.4

⇒ Q =
Kn

w (Kn
w + 2θ)

n3 ξ(
2n2

n
− θ
)(

2n

n
− 2θ

)n3
;

(3.53)

Ò. ê. íàäî îöåíèòü max çíà÷åíèå Q, òî â óðàâíåíèå (3.53) ïîäñòàâëÿåì îöåíêè

Kn
w ⩽ 4

(
2n2/n− θ

)
; t < 0.407⇒ ξ < 1.23

èç ëåììû 1.4 â ñèëó îöåíêè (3.52); Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ, íå çàâè-

ñÿùàÿ îò arg θ ïðè θ ∈

(
0;

2n(4−
√
7)

9n

)
, ∀ n ⩾ 11, ò. å. å¼ max çíà÷åíèå íà

óêàçàííîì èíòåðâàëå äîñòèãàåòñÿ ïðè ∀ θ, â ÷àñòíîñòè ïðè θ = 0 (ñì. Ïðèëî-

æåíèå 1.1, ñòð. 289); Â èòîãå èç óðàâíåíèÿ (3.53) ïîëó÷àåòñÿ òàêîå íåðàâåíñòâî

Q ⩽

(
4 · 2n2 · n−1

)n2 · 123
100

2n2

n
·
(
2n

n

)n3
=

123

25
< 5; (3.54)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 11); ■
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Óòâåðæäåíèå 12. Åñëè r4 ⩾ 0, òî


t ⩽

407

1000
,

θ ⩽
2n(4−

√
7)

9n (1 + 10−n7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x > y, ñëó÷àé x < y ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé w →
m, m→ w, y → x, x→ y; Ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 12 r4 ⩾ 0, íî ïî ëåììå 2.1

u3 − 3r1u− 2r4 = 0⇒ u2 ⩾ 3r1; (3.55)

Ïî ëåììå 2.1 è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 10 u = −2n3/2µ1; r1 ≡ 2n5µ2
1 + 3µ2 ⇒

íåðàâåíñòâî (3.55) ïðèíèìàåò âèä
H4 ·K2n

D +H5 ·KD +H6 ⩾ 0,

H4 ≡
(
9n2θ2 − 8 · 2n · nθ + 4n

)
(2n1 − nθ) ,

H5 ≡ 2n1 · nθn1 (7nθ − 5 · 2n) ,
H6 ≡ −2n2 · n2θ2n1

(3.56)

Ïóñòü H4 = 0⇒

⇒


θ =

2n
(
4−
√
7
)

9n

θ =
2n1

n

θ =
2n
(
4 +
√
7
)

9n

(3.57)

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâó (3.56), ò. å. ïóñòü

H4 ·K2n
D +H5 ·KD +H6 = 0; (3.58)

Ïóñòü H4 < 0;

Ïî ëåììå 1.4 è â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.56) è (3.57)

θ ∈
(
0;

2n2

n

)
⇒ θ >

2n
(
4−
√
7
)

9n
; (3.59)

Ïî óñëîâèþ è ïî ëåììå 1.4 H4 < 0; θ < 2n2/n⇒ ïî òåîðåìå Âèåòà ïðîèçâåäåíèå

êîðíåé óðàâíåíèÿ (3.58) ïîëîæèòåëüíî, à èõ ñóììà îòðèöàòåëüíà, çíà÷èò ó íåãî

îáà êîðíÿ îòðèöàòåëüíûå, çíà÷èò ïðè H4 < 0 íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (3.56) ⇔
äâîéíîìó íåðàâåíñòâó, ó êîòîðîãî îáà êîíöà < 0, ò. ê. âåòâè ñîîòâåòñòâóþùåé

ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå, ò. ê. ïî ëåììå 1.4 KD > 0;

Çíà÷èò èçíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå H4 < 0 íåâåðíî, çíà÷èò â ñèëó ñîîòíî-

øåíèé (3.56) è ñîâîêóïíîñòè (3.57) áóäåò

H4 ⩾ 0⇒ θ ⩽
2n
(
4−
√
7
)

9n
; (3.60)

Çíà÷èò ó íåðàâåíñòâà (3.56) ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïîëîæèòåëüíûé, çíà÷èò

ïî òåîðåìå Âèåòà ïðîèçâåäåíèå êîðíåé ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàäðàòíîãî óðàâ-

íåíèÿ îòðèöàòåëüíî, çíà÷èò ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà (3.58) áóäåò îáúåäèíåíèå
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äâóõ ïðîìåæóòêîâ, ïðè÷¼ì èíòåðåñåí òîëüêî ïðàâûé; Ïîñëå óïðîùåíèÿ, ïðè

óñëîâèè (3.60), îí èìååò âèäK
n
D ⩾

−H5 +
√
H2

5 − 4H4 ·H6

2H4
, H4 ≡

(
9n2θ2 − 8 · 2n · nθ + 4n

)
(2n1 − nθ) ,

θ ⩽
2n

9n
· (4−

√
7), H5 ≡ 2n1 · nθn1 (7nθ − 5 · 2n) , H6 ≡ −2n2 · n2θ2n1

(3.61)

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
, ← Îïðåäåëåíèå 23

Q < 5, t < 0.407← Óòâåðæäåíèå 11 è â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.61) äëÿ θ

Kn
D = ξ (Kn

w + 2θ)
n3 , ← Ëåììà 2.1

ξ < 1.23, t < 0.407← Ëåììà 1.4

(3.62)

Òåïåðü åñòü âîçìîæíîñòü ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.1, ñîîòíîøåíèé (3.61) è (3.62)

ñîñòàâèòü íåðàâåíñòâî âèäà

Kn
D = ξ (Kn

w + 2θ)
n3 ⇒ ξ =

Kn
D

(Kn
w + 2θ)

n3
⇒

⇒ minKn
D

max (Kn
w + 2θ)

n3
−max ξ < 0; (3.63)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 5. ξ1 ≡
minKn

D

max (Kn
w + 2θ)

n3
−max ξ;

Ïîäñòàâèì â íåðàâåíñòâî (3.63) ñîîòíîøåíèÿ (3.61) Kn
D ⩾ è îöåíêè (3.62) Kn

w ⩽
è ξ ⩽ è ïîëó÷àåì, ÷òî åãî ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî θ�ýòî íèæåñëåäóþùèé ïðîìå-

æóòîê, ÷òî âèäíî èç ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 2) ïðè θ = 2n(4−
√
7)/ [9n (1 + 10−n7)] ;

20 40 60 80 100
n

2.0 × 1045

4.0 × 1045

6.0 × 1045

8.0 × 1045

1.0 × 1046

1.2 × 1046

ξ1

Ðèñ. 2. Ãðàôèê ôóíêöèè Ë× íåðàâåíñòâà (3.63)
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∀ n ⩾ 11, t ⩽ 0.407, θ ⩽
2n(4−

√
7)

9n (1 + 10−n7)
; (3.64)

Ïðè n = 11, θ = 2n(4−
√
7)/[9n (1 + 10−n7)] áóäåò ξ1 ≈ 0.14 > 0;

Çíà÷èò îöåíêà θ ⩽ 2n(4−
√
7)/[9n (1 + 10−n7)] ïðàâèëüíàÿ.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 12); ■

Çàìå÷àíèå 2. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà óòâåðæäåíèÿ 12 îñîáî íå èãðàåò ðîëè

äëÿ òåîðåìû 1, ò. å. ìîæíî áûëî îáîéòèñü è áåç íå¼, íî äëÿ ñëó÷àåâ n = 7 è

n = 5 îíà âàæíà, ò. ê. ñëó÷àè n = 5 è n = 7 äîêàçûâàþòñÿ ïî àíàëîãèè.

Âûïèøåì åù¼ ðàç îïðåäåëåíèå 20 äëÿ óòâåðæäåíèÿ 13;
H7 ≡ 2θhn2(1− h)− 2n

hn2 − 1

n
+
θn1 (hn1 − 1)

Kn
D

, ← Îïðåäåëåíèå 20

H8 ≡ θ2δ
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2

)
,

Óòâåðæäåíèå 13.

σ1 = hn1 (1 + δθ)− 1− (δθ)
n
, |λ| ⩽ 4θσ1, h = n

√
1 + tann t,

Kn
D =

2σ1θ
n1

H7 +H8 + 4σ1θ
, Kn

D = Kn
D(θ, δ, n),← H7, H8 èç îïðåäåëåíèÿ 20

∂Kn
D

∂δ
> 0, ïðè θ ∈ I1 ≡

[
4−
√
7

9
· (1 + 10−n7)−1

1.014
· 2

n

n
;

4−
√
7

9 (1 + 10−n7)
· 2

n

n

]
,

è ïðè óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 12 âèäà r4 ⩾ 0⇒ t ⩽ 0.407;

h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
, hn1 < 1.000087 ïðè θ1 <

4−
√
7

9 (1 + 10−n7)

∂σ1
∂δ

= n1h
n2
∂h

∂δ
(1 + δθ) + θhn1 − nθnδn1 ; l = 1− nθ

2n1
;

∂Kn
D

∂δ
> 0, ïðè θ ∈ I2 ≡

[
0.0752 · 2

n

n
; 0.01484 · 2

n

n

]
è r4 ⩾ 0;

Äîêàçàòåëüñòâî. I) Ïî÷åìó σ1 < 0.43112 è hn1 < 1.000087?

Îöåíèâàåì σ1 ñâåðõó, èñïîëüçóÿ åãî îïðåäåëåíèå 18 è h ñâåðõó ÷åðåç h(t);

Ïî óòâåðæäåíèþ 11, èç θ < 2n(4 −
√
7)/(9n) ⇒ t < 0.407, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ

óñëîâèåì óòâåðæäåíèÿ 13 âèäà t ⩽ 0.407, òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 9

h = l(t) (1 + tan t) , l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
⇒ hn1 = (1 + tann t)

1−1/n
; (3.65)

1) Íàäî óçíàòü, ïðè êàêîì n ôóíêöèÿ â Ï× óðàâíåíèÿ (3.65) äîñòèãíåò max

çíà÷åíèÿ.

Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t ïàðàìåòð, à n ýòî arg ôóíêöèè, ò. ê. è òàê

ïîíÿòíî, ÷òî îíà äîñòèãàåò max çíà÷åíèÿ ïðè max çíà÷åíèè t;

Ýòî ñëîæíîïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ò. å. ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè

ñëîæíîïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè, èìååì ñëåäóþùåå.

∂hn1

∂n
=
n1
n

(1 + tann t)
−
1

n
∂ (1 + tann t)

∂n
⊕ (1 + tann t)

n1
n · ln (1 + tann t) · 1

n2
;

(3.66)
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Îïðåäåëåíèå 24. ν1 ≡ tann t;

×òîáû îïðåäåëèòü çíàê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè (3.66), íàéäåì lim, îáîçíà÷àÿ

ν1 ≡ tann t è ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Áåðíóëëè�Ëîïèòàëÿ.

lim
ν1→0

ln (1 + ν1)

ν1
=

[
0

0

]
= lim

ν1→0

1

1 + ν1
= 1; (3.67)

Ïîêà ïðîäîëæèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé â óðàâíåíèè (3.66), îáîçíà÷èâ

ïî îïðåäåëåíèþ 7 ν ≡ tan t;

∂hn1

∂n
=
n1
n
· 1

n
√
1 + νn

νn ln ν ⊕ (1 + νn)
1−1/n · ln (1 + νn) · 1

n2
; (3.68)

Ïî÷åìó â lim (3.67) ν1 → 0?

Ïî óòâåðæäåíèþ 11 è óòâåðæäåíèþ 13

θ <
2n(4−

√
7)

9n
⇒ t < 0.407⇒ lim

n→∞
ν1 = 0⇒ lim

n→∞
ln (1 + νn) = 0; (3.69)

Ó÷èòûâàÿ lim â óðàâíåíèÿõ (3.67), (3.69), ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.68);

∂hn1

∂n
=

νn

ln (1 + νn)

n1n · (1 + νn)
−
1

n ln ν ⊕ (1 + νn)
1−

1

n

n2

 ; (3.70)

Íî òîãäà
∂hn1

∂n
∽

(
ln ν +

1

n2

)
ïðè n→∞; (3.71)

Ïî óòâåðæäåíèÿì 13, 11 θ ⩽
2n(4−

√
7)

9n (1 + 10−n7)
⇒ θ ⩽

2n(4−
√
7)

9n
⇒

⇒ t < 0.407⇒ tan t < 1, çíà÷èò â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 7 ν < 1, çíà÷èò èç ñîîòíî-

øåíèÿ (3.71) ïîëó÷àåì

∀ n ⩾ 11 ln ν < ln tan 0.407 < −1/n2 ⇒ ∂hn1

∂n
< 0 ∀ n ⩾ 11; (3.72)

2) Áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (3.65) è (3.72) îöåíèâàåì hn1 ñâåðõó, áåðÿ n = 11

è ïîëó÷àåì

hn1 = (1 + tann t)
1−1/n ⇒ hn1 < 1.000087; (3.73)

3) Ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 13 θ <
2(4−

√
7)

9 (1 + 10−n7)
· 2

n

n
, ïîýòîìó



∂σ1

∂
y

x

> 0, ← Óòâåðæäåíèå 8

t < 0.407, ← Óòâåðæäåíèå 12
y

x
= tan t, ← Óòâåðæäåíèå 9

σ1 ≡ hn1

(
1 +

y

x

)
− 1−

(y
x

)n
← Îïð.18

⇒ σ1 < 0.43112; (3.74)
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×òî è òðåáîâàëîñü.

II) Îöåíèâàåì |λ| ñâåðõó.
Ïî óòâåðæäåíèþ 8

2θ

(
2− θn2

Kn
D

)
=
|λ|
σ1
⇒ |λ| ⩽ 4θσ1; (3.75)

×òî è òðåáîâàëîñü.

III) Ïî óòâåðæäåíèþ 8 è îïðåäåëåíèþ 20 âûïîëíÿåòñÿ 2θ

(
2− θn2

Kn
D

)
=
|λ|
σ1

,

λ ≡ H7 +H8, λ < 0 ⇒ ðåøàåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî Kn
D è ïîëó÷àåì êîðåíü

èç ôîðìóëèðîâêè äîêàçûâàåìîãî ñåé÷àñ óòâåðæäåíèÿ 13 â âèäå

Kn
D =

2σ1θ
n1

H7 +H8 + 4σ1θ
; (3.76)

×òî è òðåáîâàëîñü.

IV) Äîêàæåì, ÷òî Kn
D = Kn

D(δ, θ, n), ∂Kn
D/∂δ > 0, h = h(θ, δ);

1) Äîêàæåì, ÷òî h = h(θ, δ) è σ1 = σ1(θ, δ);

Ïî îïðåäåëåíèÿì 18, 15 h ≡ z

x
; l ≡ z

x+ y
⇒ h− 1 = l

(
1 +

y

x

)
− 1; (3.77)

Íî ïî óòâåðæäåíèþ 5 l = 1−nθ/2n1 ; y/x = δθ, ïîýòîìó óðàâíåíèå (3.77) ìîæíî

ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

h = 1+(l−1)+ l · y
x
⇔ h−1 =

(
1− nθ

2n−1

)
δθ− nθ

2n1
⇔


h = 1 + θ

(
δl − n

2n1

)
,

l = 1− nθ

2n1
← Óòâ.5

(3.78)

Çíà÷èò â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.78) H7, H8 èç îïðåäåëåíèÿ 20 âèäà

σ2 ≡
2n

n
· δn1 +

hn1 − θn1δn1

Kn
D

, ← Îïðåäåëåíèå 18

H7 ≡ 2θhn2(1− h)− 2n
hn2 − 1

n
+
θn1 (hn1 − 1)

Kn
D

, h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
,

H8 ≡ θ2δ
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2

)
, l = 1− nθ

2n1

(3.79)

ïåðåïèøóòñÿ êàê H7 = H7(δ; θ; n) è H8 = H8(δ; θ; n);

2) Íî òîãäà, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå 18 σ1 ≡ hn1

(
1 +

y

x

)
− 1 −

(y
x

)n
è ñîîòíî-

øåíèÿ (3.79), èç óðàâíåíèÿ (3.76) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Kn
D = Kn

D (δ; θ, y/x, n), íî

ïî óòâåðæäåíèþ 5 y/x = δθ, çíà÷èò

h = 1+θ

(
δ

[
1− nθ

2n1

]
− n

2n1

)
; Kn

D = Kn
D(δ; θ, n); σ1 = hn1 (1 + δθ)−1−(δθ)

n
;

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

V) Äîêàæåì, ÷òî ∂Kn
D/∂δ > 0;

Ïî óòâåðæäåíèþ 8, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå 20, ïîëó÷àåòñÿλ ≡ H7 +H8, ← Îïð.20

2θ

(
2− θn2

Kn
D

)
=
|λ|
σ1

⇒ 2θ

(
2− θn2

Kn
D

)
=
−H7 −H8

σ1
; (3.80)
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Îïðåäåëåíèå 25.

H9 ≡ 2θ

[
n2h

n3
∂h

∂δ
(1− h)− hn2

∂h

∂δ

]
− 2n

n
· n2h

n3
∂h

∂δ
+ θn1

n1h
n2

Kn
D

· ∂h
∂δ︸ ︷︷ ︸,

H10 ≡ θ2
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2︸ ︷︷ ︸
)
+

+

︷ ︸︸ ︷
θ2δ

[
−2n1hn2

∂h

∂δ

]
+ θ2δ [−2]

[
2n1

n
− θ
] [
hn2 + n2h

n3
∂h

∂δ
δ

]
⊕

⊕ θ2δθn2

[
2n

n
· n1δ

n2 +
n1
Kn

D

(
hn2

∂h

∂δ
− θn1δn2

)]
︸ ︷︷ ︸

1) Äèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.80) ïî ∂/∂δ, θ�ïàðàìåòð.

Ôàêòè÷åñêè âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Kn
D, çàäàííîé íåÿâíî. Ïðè

ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.79) è ðàâåíñòâî

σ1 = hn1 (1 + δθ)− 1− (δθ)
n
;

σ1 = σ1(δ)⇒
2θ (−θn2) (−1)∂K

n
D

∂δ
K2n

D

=

∂(−H7 −H8)

∂δ
· σ1 ⊕ (H7 +H8)

∂σ1
∂δ

σ2
1

;

(3.81)

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (3.81), ïåðåíîñÿ ∂Kn
D/∂δ âëåâî.

∂σ1
∂δ

= n1h
n2
∂h

∂δ
(1 + δθ) + θhn1 − nθnδn1 ; (3.82)

Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíûå

∂H7

∂δ
= 2θ

[
n2h

n3
∂h

∂δ
(1− h)− hn2

∂h

∂δ

]
− 2n

n
· n2h

n3
∂h

∂δ
⊕ θn1

n1h
n2
∂h

∂δ
·Kn

D

K2n
D

⊖

⊖ θn1
hn1 − 1

K2n
D

· ∂K
n
D

∂δ
;

(3.83)
∂H8

∂δ
= θ2

(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2

)
+

+ θ2δ

[
−2n1hn2

∂h

∂δ
⊖ 2

(
2n1

n
− θ
)(

hn2 + n2h
n3
∂h

∂δ
δ

)]
⊕

⊕ θ2δ

θn2

2n

n
· n1δ

n2 ⊕
n1h

n2
∂h

∂δ
− n1θ

n1δn2

K2n
D

·Kn
D −

hn1 − δn1θn1

K2n
D

· ∂K
n
D

∂δ


 ;

(3.84)

Ïîäñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ (3.83), (3.84) â óðàâíåíèå (3.81) âèäà

2θ (−θn2) (−1)∂K
n
D

∂δ
K2n

D

=

∂(−H7 −H8)

∂δ
· σ1 ⊕ (H7 +H8)

∂σ1
∂δ

σ2
1

⇒
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⇒ ïîñëå óïðîùåíèÿ îíî ïðèíèìàåò âèä



2θn1 − (hn1 − θn1δn1) θn2θ2σ−1δ − θn1 (hn1 − 1)σ−1

K2n
D

· ∂K
n
D

∂δ
=

=
−(H9 +H10)σ1 + (H7 +H8)

∂σ1
∂δ

σ2
1

,

H9 ≡ 2θ

[
n2h

n3
∂h

∂δ
(1− h)− hn2

∂h

∂δ

]
− 2n

n
· n2h

n3
∂h

∂δ
+ θn1

n1h
n2

Kn
D

· ∂h
∂δ︸ ︷︷ ︸,

H10 ≡ θ2
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2︸ ︷︷ ︸
)
+

+

︷ ︸︸ ︷
θ2δ

[
−2n1hn2

∂h

∂δ

]
+ θ2δ [−2]

[
2n1

n
− θ
] [
hn2 + n2h

n3
∂h

∂δ
δ

]
⊕

⊕ θ2δθn2

[
2n

n
· n1δ

n2 + n1

(
hn2

∂h

∂δ
− θn1δn2

)]
︸ ︷︷ ︸

(3.85)

2) Îöåíèâàåì minσ1 ÷åðåç åãî îïðåäåëåíèå 18;

θ >
4−
√
7

1.014 (1 + 10−n7)
· 2

n

n
,← Ïî óñë. óòâ.13

θ = θ0 ⇒ t = t0, ← Óòâåðæäåíèå 9

∂θ

∂t
> 0,

∂l

∂n
< 0 ← Óòâåðæäåíèå 10

θ =

(
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

)
2n1

n
← Óòâåðæäåíèå 9

⇒

{
t > 0.399367,

n→∞
(3.86)

×òîáû îïðåäåëèòü çíàê ïðîèçâîäíîé ∂Kn
D/∂δ â ñîîòíîøåíèÿõ (3.85), íàäî ðàç-

áèòü îòðåçîê

θ ∈
[
0.075 · 2

n

n
; 0.1484 · 2

n

n

]
íà íèæåñëåäóþùèå ïðîìåæóòêè.

Çàìå÷àíèå 3. Äàëåå îöåíêè ÷èñåë äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ïðîìåæóòêîâ áóäóò

çàïèñûâàòüñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòåé äëÿ óäîáñòâà.

Îïðåäåëåíèå 26. θ1 ≡ θ · n/2n ⇒ θ = θ1 · 2n/n;

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 26 âûøåóïîìÿíóòûé îòðåçîê ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîìåæóòêè[
θ1 ∈ (0.14; 0.1484); θ1 ∈ (0.13; 0.14); θ1 ∈ (0.12; 0.13); θ1 ∈ (0.11; 0.12)

θ1 ∈ (0.1; 0.11); θ1 ∈ (0.09; 0.1); θ1 ∈ (0.0752; 0.09)

(3.87)

Â èòîãå îêàæåòñÿ, ÷òî
∂Kn

D

∂δ
> 0 íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ ñîâîêóïíîñòè

(3.87)
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Â ñèëó ðàçáèåíèÿ (3.87) èìååì (â íèæåñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòè êàæäîìó

θ1 > ñîîòâåòñòâóåò t >, ðàñïîëîæåííîå íà òîé æå ñòðîêå)



θ1 > 0.14

θ1 > 0.13

θ1 > 0.12

θ1 > 0.11

θ1 > 0.1

θ1 > 0.09

θ1 > 0.0.0752

θ = θ0 ⇒ t = t0, ← Ïî óòâåðæäåíèþ 9

∂θ

∂t
> 0,

∂l

∂n
< 0 ← Ïî óòâåðæäåíèþ 10

θ =

(
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

)
2n1

n
← Óòâ.9

⇒





t > arctan 7/18

t > arctan 13/37

t > arctan 6/19

t > arctan 11/39

t > arctan 1/4

t > arctan 9/41

t > arctan 94/531

n→∞

Òàêèì îáðàçîì
(
θ1
t

)
⩾

(
0.14 0.13 0.12 0.11

arctan 7/18 arctan
13

37
arctan

6

19
arctan

11

39

)
(
θ1
t

)
⩾

(
0.1 0.09 0.075

arctan
1

4
arctan

9

41
arctan

94

531

) (3.88)

Â ñèëó îöåíêè (3.86) è óðàâíåíèÿ (3.65) èìååì

hn1 ⩾ (1 + tann 0.399367)
1−1/n

, åñëè t > 0.399367; (3.89)

Â ñèëó îöåíêè (3.88) è óðàâíåíèÿ (3.65) èìååì äëÿ êàæäîãî t

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 7/18)
1−1/n

, åñëè t > arctan 7/18

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 13/37)
1−1/n

, åñëè t > arctan 13/37

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 6/19)
1−1/n

, åñëè t > arctan 6/19

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 11/39)
1−1/n

, åñëè t > arctan 11/39

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 1/4)
1−1/n

, åñëè t > arctan 1/4

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 9/41)
1−1/n

, åñëè t > arctan 9/41

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 94/531)
1−1/n

, åñëè t > arctan 94/531

(3.90)

Ïî óòâåðæäåíèþ 8 è óòâåðæäåíèþ 9 ñîîòâåòñòâåííî ∂σ1/∂
y

x
> 0, y/x = tan t⇒

â ñèëó îöåíîê (3.86) è (3.89), èç îïðåäåëåíèÿ 18 äëÿ ÷èñëà σ1 ≡ hn1

(
1 +

y

x

)
−

1−
(y
x

)n
ïîëó÷àåì σ1 = hn1 (1 + tan t)− 1− tann t, çíà÷èò

t > 0.3993⇒

{
n ⩾ 11, ← Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 1

σ1 ⩾ (1 + tann 0.399367) (1 + tan 0.399367)− 1− tann 0.399367
⇒
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⇒ σ1 ⩾ tan 0.399367 åñëè t > 0.399367; (3.91)

Ïî óòâåðæäåíèþ 8 è óòâåðæäåíèþ 9 ñîîòâåòñòâåííî ∂σ1/∂
y

x
> 0, y/x = tan t⇒

â ñèëó îöåíîê (3.88) è (3.90), èç îïðåäåëåíèÿ 18 äëÿ ÷èñëà σ1 ≡ hn1

(
1 +

y

x

)
−

1−
(y
x

)n
ïîëó÷àåì{

n ⩾ 11, ← Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 1

σ1 = hn1(1 + tan t)− 1− tann t
⇒

⇒



σ1 ⩾ 7/18, åñëè t > arctan 7/18

σ1 ⩾ 13/37, åñëè t > arctan 13/37

σ1 ⩾ 6/19, åñëè t > arctan 6/19

σ1 ⩾ 11/39, åñëè t > arctan 11/39

σ1 ⩾ 1/4, åñëè t > arctan 1/4

σ1 ⩾ 9/41, åñëè t > arctan 9/41

σ1 ⩾ 94/531, åñëè t > arctan 94/531

(3.92)

×òî è òðåáîâàëîñü.

Âåðíî ëè, ÷òî Ë× è Ï× óðàâíåíèÿ(3.85)>0? Äà.

3) Îöåíèâàåì Ë× óðàâíåíèÿ (3.85);

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 6. Îáîçíà÷èì Ë× óðàâíåíèÿ (3.85) äëÿ óäîáñòâà

êàê S3;

S3 ≡
θn1

K2n
D

·
[
2− hn1 − θn1δn1

σ1
· θδ − hn1 − 1

σ1

]
; (3.93)

Îöåíèâàåì Ï× óðàâíåíèÿ (3.93), èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (3.91);

S3 ⩾
θn1

K2n
D

·
[
2− hn1

σ1
· θδ − hn1 − 1

σ1

]
; (3.94)

Ïîäñòàâëÿåì íèæåñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ â íåðàâåíñòâî (3.94), ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 13 θ < 2n(4−
√
7)/(9n (1 + 10−n7));

y

x
= δθ, ← Ïî óòâåðæäåíèþ 5

y

x
= tan t, ← Ïî óòâåðæäåíèþ 9

S3 ⩾
θn1

K2n
D

·
[
2− hn1

σ1
· tan t− hn1 − 1

σ1

]
; (3.95)

Ïîäñòàâëÿåì íåðàâåíñòâà (3.91) σ1 ⩾ tan 0.399367, (3.73) hn1 < 1.000087 è

óòâåðæäåíèå 11 t < 0.407 â íåðàâåíñòâî (3.95), ïîëó÷àåì

S3 ⩾
θn1

K2n
D

[
2− 1.000087 · tan 0.407

tan 0.399367
− 1.000087− 1

tan 0.399367

]
⇒ S3 ⩾

θn1

K2n
D

· 0.97;

(3.96)
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(
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

)
2n1

n
← Óòâ.9

θ = θ1 · 2n/n,← Îïðåäåëåíèå 26

⇒ 1−
n
√
1 + tann t

1 + tan t
= 2θ1; (3.97)

Ïî óòâåðæäåíèþ 10
∂θ

∂t
> 0,

∂l

∂n
< 0, ïî óòâåðæäåíèþ 9 θ = θ0 ⇒ t = t0, çíà÷èò

ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (3.97) ìîæíî íàéòè max t, èñïîëüçóÿ n = 11; Ïîëó÷àåòñÿ

ñîâîêóïíîñòü

1−
n
√
1 + tann t

1 + tan t
= 2θ1 ⇒



θ1 < 0.1484⇒ t < 0.39940

θ1 < 0.14⇒ t < 0.370895

θ1 < 0.13⇒ t < 0.337880

θ1 < 0.12⇒ t < 0.305880

θ1 < 0.11⇒ t < 0.27491

θ1 < 0.10⇒ t < 0.244979

θ1 < 0.09⇒ t < 0.21608498

(3.98)

Çíà÷èò â ñèëó ñîâîêóïíîñòè (3.98) äëÿ h âåðíû ñëåäóþùèå îöåíêè ñâåðõó

hn1 ⩽ 1.000076, åñëè θ1 < 0.1484⇒ t < 0.39940

hn1 ⩽ 1.000031, åñëè θ1 < 0.14⇒ t < 0.370895

hn1 ⩽ 1.000011, åñëè θ1 < 0.13⇒ t < 0.337880

hn1 ⩽ 1.00001, åñëè θ1 < 0.12⇒ t < 0.305880

hn1 ⩽ 1.000001, åñëè θ1 < 0.11⇒ t < 0.27491

hn1 ⩽ 1.0000003, åñëè θ1 < 0.10⇒ t < 0.244979

hn1 ⩽ 1.00000006, åñëè θ1 < 0.09⇒ t < 0.21608498

(3.99)

Ïîäñòàâëÿåì íåðàâåíñòâà (3.92), (3.73) hn1 < 1.000087, è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà-

÷åíèÿ t èç ñîâîêóïíîñòåé (3.98), íà÷èíàÿ ñ íàèáîëüøåãî, â íåðàâåíñòâî (3.95),

ïîëó÷àåì äëÿ êàæäîãî èç çíà÷åíèé t ⩽, σ ⩾ òàêèå îöåíêè

S3 ⩾
θn1

K2n
D

[
2− 1.000087 · tan 0.39940

7/18
− 1.000087− 1

7/18

]
⇒ S3 ⩾

θn1

K2n
D

· 0.7

S3 ⩾
θn1

K2n
D

[
2− 1.000087 · tan 0.370895

13/37
− 1.000087− 1

13/37

]
⇒ S3 ⩾

θn1

K2n
D

· 0.7

S3 ⩾
θn1

K2n
D

[
2− 1.000087 · tan 0.337880

6/19
− 1.000087− 1

6/19

]
⇒ S3 ⩾

θn1

K2n
D

· 0.7

S3 ⩾
θn1

K2n
D

[
2− 1.000087 · tan 0.305880

11/39
− 1.000087− 1

11/39

]
⇒ S3 ⩾

θn1

K2n
D

· 0.7

S3 ⩾
θn1

K2n
D

[
2− 1.000087 · tan 0.27491

1/4
− 1.000087− 1

1/4

]
⇒ S3 ⩾

θn1

K2n
D

· 0.7

S3 ⩾
θn1

K2n
D

[
2− 1.000087 · tan 0.244979

9/41
− 1.000087− 1

9/41

]
⇒ S3 ⩾

θn1

K2n
D

· 0.7

S3 ⩾
θn1

K2n
D

[
2− 1.000087 · tan 0.21608498

94/531
− 1.000087− 1

94/531

]
⇒ S3 ⩾

θn1

K2n
D

· 0.7

(3.100)
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Èç íåðàâåíñòâà (3.96) è ñîâîêóïíîñòè (3.100) ñëåäóåò, ÷òî S3 > 0, ò. å.

áóêâàëüíî Ë× óðàâíåíèÿ (3.85) ïîëîæèòåëüíàÿ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6 âèäà

S3 ≡ Ë× óðàâíåíèÿ (3.85) ;

4) Îöåíèâàåì Ï× óðàâíåíèÿ (3.85);

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 7. S4 ≡ θn (1− nθ/2n1) ;

Ïðåäëîæåíèå 2. Kn
D =

(x+ y − z)n · 2nn3

nn2(x+ y)n2(z − x)(z − y)
;

Ïðè÷¼ì åñëè x > y, òî ïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè èç óòâåðæäåíèÿ 9 è ïî-

ëó÷àåì
x = R cos t,← R ≡

√
x2 + y2

y = R sin t,

z = n
√
cosn t+ sinn t

⇒

{
t = t0,

Kn
D = K∗

⇒


∀ t ∈

(
0;

π

4

)
, ∀ n ⩾ 11 :

t > t0 ⇒ Kn
D < K∗,

t < t0 ⇒ Kn
D > K∗

Äëÿ ñëó÷àÿ x < y ñîîòíîøåíèÿ àíàëîãè÷íû, òîëüêî y → x, x→ y;

Êðîìå òîãî ôóíêöèÿ S4 ≡ θn (1− nθ/2n1) arg θ âîçðàñòàåò íà îòðåçêå èç óñëî-

âèÿ óòâ.13 âèäà I1 ≡

(
4−
√
7

9
· (1 + 10−n7)−1

1.014
· 2

n

n
;

4−
√
7

9 (1 + 10−n7)
· 2

n

n

)
;

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Êàê âûâåñòè óðàâíåíèå äëÿ Kn
D?

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x > y; Äëÿ ñëó÷àÿ x < y äåëàåì çàìåíó x→ y, y →
x, w → m, m→ w;

D = KD · cn3 , ← Ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ 5

(x+ y − z)n = n(x+ y)(z − x)(z − y)Dn, ← Ïî ëåììå 1.1

x+ y = nn1Cn, ← Ïî ëåììå 1.1

nC = 2c ← Ïî ëåììå 1.4

⇒

⇒


x = R cos t, y = R sin t, z =

n
√
cosn t+ sinn t,

Kn
D =

(x+ y − z)n · 2nn3/xn

nn2(x+ y)n2(z − x)(z − y)/xn
(3.101)

Èç ðàâåíñòâà (3.101) èìååì
∂Kn

D

∂ν
=
−nn1(1 + ν)−n2(1 + ν − ν1)n1

ν(1 + νn)(ν − ν1)2(ν1 − 1)2
·R0, ν1 ≡ n

√
1 + νn, ν ≡ tan t,

R0 ≡ νn(−ν + ν1)(−1 + ν2 + [ν − n3]ν1 + n2ν
2
1)⊕ ν

(
1− ν2 + ν[−n3 + ν]ν1 +

+ n3[1 + ν] · ν21 − n2 · ν31
)
;

(3.102)

Â ðàâåíñòâå (3.102) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé èç ìàòàíàëèçà (1+u)a−
1 ∼ a · u, êîãäà u ìàëî è ïîëó÷èòü, ÷òî

ν ≡ tan t;
∂Kn

D

∂ν
< 0⇒ ∂Kn

D

∂t
< 0;

2) Çàìåíû äëÿ x, y, z èç óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 2 óæå ïîäñòàâëåíû â ðàâåíñòâî

(3.101), çíà÷èò ñòðîèì ãðàôèê (ñì. Ðèñ. 3) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ n è âèäèì,

÷òî Kn
D = Kn

D(t) óáûâàåò ∀ t ∈ (0; π/4); Òàê è äîëæíî áûòü.
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0.2 0.4 0.6 0.8
t

5.0×1017

1.0×1018

1.5×1018
KD
n

Ðèñ. 3. Ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè Kn
D(t) ïðè n = 11;

3) ∂S4/∂θ = nθn1 (2n − 2 [n+ 1] θ) /2n ⇒ ∂S4/∂θ > 0 ∀ n ⩾ 11, ∀ θ < 0.2 ·
· 2n/n ⇒ ∀ θ èç óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 13, çíà÷èò ýòà ôóíêöèÿ ðåàëüíî âîçðàñ-

òàåò.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Ïðåäëîæåíèå 2);

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.78) âèäà h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
, l = 1− nθ

2n1
èìååì

h = 1 + θ

(
δ

[
1− nθ

2n1

]
− n

2n1

)
⇒ ∂h

∂δ
= θ

(
1− nθ

2n1

)
; (3.103)

Ïî ëåììå 1.4 è ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 13

Kn
w ⩾ 4

(
2n2

n
− 2θ

)
−
θn
(
2n1

n
− 2θ

)−1

[
2n1

n

]n3
,

Kn
D = ξ (Kn

w + 2θ)
n3 , ξ ⩾ 1,

θ ⩽
4−
√
7

9 (1 + 10−n7)
· 2

n

n
← Óòâåðæäåíèå 13

⇒ θn

Kn
D

⩽ 0.329 · 1.745
n

n3
; (3.104)

Îöåíèâàåì ñâåðõó ñëàãàåìûå ó H9, H10 â ñîîòíîøåíèÿõ (3.85)

Áóäåì îáîçíà÷àòü èõ áóêâàìè S5, S6 . . .;

à) Îöåíèâàåì ñëàãàåìûå H9;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 8. S5 ≡
θn1 · n1h

n2
∂h

∂δ
Kn

D

;
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Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.78) îïðåäåëåíèå 8 ïðèìåò âèä ðàâåíñòâà

S5 =

n1θ
nhn2

(
1− nθ

2n1

)
Kn

D

; (3.105)



θ <
4−
√
7

9(1 + 10−n7)
· 2

n

n
, ← Ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 13

hn1 < 1.000087, ← Íåðàâåíñòâî (3.73)

t < 0.407, ← Ïî óòâåðæäåíèþ 11

x = R cos t, y = R sin t, z = n
√
xn + yn, ← Ï.2, Óðàâíåíèå (0.1)

KD = n

√
(x+ y − z)n · 2nn3

nn2(x+ y)n2(z − x)(z − y)
, ← Ïðåäëîæåíèå 2,

∂Kn
D

∂t
< 0 ← Ïðåäëîæåíèå 2, ω(n) ≡ max [θn/Kn

D]

(3.106)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 9.

ω(n) ≡ max[θn/Kn
D];

Ïðè ýòîì ω(n) çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ îöåíîê (3.106) è ÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå

èõ ïîäñòàíîâêè ôóíêöèåé îäíîãî arg n;

Ïîäñòàâëÿåì îöåíêè (3.106) â óðàâíåíèå (3.105) è èìååì, ÷òî ∀ n ⩾ 11 è ∀ θ ∈ I1,
ãäå

I1 ≡

[
4−
√
7

9
· (1 + 10−n7)−1

1.014
· 2

n

n
;

4−
√
7

9 (1 + 10−n7)
· 2

n

n

]
èç óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 13 áóäåò ω(n) ≡ max[θn/Kn

D];

ω(n) ⩽

(
lim

n→∞

θ

KD

)n

⇒ S5 ⩽ n1

(
1− nθ

2n1

)
hn2

(
lim

n→∞

θ

KD

)n

;

Çäåñü

L ≡
(

lim
n→∞

θ

KD

)n

=

[
8

9

]n
· (4−

√
7)n · (1 + tan 0.407)n;

Îöåíêà ω(n) ñâåðõó ïîäòâåðæäàåòñÿ ãðàôèêîì (ñì. Ðèñ 4), à ïðåäåë L ïîä-

òâåðæäàåòñÿ ïðîãðàììîé Wolfram Mathematica, íî θ >
4−
√
7

9
· (1 + 10−n7)

1.014

2n

n

ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 13, ò. å. θ >
4−
√
7

9
·
(
1 + 10−4

)
1.014

· 2
n

n
ïðè n ⩾ 11 ïî

óñëîâèþ òåîðåìû 1, ïîýòîìó ïðîäîëæàåì íåðàâåíñòâî äëÿ S5 ⩽, èìååì

θ ∈ I1 ⇒ S5 ⩽ 1.000087 · 704n1
1000

·
[
8

9

]n
· (4−

√
7)n · (1 + tan 0.407)n; (3.107)

Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (3.104), (3.99) äëÿ hn1 ñâåðõó è min çíà÷åíèÿ θ1 èç ðàç-

áèåíèÿ (3.87) âèäà θ1 ⩾ 0.14, θ1 ⩾ 0.13, θ1 ⩾ 0.12, θ1 ⩾ 0.11, θ1 ⩾ 0.10, θ1 ⩾
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0.09, θ1 ⩾ 0.0752 â óðàâíåíèå (3.105), ïîëó÷àåì äëÿ êàæäîãî èç íèõ îöåíêè

S5 ⩽ n1 · 0.329 ·
1.745n

n3
· 1.000076(1− 2 · 0.14)⇒ S5 ⩽ 0.236899n1/n

3 · 1.745n

S5 ⩽ n1 · 0.329 ·
1.745n

n3
· 1.000031(1− 2 · 0.13)⇒ S5 ⩽ 0.24347n1/n

3 · 1.745n

S5 ⩽ n1 · 0.329 ·
1.745n

n3
· 1.000011(1− 2 · 0.12)⇒ S5 ⩽ 0.25005n1/n

3 · 1.745n

S5 ⩽ n1 · 0.329 ·
1.745n

n3
· 1.00001(1− 2 · 0.11)⇒ S5 ⩽ 0.25663n1/n

3 · 1.745n

S5 ⩽ n1 · 0.329 ·
1.745n

n3
· 1.000001(1− 2 · 0.10)⇒ S5 ⩽ 0.26321n1/n

3 · 1.745n

S5 ⩽ n1 · 0.329 ·
1.745n

n3
· 1.0000003(1− 2 · 0.09)⇒ S5 ⩽ 0.26979n1/n

3 · 1.745n

S5 ⩽ n1 · 0.329 ·
1.745n

n3
· 1.00000006(1− 2 · 0.0752)⇒ S5 ⩽ 0.27952

n1
n3
· 1.745n

(3.108)

20 40 60 80 100
n

0.00001

0.00002

0.00003

0.00004

ω(n)

L

Ðèñ. 4. Ãðàôèê ôóíêöèè max
ω(n)(

lim
n→∞

θ
KD

)n

á) Îöåíèâàåì ñëàãàåìûå H10;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 10.

S6 ≡ θ2θn2σ2 + θn2

2nn · n1δ
n2 +

n1

(
hn2

∂h

∂δ
− θn1δn2

)
Kn

D

 θ2δ;
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Â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.103) ôóíêöèÿ S6 èç îïðåäåëåíèÿ 10 ïðèíèìàåò âèä

S6 = θn2

θ2σ2 + θ2δ

2nn · n1δ
n2 +

n1

(
hn2θ

[
1− nθ

2n1

]
⊖ θn1δn2

)
Kn

D


 ; (3.109)

Îöåíèâàåì ñâåðõó ñëàãàåìûå â âûðàæåíèè (3.109);

Ñíà÷àëà σ2;

Ïî îïð.18 σ2 ≡
2n

n
· δn1 +

hn1 − θn1δn1

Kn
D

⇒ σ2 <
2n

n
δn1 +

hn1

Kn
D

; (3.110)


y

x
= tan t, ← Óòâåðæäåíèå 9

y

x
= δθ ← Óòâåðæäåíèå 5

⇒ δ =
tan t

θ
; (3.111)

Äëÿ íåðàâåíñòâà (3.110), ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèÿ (3.111) è íèæåíàïèñàííûõ ñîîò-

íîøåíèé, âåðíî ñëåäóþùåå
hn1 < 1.000087, ← Óðàâíåíèå (3.73)

θ <
4−
√
7

9n(1 + 10−n7)
· 2

n

n
, ← Óòâåðæäåíèå 13

t < 0.407 ← Óòâåðæäåíèå 11

⇒

⇒ σ2 ⩽
2n

n

[
tan 0.407

θ

]n1

+
1.000087

Kn
D

; (3.112)

Â ñèëó îöåíêè (3.112) ïîëó÷àåòñÿ

θnσ2 ⩽
2n

n
θ tann1 0.407 +

1.000087θn

Kn
D

; (3.113)

Äëÿ θ1 èç ðàçáèåíèÿ (3.87) âèäà θ1 ⩽ 0.1484, θ1 ⩽ 0.14, θ1 ⩽ 0.13, θ1 ⩽
0.12, θ1 ⩽ 0.11, θ1 ⩽ 0.1, θ1 ⩽ 0.09 ïîëó÷àþòñÿ ïî àíàëîãèè â ñèëó îöåíîê

(3.110), (3.111) è ñîâîêóïíîñòåé (3.98) è (3.99) è îöåíêè (3.104) âèäà
θn

Kn
D

⩽

0.329 · 1.745
n

n3
òàêèå îöåíêè äëÿ êàæäîãî èç θ1 ⩽ è t ⩽



θnσ2 ⩽ 2n/n · 0.1484 · 2n/n · tann1 0.3994 + 1.000076 · 0.329 · 1.745n/n3

θnσ2 ⩽ 2n/n · 0.14 · 2n/n · tann1 0.370895 + 1.000031 · 0.329 · 1.745n/n3

θnσ2 ⩽ 2n/n · 0.13 · 2n/n · tann1 0.33788 + 1.000011 · 0.329 · 1.745n/n3

θnσ2 ⩽ 2n/n · 0.12 · 2n/n · tann1 0.30588 + 1.000010 · 0.329 · 1.745n/n3

θnσ2 ⩽ 2n/n · 0.11 · 2n/n · tann1 0.27491 + 1.000001 · 0.329 · 1.745n/n3

θnσ2 ⩽ 2n/n · 0.10 · 2n/n · tann1 0.244979 + 1.0000003 · 0.329 · 1.745n/n3

θnσ2 ⩽ 2n/n · 0.09 · 2n/n · tann1 0.21608498 + 1.0000001 · 0.329 · 1.745n/n3
(3.114)
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Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (3.113) â âûðàæåíèå (3.109); È ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå ïî-

ëó÷àåìîãî âûðàæåíèÿ ïî î÷åðåäè.

1) Ñëàãàåìîå θnσ2;

Èç íåðàâåíñòâà (3.113) ìîæíî ïîëó÷èòü

θnσ2 ⩽
2n

n
θ tann1 0.407 + 1.000087 ·

[
lim
n→∞

θ

KD

]n
; (3.115)

Â íåðàâåíñòâå (3.113)
θn

Kn
D

îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê

θn

Kn
D

⩽

[
lim
n→∞

θ

KD

]n
;

Èç-çà ýòîãî è ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà (3.115); Âîò ïîäðîáíîñòè

θ <
4−
√
7

9(1 + 10−n7)
· 2

n

n
, ← Ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 13

Kn
D =

(x+ y − z)n · 2nn3

nn2(x+ y)n2(z − x)(z − y)
, ← Ïðåäëîæåíèå 2

∂Kn
D

∂t
< 0, ← Ïðåäëîæåíèå 2

x = R cos t, y = R sin t, z = n
√
xn + yn ← Óòâåðæäåíèå 9

⇒

⇒



t < 0.407, ← Óòâåðæäåíèå 11, 13

Kn
D =

(x+ y − z)n · 2nn3

nn2(x+ y)n2(z − x)(z − y)
, ← Ïðåäëîæåíèå 2

∂Kn
D

∂t
< 0, ← Ïðåäëîæåíèå 2

x = R cos t, y = R sin t, z = n
√
xn + yn ← Óòâåðæäåíèå 9

⇒

⇒


t = 0.407,

Kn
D ⩾

(x+ y − z)n · 2nn3

nn2(x+ y)n2(z − x)(z − y)
, ← Ïðåäëîæåíèå 2

x = R cos t, y = R sin t, z = n
√
xn + yn ← Óòâåðæäåíèå 9

Ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 13 θ ⩽
(4−

√
7)

9 (1 + 10−n7)
· 2

n

n
, ïîýòîìó òåïåðü åñòü âñå

íåîáõîäèìîå äëÿ îöåíêè θn/Kn
D ñâåðõó êàê

[
lim

n→∞

θ

KD

]n
(ñì. Ðèñ 4);

Â ñâÿçè ñ ÷åì íåðàâåíñòâî (3.115) (íàïèñàíî íèæå) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

θnσ2 ⩽
2n

n
θ tann1 0.407 + 1.000087 ·

[
lim

n→∞

θ

KD

]n
, ← (3.115)

L ≡
(

lim
n→∞

θ

KD

)n

=

[
8

9

]n
· (4−

√
7)n · (1 + tan 0.407)n,

θnσ2 ⩽ 1.000087 ·
[
8

9

]n
· (4−

√
7)n · (1 + tan 0.407)

n
+

35

100n2
[4 tan 0.407]

n

(3.116)
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Íåðàâåíñòâà ñîâîêóïíîñòè (3.114) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, çàïèñàâ ÷èñëà ïîä îä-

íèì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè n ó ïåðâûõ ñëàãàåìûõ

θnσ2 ⩽
0.1484

tan 0.3994 · n2
· (4 tan 0.3994)n + 0.33 · 1.745

n

n3

θnσ2 ⩽
0.14

tan 0.370895 · n2
· (4 tan 0.370895)n + 0.33 · 1.745

n

n3

θnσ2 ⩽
0.13

tan 0.33788 · n2
· (4 tan 0.33788)n + 0.33 · 1.745

n

n3

θnσ2 ⩽
0.12

tan 0.30588 · n2
· (4 tan 0.30588)n + 0.33 · 1.745

n

n3

θnσ2 ⩽
0.11

tan 0.27491 · n2
· (4 tan 0.27491)n + 0.33 · 1.745

n

n3

θnσ2 ⩽
0.1

tan 0.244979 · n2
· (4 tan 0.244979)n + 0.33 · 1.745

n

n3

θnσ2 ⩽
0.09

tan 0.21608498 · n2
· (4 tan 0.21608498)n + 0.33 · 1.745

n

n3

(3.117)

2) Ñëàãàåìîå θnδ · 2n/n · n1 · δn2 ;
y

x
= tan t, ← Óòâåðæäåíèå 9

y

x
= δθ ← Óòâåðæäåíèå 5

⇒ δ =
tan t

θ
; (3.118)

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå 14 è ëåììó 1.4, ïîëó÷àåì
δ ≡ θn1 + 2G

G (Kn
w + 2θ)

, θ > 0,

G ≡ Kn
DK

n
w, K

n
w ⩽ 4

(
2n2

n
− θ
) ⇒ δ >

2

Kn
w + 2θ

⇒ δ >
n

2n1
;

Ò. å. ïîëó÷àåì

θnδ · 2
n

n
· n1δ

n2 ⩽
n

n
· θn · 2nδn1 ; δ >

n

2n1
; (3.119)

Â íåðàâåíñòâå (3.119) ïðèìåíÿåì óðàâíåíèå (3.118) è ïîëó÷àåì, ïðîäîëæàÿ

ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî

n

n
· θn · 2nδn1 < 2n · tan

n t

δ
; (3.120)

Îöåíêà (3.120) äàëåå ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3.119) äëÿ δ;

Â ñèëó óòâåðæäåíèé 12, 13 t ⩽ 0.407⇒ 2n · tan
n t

δ
⩽

(4 tan 0.407)
n

2n
;

Èñïîëüçóÿ Ë× íåðàâåíñòâà (3.119) è ïîñëåäíåå ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî, ïîëó-

÷àåì

θnδ · 2
n

n
· n1δ

n2 ⩽
(4 tan 0.407)

n

2n
; (3.121)
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Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (3.121) è ðàçáèåíèÿ (3.87) ìîæíî îöåíèòü θnδ · 2
n

n
·

· n1δ
n2 äëÿ êàæäîãî èç íèõ. Äëÿ ýòîãî ïðîñòî ïîäñòàâëÿåì max çíà÷åíèÿ t èç

ñîâîêóïíîñòè (3.98) â tan t, ïîëó÷àåòñÿ

θnδ · 2
n

n
· n1δ

n2 ⩽
(4 tan 0.3994)

n

2n
, åñëè θ1 < 0.1484

θnδ · 2
n

n
· n1δ

n2 ⩽
(4 tan 0.370895)

n

2n
, åñëè θ1 < 0.14

θnδ · 2
n

n
· n1δ

n2 ⩽
(4 tan 0.337880)

n

2n
, åñëè θ1 < 0.13

θnδ · 2
n

n
· n1δ

n2 ⩽
(4 tan 0.305880)

n

2n
, åñëè θ1 < 0.12

θnδ · 2
n

n
· n1δ

n2 ⩽
(4 tan 0.27491)

n

2n
, åñëè θ1 < 0.11

θnδ · 2
n

n
· n1δ

n2 ⩽
(4 tan 0.244979)

n

2n
, åñëè θ1 < 0.1

θnδ · 2
n

n
· n1δ

n2 ⩽
(4 tan 0.21608498)

n

2n
, åñëè θ1 < 0.09

(3.122)

3) Ñëàãàåìîå
θnδn1
Kn

D

hn2θ

(
1− nθ

2n1

)
;

Óäîáíåå âñåãî çàïèñàòü åãî â ñëåäóþùåì âèäå, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (3.118)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 11.

S7 ≡
θn

Kn
D

· n1 · hn2 tan t ·
(
1− 2nθ

2n

)
; (3.123)

Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (3.104) â îïðåäåëåíèå (3.123), ó÷èòûâàÿ, ÷òî
t < 0.407, ← Óòâåðæäåíèå 11

θ >
4−
√
7

9
· (1 + 10−n7)

−1

1.014
· 2

n

n
← Ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 13

È ïîëó÷àåì

θn

Kn
D

⩽ 0.329 · 1.745
n

n3
⇒ S7 ⩽ 1.744604n · 0.1135 · n1

n3
; (3.124)

Äëÿ ðàçáèåíèé (3.87) âèäà θ1 ⩾ 0.14, θ1 ⩾ 0.13, θ1 ⩾ 0.12, θ1 ⩾ 0.11, θ1 ⩾
0.1, θ1 ⩾ 0.09, θ1 ⩾ 0.0752, èñïîëüçóÿ îöåíêó (3.124) è îöåíêè (3.98) âèäà

(âûïèñàíû íèæå) θ1 ⩽⇒ t ⩽ (íàäî áðàòü îöåíêè t ñâåðõó)
(
θ1
t

)
⩽

(
0.1484 0.14 0.13 0.12

0.39940 0.370895 0.337880 0.305880

)
(
θ1
t

)
⩽

(
0.11 0.10 0.09

0.27491 0.244979 0.21608498

)
← Îöåíêè (3.98)
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òàêèì æå îáðàçîì ïîëó÷àåì îöåíêè S7 ñâåðõó âèäà

(
â ñèëó îöåíêè (3.104)

θn

Kn
D

⩽ 0.329
1.745n

n3

)
äëÿ êàæäîãî èç çíà÷åíèé θ1 ⩾



S7 ⩽
0.329

n3
· 1.745n · 1.000076n1 · tan 0.3994 · (1− 2 · 0.14)

S7 ⩽
0.329

n3
· 1.745n · n1 · 1.000031 · tan 0.370895 · (1− 2 · 0.13)

S7 ⩽
0.329

n3
· 1.745n · n1 · 1.000011 · tan 0.33788 · (1− 2 · 0.12)

S7 ⩽
0.329

n3
· 1.745n · n1 · 1.00001 · tan 0.30588 · (1− 2 · 0.11)

S7 ⩽
0.329

n3
· 1.745n · n1 · 1.000001 tan 0.27491 · (1− 2 · 0.1)

S7 ⩽
0.329

n3
· 1.745n · n1 · 1.0000003 · tan 0.244979 · (1− 2 · 0.09)

S7 ⩽
0.329

n3
· 1.745n · n1 · 1.00000006 · tan 0.21608498 · (1− 2 · 0.0752)

⇒

⇒ ïîëó÷åííûå îöåíêè ìîæíî óïðîñòèòü è ïîëó÷èòü

⇒



S7 ⩽ 0.099992
n1
n3
· 1.745n

S7 ⩽ 0.0946829
n1
n3
· 1.745n

S7 ⩽ 0.0878534
n1
n3
· 1.745n

S7 ⩽ 0.0810391
n1
n3
· 1.745n

S7 ⩽ 0.0742361
n1
n3
· 1.745n

S7 ⩽ 0.0674452
n1
n3
· 1.745n

S7 ⩽ 0.0613578
n1
n3
· 1.745n

(3.125)

Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå îöåíêè ïî ïîðÿäêó (3.124), (3.121), (3.116) â âûðàæå-

íèå (3.109) (íàïèñàíî íèæå), ñóììèðóÿ èõ, è ïîëó÷èì åãî max çíà÷åíèå.

S6 = θn2

θ2σ2 + θ2δ

2nn · n1δ
n2 +

n1

(
hn2θ

[
1− nθ

2n1

]
⊖ θn1δn2

)
Kn

D


 ; (3.109)

S6 ⩽
[
1.744604n · 0.1135 · n1

n3

]
+

(4 tan 0.407)
n

2n
+

[
1.000087 ·

[
8

9

]n
· (4−

√
7)n·

· (1 + tan 0.407)
n
+

35

100n2
[4 tan 0.407]

n

]
;

(3.126)
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Äëÿ ðàçáèåíèé (3.87), èñïîëüçóÿ îöåíêè (3.125), (3.122), (3.117) ïîëó÷àåì òàêèì

æå îáðàçîì îöåíêè S6 ñâåðõó âèäà q2 ≡ 0.33 · 1.745
n

n3
;

S6 ⩽ 0.099992
n1
n3
· 1.745n ⊕ (4 tan 0.3994)n

2n
⊕ 0.1484(4 tan 0.3994)n

n2 tan 0.3994
+ q2

S6 ⩽ 0.0946829
n1
n3
· 1.745n ⊕ (4 tan 0.370895)n

2n
⊕ 0.14(4 tan 0.370895)n

n2 tan 0.370895
+ q2

S6 ⩽ 0.0878534
n1
n3
· 1.745n ⊕ (4 tan 0.33788)n

2n
⊕ 0.37

n2
(4 tan 0.33788)n + q2

S6 ⩽ 0.0810391
n1
n3
· 1.745n ⊕ (4 tan 0.30588)n

2n
⊕ 0.38

n2
(4 tan 0.30588)n + q2

S6 ⩽ 0.0742361
n1
n3
· 1.745n ⊕ (4 tan 0.27491)n

2n
⊕ 0.39

n2
(4 tan 0.27491)n + q2

S6 ⩽ 0.0674452
n1
n3
· 1.745n ⊕ (4 tan 0.244979)n

2n
⊕ 0.4

n2
(4 tan 0.244979)n + q2

S6 ⩽ 0.0613578
n1
n3
· 1.745n ⊕ (4 tan 0.2160849)n

2n
⊕ 0.41(4 tan 0.2160849)n

n2
+ q2

(3.127)

Îïðåäåëåíèå 27. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H10
9 ñóììó ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ

÷èñåë H9 è H10; Äëÿ óäîáñòâà îíè âûäåëåíû ñêîáêàìè ︸︷︷︸ â ñîîòíîøåíèÿõ

(3.85);

Â ñèëó îöåíîê (3.126) è (3.107) è (3.74) èìååì σ1 < 0.43112 è θ ∈ I1 ⇒ S5 ⩽

1.000087 · 704n1

1000
·
[
8

9

]n
· (4−

√
7)n · (1+tan 0.407)n; Çíà÷èò ìîæíî ñäåëàòü âûâîä

H10
9 σ1 ⩽

([
1.744604n · 0.1135n1

n3

]
+

(4 tan 0.407)
n

2n
+ 1.000087

[
8

9

]n
(4−

√
7)n·︸ ︷︷ ︸

(3.126)

· (1 + tan 0.407)
n
+

35

100n2
[4 tan 0.407]

n

)
︸ ︷︷ ︸ ·0.43112⊕

⊕

1.000087 · 704n1

1000

[
8

9

]n
· (4−

√
7)n(1 + tan 0.407)n︸ ︷︷ ︸

(3.107)

 0.43112;

(3.128)

∂σ1

∂
y

x

> 0, ← Ïî óòâåðæäåíèþ 8

t < 0.3994, 0.370895 . . .← Íåð.(3.98)
y

x
= tan t,← Ïî óòâåðæäåíèþ 9

σ1 ≡ hn1

(
1 +

y

x

)
− 1−

(y
x

)n
← Îïð.18

⇒



σ1 < 0.4222, t < 0.399 . . .

σ1 < 0.38894, t < 0.370 . . .

σ1 < 0.35137, t < 0.337 . . .

σ1 < 0.315804, t < 0.305 . . .

σ1 < 0.2820528, t < 0.274 . . .

σ1 < 0.2500008, t < 0.244 . . .

σ1 < 0.219513 t < 0.216 . . .
(3.129)
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Â ñèëó îöåíîê (3.127) è (3.108) è (3.129) èìååì (ñíà÷àëà âûïèøåì îöåíêè (3.108)

åù¼ ðàç äëÿ íàãëÿäíîñòè)

S5 ⩽ 0.236899n1/n
3 · 1.745n, åñëè θ1 > 0.14

S5 ⩽ 0.24347n1/n
3 · 1.745n, åñëè θ1 > 0.13

S5 ⩽ 0.25005n1/n
3 · 1.745n, åñëè θ1 > 0.12

S5 ⩽ 0.25663n1/n
3 · 1.745n, åñëè θ1 > 0.11,

S5 ⩽ 0.26321n1/n
3 · 1.745n, åñëè θ1 > 0.10,

S5 ⩽ 0.26979n1/n
3 · 1.745n, åñëè θ1 > 0.09,

S5 ⩽ 0.27952n1/n
3 · 1.745n, åñëè θ1 > 0.0752← Îöåíêè (3.108)

Èìååì: ïî ôàêòó íàäî ñëîæèòü îöåíêè (3.127) è (3.108), çàòåì ïîëó÷åííóþ

ñóììó óìíîæèòü íà îöåíêó σ1 ñâåðõó èç ñîîòíîøåíèé (3.129) äëÿ êàæäîãî çíà-

÷åíèÿ t <, ïîëó÷àåòñÿ

σ1H
9
10 ⩽

[
0.099992

n1
n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.3516

n2

)
(4 tan 0.3994)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.4222⊕

[
0.236899

n1
n3
· 1.745n

]
0.4222, t < 0.3994

σ1H
9
10 ⩽

[
0.0946829

n1
n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.36

n2

)
(4 tan 0.370895)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.38894⊕

[
0.24347

n1
n3
· 1.745n

]
0.38894, t < 0.370895

σ1H
9
10 ⩽

[
0.0878534n1

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.37

n2

)
(4 tan 0.33788)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.35137⊕

[
0.25005

n1
n3
· 1.745n

]
0.35137, t < 0.33788

σ1H
9
10 ⩽

[
0.0810391

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.38

n2

)
(4 tan 0.30588)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.315804⊕

[
0.25663

n1
n3
· 1.745n

]
0.315804, t < 0.30588

σ1H
9
10 ⩽

[
0.0742361

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.39

n2

)
(4 tan 0.27491)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.2820528⊕

[
0.26321

n1
n3
· 1.745n

]
0.2820528, t < 0.27491

σ1H
9
10 ⩽

[
0.0674452

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.4

n2

)
(4 tan 0.244979)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.2500008⊕

[
0.26979

n1
n3
· 1.745n

]
0.2500008, t < 0.244979

σ1H
9
10 ⩽

[
0.0613578

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.41

n2

)
(4 tan 0.21608498)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.219513⊕

[
0.27952

n1
n3
· 1.745n

]
0.219513, t < 0.21608498

(3.130)
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Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.85) (âûïèñàíû íèæå) îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â H9, H10 <

0, êðîìå ∂Kn
D/∂δ;

2θn1 − (hn1 − θn1δn1) θn2θ2σ−1δ − θn1 (hn1 − 1)σ−1

K2n
D

· ∂K
n
D

∂δ
=

=
−(H9 +H10)σ1 + (H7 +H8)

∂σ1
∂δ

σ2
1

,

H9 ≡ 2θ

[
n2h

n3
∂h

∂δ
(1− h)− hn2

∂h

∂δ

]
− 2n

n
· n2h

n3
∂h

∂δ
+ θn1

n1h
n2

Kn
D

· ∂h
∂δ︸ ︷︷ ︸,

H10 ≡ θ2
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2︸ ︷︷ ︸
)
+

+

︷ ︸︸ ︷
θ2δ

[
−2n1hn2

∂h

∂δ

]
+ θ2δ [−2]

[
2n1

n
− θ
] [
hn2 + n2h

n3
∂h

∂δ
δ

]
⊕

⊕ θ2δθn2

[
2n

n
· n1δ

n2 + n1

(
hn2

∂h

∂δ
− θn1δn2

)]
︸ ︷︷ ︸ ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.85)

Èññëåäóåì ñëàãàåìûå, íå ïîìå÷åííûå ôèãóðíûìè ñêîáêàìè ︸︷︷︸ â ñîîòíîøåíè-
ÿõ (3.85);

Èññëåäóåì òàêèå ñëàãàåìûå ó H9;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 12. S8 ≡
2n

n
· hn3 · n2

∂h

∂δ
;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.78) h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
; l = 1− nθ

2n1
⇒

⇒ ∂h

∂δ
= θ

(
1− nθ

2n1

)
⇒ S8 =

2n

n
· hn3 · n2θ

(
1− nθ

2n1

)
; (3.131)

Â óðàâíåíèè (3.131) åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ arg θ, âåòâè ââåðõ, θv = 1/4 ·
2n/n, ïîýòîìó min çíà÷åíèå îíà äîñòèãàåò íà ëåâîì êîíöå îòðåçêà èç óñëîâèÿ

óòâåðæäåíèÿ 13 âèäà θ ⩾
2n

9n
· 4−

√
7

1.014q
; Çíà÷èò óðàâíåíèå (3.131) ïðèìåò âèä,

ó÷èòûâàÿ îöåíêó (3.89) âèäà hn1 ⩾ (1 + tann 0.399367)
1−1/n

;

Îïðåäåëåíèå 28. q ≡ 1 + 10−n7 ;

S8 ⩾
2n

n
· [1 + tann 0.399368]

n3/n · n2 ·
2n

9n
· 4−

√
7

1.014q

(
1− 2

9
· 4−

√
7

1.014q

)
⇒

⇒ S8 ⩾
22n

81n2
· 8.45256n2; (3.132)
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Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (3.90) âèäà

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 7/18)
1−1/n

, åñëè t > arctan 7/18

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 13/37)
1−1/n

, åñëè t > arctan 13/37

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 6/19)
1−1/n

, åñëè t > arctan 6/19

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 11/39)
1−1/n

, åñëè t > arctan 11/39

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 1/4)
1−1/n

, åñëè t > arctan 1/4

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 9/41)
1−1/n

, åñëè t > arctan 9/41

hn1 ⩾ (1 + tann arctan 94/531)
1−1/n

, åñëè t > arctan 94/531

è ðàçáèåíèå (3.87) âèäà[
θ1 ∈ (0.14; 0.1484); θ1 ∈ (0.13; 0.14); θ1 ∈ (0.12; 0.13); θ1 ∈ (0.11; 0.12)

θ1 ∈ (0.1; 0.11); θ1 ∈ (0.09; 0.1); θ1 ∈ (0.0752; 0.09)

óðàâíåíèå (3.131) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä íåðàâåíñòâ

S8 ⩾
2n

n
· n2 · 0.14 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.14)⇒ S8 ⩾ 0.1008 · 4n · n2

n2

S8 ⩾
2n

n
· n2 · 0.13 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.13)⇒ S8 ⩾ 0.0962 · 4n · n2

n2

S8 ⩾
2n

n
· n2 · 0.12 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.12)⇒ S8 ⩾ 0.0912 · 4n · n2

n2

S8 ⩾
2n

n
· n2 · 0.11 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.11)⇒ S8 ⩾ 0.0858 · 4n · n2

n2

S8 ⩾
2n

n
· n2 · 0.10 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.10)⇒ S8 ⩾ 0.08 · 4n · n2

n2

S8 ⩾
2n

n
· n2 · 0.09 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.09)⇒ S8 ⩾ 0.0738 · 4n · n2

n2

S8 ⩾
2n

n
· n2 · 0.0752 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.0752)⇒ S8 ⩾ 0.063889 · 4n · n2

n2

(3.133)

Â ñèëó îöåíîê (3.132) è (3.91) ïîëó÷àåòñÿ

S8 ⩾
22n

81n2
·8.45256n2; σ1 ⩾ tan 0.399367⇒ (−H9−H10)σ1 ⩾

n2 · 22n

22.7056n2
; (3.134)

Â ñèëó îöåíîê (3.92) è (3.133) ïîëó÷àåòñÿ ïî àíàëîãèè

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.0392 · 4n · n2/n
2

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.0338 · 4n · n2/n
2

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.0288 · 4n · n2/n
2

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.0242 · 4n · n2/n
2

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.02 · 4n · n2/n
2

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.0162 · 4n · n2/n
2

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.01131 · 4n · n2/n
2

(3.135)
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Îñòàëîñü îöåíèòü min (H7 +H8) ∂σ1/∂δ â Ï× óðàâíåíèÿ (3.85);
∂σ1
∂δ

= n1h
n2
∂h

∂δ
(1 + δθ) + θhn1 − nθnδn1 , ← Óðàâíåíèå (3.82)

∂h

∂δ
= θ

(
1− nθ

2n1

)
← Óðàâíåíèå (3.78)

⇒

⇒ ∂σ1
∂δ

= n1h
n2θ

(
1− nθ

2n1

)
(1 + δθ) + θhn1 − nθnδn1 ; (3.136)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.118) óðàâíåíèå (3.136) ïðèíèìàåò âèä

∂σ1
∂δ

= n1h
n2θ

(
1− nθ

2n1

)
(1 + tan t)⊕ θhn1 − nθ tann1 t; (3.137)


t < 0.407, n ⩾ 11,← Óòâ.11 è th 1

θ <
4−
√
7

9 (1 + 10−n7)
· 2

n

n
,← Óòâ.13

hn1 < 1.000087← Íåðàâåíñòâî (3.73)

⇒

{
äëÿ óðàâíåíèÿ (3.137)

âåðíà îöåíêà

∂σ1
∂δ

⩽ 1.000087n1 ·
2n

9n

(
1− 2

9
· 4−

√
7

1 + 10−4

)
4−
√
7

1 + 0 · 10−n7
(1 + tan 0.407)⊕

⊕ 2n

9n
· 4−

√
7

1 + 0
· 1.000087;

(3.138)

Îöåíêó (3.138) ìîæíî óïðîñòèòü

∂σ1
∂δ

⩽
2n

9
· 1.35505 + 2n

9n
· 1.35450; (3.139)

Äëÿ ðàçáèåíèÿ (3.87) âåðíî ñëåäóþùåå.

Âûïèøåì íåðàâåíñòâà (3.98) âèäà θ1 < ⇒ t < â ìàòðè÷íîì âèäå
(
θ1
t

)
⩽

(
0.1484 0.14 0.13 0.12

0.39940 0.370895 0.337880 0.305880

)
(
θ1
t

)
⩽

(
0.11 0.10 0.09

0.27491 244979 0.21608498

)
Òîãäà

t < 0.3994 . . . , n ⩾ 11,← Íåð.(3.98) è th 1

θ < 0.1484 · 2
n

n
. . . ,← Íåðàâåíñòâî (3.98)

hn1 < 1.000076 . . .← Íåðàâåíñòâî (3.99)

⇒

{
äëÿ óðàâíåíèÿ (3.137)

âåðíà îöåíêà
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∂σ1
∂δ

⩽ 1.000076

[
n1 · 0.1484 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.1484)(1 + tan 0.3994) + 0.1484 · 2

n

n

]
∂σ1
∂δ

⩽ 1.0000308

[
n1 · 0.14 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.14)(1 + tan 0.370895) + 0.14 · 2

n

n

]
∂σ1
∂δ

⩽ 1.000011

[
n1 · 0.13 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.13)(1 + tan 0.33788) + 0.13 · 2

n

n

]
∂σ1
∂δ

⩽ 1.00001

[
n1 · 0.12 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.12)(1 + tan 0.30588) + 0.12 · 2

n

n

]
∂σ1
∂δ

⩽ 1.000001

[
n1 · 0.11 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.11)(1 + tan 0.27491) + 0.11 · 2

n

n

]
∂σ1
∂δ

⩽ 1.0000003

[
n1 · 0.1 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.1)(1 + tan 0.244979) + 0.1 · 2

n

n

]
∂σ1
∂δ

⩽ 1.0000001

[
n1 · 0.09 ·

2n

n
· (1− 2 · 0.09)(1 + tan 0.21608498) + 0.09 · 2

n

n

]

⇒

⇒



∂σ1
∂δ

⩽ 0.148412 · 2n/n⊕ 0.148413 · 2n/n · n1, åñëè θ1 ⩽ 0.1484

∂σ1
∂δ

⩽ 0.140005 · 2n/n⊕ 0.140005 · 2n/n · n1, åñëè θ1 ⩽ 0.14

∂σ1
∂δ

⩽ 0.1300015 · 2n/n⊕ 0.1300017 · 2n/n · n1, åñëè θ1 ⩽ 0.13

∂σ1
∂δ

⩽ 0.12000012 · 2n/n⊕ 0.12000013 · 2n/n · n1, åñëè θ1 ⩽ 0.12

∂σ1
∂δ

⩽ 0.11000011 · 2n/n⊕ 0.11000013 · 2n/n · n1, åñëè θ1 ⩽ 0.11

∂σ1
∂δ

⩽ 0.10000003 · 2n/n⊕ 0.100000059 · 2n/n · n1, åñëè θ1 ⩽ 0.10

∂σ1
∂δ

⩽ 0.090000005 · 2n/n⊕ 0.090000006 · 2n/n · n1, åñëè θ1 ⩽ 0.09

(3.140)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.75) âèäà |λ| ⩽ 4θσ1; ïî îïðåäåëåíèþ 20 λ ≡ H7 + H8,

ïîýòîìó â ñèëó îöåíêè (3.74) âèäà σ1 < 0.43112 è θ <
4−
√
7

9 (1 + 10−n7)
· 2

n

n
â ñèëó

óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 13, èìååì

|λ| ⩽ 4 · 2
n

9n
· 4−

√
7

1 + 0
· 0.43112; (3.141)

Äëÿ ðàçáèåíèÿ (3.87) âèäà[
θ1 ∈ (0.14; 0.1484); θ1 ∈ (0.13; 0.14); θ1 ∈ (0.12; 0.13); θ1 ∈ (0.11; 0.12)

θ1 ∈ (0.1; 0.11); θ1 ∈ (0.09; 0.1); θ1 ∈ (0.0752; 0.09)

òîæå ìîæíî îöåíèòü |λ| ñâåðõó, ò. å. âåðíî ñëåäóþùååθ < 0.1484 · 2
n

n
. . . , ← Íåðàâåíñòâî (3.98)

σ1 < . . .← Íåð. (3.129), |λ| ⩽ 4θσ1 ← Íåð. (3.75)
⇒

{
äëÿ |λ| âåðíà îöåíêà
äëÿ êàæäîãî θ1
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

|λ| ⩽ 4 · 0.1484 · 2n/n · 7/18, åñëè t < 0.39940, θ1 ⩽ 0.1484, σ1 < 0.4222

|λ| ⩽ 4 · 0.14 · 2n/n · 0.38894, åñëè t < 0.370895, θ1 ⩽ 0.14, σ1 < 0.38894

|λ| ⩽ 4 · 0.13 · 2n/n · 0.35137, åñëè t < 0.337880, θ1 ⩽ 0.13, σ1 < 0.35137

|λ| ⩽ 4 · 0.12 · 2n/n · 0.315804, åñëè t < 0.305880, θ1 ⩽ 0.12, σ1 < 0.315804

|λ| ⩽ 4 · 0.11 · 2n/n · 0.2820528, åñëè t < 0.27491, θ1 ⩽ 0.11, σ1 < 0.2820528

|λ| ⩽ 4 · 0.1 · 2n/n · 0.2500008, åñëè t < 0.244979, θ1 ⩽ 0.1, σ1 < 0.250000

|λ| ⩽ 4 · 0.09 · 2n/n · 0.219513, åñëè t < 0.21608498, θ1 ⩽ 0.09, σ1 < 0.219513
(3.142)

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (3.141) è (3.139), è îïðåäåëåíèå 20 λ ≡ H7 +H8 ïîëó÷àåì

(H7 +H8)
∂σ1
∂δ

= λ
∂σ1
∂δ

⩾ −4 · 2
n

9n
· 0.5839

(
2n

9
· 1.35505 + 2n

9n
· 1.3545

)
; (3.143)

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (3.140) è (3.142), è îïðåäåëåíèå 20 λ ≡ H7 +H8 ïîëó÷àåì

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.1484 · 2n/n · 0.4222] 0.148413 (1 + 1/n) 2n, åñëè θ1 < 0.1484

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.14 · 2n/n · 0.38894] 0.140005 (1 + 1/n) 2n, åñëè θ1 < 0.14

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.13 · 2n/n · 0.35137] 0.1300017 (1 + 1/n) 2n, åñëè θ1 < 0.13

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.12 · 2n/n · 0.315804] 0.1200013 (1 + 1/n) 2n, åñëè θ1 < 0.12

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.11 · 2n/n · 0.2820528] 0.11000013 (1 + 1/n) 2n, åñëè θ1 < 0.11

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.1 · 2n/n · 0.2500008] 0.10000006 (1 + 1/n) 2n, åñëè θ1 < 0.10

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.09 · 2n/n · 0.21913] 0.09000001 (1 + 1/n) 2n, åñëè θ1 < 0.09
(3.144)

Ñêëàäûâàåì îöåíêè (3.143) è (3.134) è ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà îòðèöàòåëüíà

ïðè n → ∞; Ñêëàäûâàåì ïîñòðî÷íî îöåíêè (3.135) è (3.144) è ïîëó÷àåì, ÷òî

ñóììà îòðèöàòåëüíà ïðè n→∞;

Çíà÷èò íàäî óëó÷øèòü îöåíêó (3.134), âçÿâ äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå â ñî-

îòíîøåíèÿõ (3.85) ó ñëàãàåìîãî H10; Îíè ïîìå÷åíû êàê ︷︸︸︷ â ñîîòíîøåíèÿõ

(3.85); Îá ýòîì ñåé÷àñ.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 13. Îáîçíà÷èì ïåðâîå äîï. ñëàãàåìîå êàê

S9 ≡ 2θ2δ

(
n1h

n2
∂h

∂δ
+

(
2n1

n
− θ
)(

hn2 + n2h
n3
∂h

∂δ
δ

))
;

Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.103) âèäà ∂h/∂δ = θ (1− nθ/2n1), ÷èñëî S9 ïðèíèìàåò âèä

S9 = 2θ2δ

(
n1h

n2θ

[
1− nθ

2n1

]
+

(
2n1

n
− θ
)(

hn2 + n2h
n3δθ

[
1− nθ

2n1

]))
;

(3.145)

Ò. ê. íàäî îöåíèòü S9 ñíèçó, èñïîëüçóåì óðàâíåíèå (3.118) δ =
tan t

θ
, îöåíêó

(3.86) t > 0.399367 è ÷òî âñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé 9 è 5 y/x = δθ = tan t, â èòîãå

èç óðàâíåíèÿ (3.145) ïîëó÷àåòñÿ

S9 ⩾ 2θ2n1h
n2

[
1− nθ

2n1

]
tan 0.399368 + 2θ tan 0.399368 ·

(
2n1

n
− θ
)
·

·
(
hn2 + n2h

n3 δθ︸︷︷︸ [1− nθ

2n1

])
;

(3.146)
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Ïî àíàëîãèè, äëÿ ðàçáèåíèé (3.87), ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (3.88) âèäà
(
θ1
t

)
⩾

(
0.14 0.13 0.12 0.11

arctan 7/18 arctan
13

37
arctan

6

19
arctan

11

39

)
(
θ1
t

)
⩾

(
0.1 0.09 0.075

arctan
1

4
arctan

9

41
arctan

94

531

) ← (3.88)

è èç ðàâåíñòâà (3.145) ïîëó÷àåòñÿ

S9 ⩾ 2 · 0.142 · 4n · n1/n
2 · (1− 2 · 0.14) tan arctan 7/18

S9 ⩾ 2 · 0.132 · 4n · n1/n
2 · (1− 2 · 0.13) tan arctan 13/37

S9 ⩾ 2 · 0.122 · 4n · n1/n
2 · (1− 2 · 0.12) tan arctan 6/19

S9 ⩾ 2 · 0.112 · 4n · n1/n
2 · (1− 2 · 0.11) tan arctan 11/39

S9 ⩾ 2 · 0.12 · 4n · n1/n
2 · (1− 2 · 0.1) tan arctan 1/4

S9 ⩾ 2 · 0.092 · 4n · n1/n
2 · (1− 2 · 0.09) tan arctan 9/41

S9 ⩾ 2 · 0.07522 · 4n · n1/n
2 · (1− 2 · 0.0752) tan arctan 94/531

⇒

⇒



S9 ⩾ 0.010976 · 4n · n1/n
2

S9 ⩾ 0.008788 · 4n · n1/n
2

S9 ⩾ 0.006912 · 4n · n1/n
2

S9 ⩾ 0.005324 · 4n · n1/n
2

S9 ⩾ 0.004 · 4n · n1/n
2

S9 ⩾ 0.002916 · 4n · n1/n
2

S9 ⩾ 0.0016994 · 4n · n1/n
2

(3.147)

Îöåíêó (3.146) ìîæíî åù¼ óëó÷øèòü.

Âî-ïåðâûõ ïî óòâåðæäåíèþ 9 è óòâåðæäåíèþ 5 ñîîòâåòñòâåííî y/x = tan t,

y/x = δθ ⇒ δθ = tan t ïîäñòàâëÿåì â δθ︸︷︷︸;
Âî-âòîðûõ ïî îïðåäåëåíèþ 18 h ≡ z/x > 1;

Â-òðåòüèõ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ θ (1− nθ/2n1) äîñòèãàåò min ïðè min çíà÷å-

íèè θ, ò. ê. êîîðäèíàòà âåðøèíû θv = 2n2/n áîëüøå max çíà÷åíèÿ θ èç óñëîâèÿ

óòâåðæäåíèÿ 13; Ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 13 θ <
2n

n
· 4−

√
7

9(1 + 10−n7)
;

Ïî îïðåäåëåíèþ 28 q ≡ 1 + 10−n7 ; Ïîýòîìó îöåíêà (3.146) ïðèíèìàåò âèä

S9 ⩾ tan 0.399368 ·

[
2 · 22n

81n2
· (4−

√
7)2

1.0142q2
n1

(
1− 2

9
· 4−

√
7

1.014q

)
+ 2 · 2

n

9n
· 4−

√
7

1.014q
·

·

[
2n1

n
− 2n

9n
· 4−

√
7

1.014q

]
·

[
1 + n2 tan 0.399368

(
1− 2

9
· 4−

√
7

1 + 10−n7

)]]
;

(3.148)

Ïðîäîëæàåì óëó÷øàòü îöåíêó (3.148);

Èç îöåíêè (3.148) ïîëó÷àåòñÿ

S9 ⩾
4n

81n
(1.046 + 1.058)⇒ S9 ⩾

2.100 · 4n

81n
; (3.149)
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Ïóñòü Σ ≡ ñóììà îöåíîê (3.134) è (3.143) îöåíêè (3.149) è îöåíêè (3.128) ñî

çíàêîì ⊖, ò. ê. íàäî îöåíèòü min çíà÷åíèå Ï× óðàâíåíèÿ (3.85); Ôîðìàëüíîå

îïðåäåëåíèå Σ áóäåò âûïèñàíî íèæå.

20 40 60 80 100
n

1×1047

2×1047

3×1047

4×1047

5×1047
Σ оценок

Ðèñ. 5. Ãðàôèê ôóíêöèè Σ, íóæíîé äëÿ îöåíêè Ï× óðàâíåíèÿ (3.85)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 14.

Σ ≡
(

n2 · 22n

22.7056n2

)
⊕
(
−4 · 2

n

9n
· 0.5839

(
2n

9
· 1.35505 + 2n

9n
· 1.3545

))
⊕(

2.100 · 4n

81n

)
⊖
[([

1.744604n · 0.1135n1
n3

]
+

(4 tan 0.407)
n

2n
+ 1.000087

[
8

9

]n
·

(4−
√
7)n · (1 + tan 0.407)

n
+

35

100n2
[4 tan 0.407]

n

)
· 0.43112⊕1.000087 · 704n1

1000

[
8

9

]n
· (4−

√
7)n(1 + tan 0.407)n︸ ︷︷ ︸

(3.107)

 0.43112

 ;

Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå Σ áóäåò ïîëîæèòåëüíî ∀ n ⩾ 11, ÷òî

âèäíî èç ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 5);

Ôóíêöèÿ Σ(n) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ïðè÷¼ì Σ(n = 11) ≈ 1047 > 0;

Âûïèøåì ðàçáèåíèå (3.87) è îöåíêè (3.135) è (3.144) è (3.147) äëÿ óäîáñòâà

â ïîðÿäêå èõ ïåðå÷èñëåíèÿ.[
θ1 ∈ (0.14; 0.1484); θ1 ∈ (0.13; 0.14); θ1 ∈ (0.12; 0.13); θ1 ∈ (0.11; 0.12)

θ1 ∈ (0.1; 0.11); θ1 ∈ (0.09; 0.1); θ1 ∈ (0.0752; 0.09) ← (3.87)
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

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.0392 · 4n · n2/n
2

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.0338 · 4n · n2/n
2

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.0288 · 4n · n2/n
2 ← Îöåíêè (3.135)

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.0242 · 4n · n2/n
2

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.02 · 4n · n2/n
2

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.0162 · 4n · n2/n
2

(−H9 −H10)σ1 ⩾ 0.01131 · 4n · n2/n
2

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.1484 · 2n/n · 0.4222] 0.148413 (1 + 1/n) 2n

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.14 · 2n/n · 0.38894] 0.140005 (1 + 1/n) 2n

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.13 · 2n/n · 0.35137] 0.1300017 (1 + 1/n) 2n

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.12 · 2n/n · 0.315804] 0.1200013 (1 + 1/n) 2n ← Îöåíêè (3.144)

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.11 · 2n/n · 0.2820528] 0.11000013 (1 + 1/n) 2n

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.1 · 2n/n · 0.2500008] 0.10000006 (1 + 1/n) 2n

λ∂σ1/∂δ ⩾ [−4 · 0.09 · 2n/n · 0.21913] 0.09000001 (1 + 1/n) 2n

S9 ⩾ 0.010976 · 4n · n1/n
2

S9 ⩾ 0.008788 · 4n · n1/n
2

S9 ⩾ 0.006912 · 4n · n1/n
2

S9 ⩾ 0.005324 · 4n · n1/n
2

S9 ⩾ 0.004 · 4n · n1/n
2 ← Îöåíêè (3.147)

S9 ⩾ 0.002916 · 4n · n1/n
2

S9 ⩾ 0.0016994 · 4n · n1/n
2

Ïî àíàëîãèè, äëÿ ðàçáèåíèé (3.87) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå.

Ïóñòü Σi ≡ ñóììà îöåíîê (3.135) è (3.144) è îöåíêè (3.147) è îöåíêè (3.130)

ñî çíàêîì ⊖, ò. ê. íàäî îöåíèòü min Ï× óðàâíåíèÿ (3.85);

Íèæå åù¼ ðàç âûïèøåì îöåíêè (3.130) (ñì. ñòð. 71);

Óðàâíåíèå (3.85) èìååò òàêîé âèä

2θn1 − (hn1 − θn1δn1) θn2θ2σ−1δ − θn1 (hn1 − 1)σ−1

K2n
D

· ∂K
n
D

∂δ
=

=
−(H9 +H10)σ1 + (H7 +H8)

∂σ1
∂δ

σ2
1

; ← Óðàâíåíèå (3.85)

Âûïèøåì åù¼ ðàç îöåíêè θ1 ⩽⇒ t ⩽⇒ σ1 ⩽ äëÿ êàæäîãî t ⩽;

θ1t
σ1

 ⩽

0.1484 0.14 0.13 0.12

0.3994 0.370895 0.33788 0.30588

0.4222 0.38894 0.35137 0.315804


θ1t
σ1

 ⩽

 0.11 0.10 0.09

0.27491 0.244979 0.21608498

0.2820528 0.250008 0.219513


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Îöåíêè σ1 ñâåðõó áûëè âçÿòû èç ñîâîêóïíîñòè (3.129); Îöåíêè (3.130) èìåþò

íèæåñëåäóþùèé âèä, ó íèõ äëÿ êàæäîãî max çíà÷åíèÿ t è max çíà÷åíèÿ σ

ïîëó÷àåòñÿ ñâîå max çíà÷åíèå σ1H
9
10;



σ1H
9
10 ⩽

[
0.099992

n1
n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.3516

n2

)
(4 tan 0.3994)n+ ← (3.130)

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.4222⊕

[
0.236899

n1
n3
· 1.745n

]
0.4222, t < 0.3994

σ1H
9
10 ⩽

[
0.0946829

n1
n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.36

n2

)
(4 tan 0.370895)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.38894⊕

[
0.24347

n1
n3
· 1.745n

]
0.38894, t < 0.370895

σ1H
9
10 ⩽

[
0.0878534n1

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.37

n2

)
(4 tan 0.33788)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.35137⊕

[
0.25005

n1
n3
· 1.745n

]
0.35137, t < 0.33788

σ1H
9
10 ⩽

[
0.0810391

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.38

n2

)
(4 tan 0.30588)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.315804⊕

[
0.25663

n1
n3
· 1.745n

]
0.315804, t < 0.30588

σ1H
9
10 ⩽

[
0.0742361

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.39

n2

)
(4 tan 0.27491)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.2820528⊕

[
0.26321

n1
n3
· 1.745n

]
0.2820528, t < 0.27491

σ1H
9
10 ⩽

[
0.0674452

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.4

n2

)
(4 tan 0.244979)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.2500008⊕

[
0.26979

n1
n3
· 1.745n

]
0.2500008, t < 0.244979

σ1H
9
10 ⩽

[
0.0613578

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.41

n2

)
(4 tan 0.21608498)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.219513⊕

[
0.27952

n1
n3
· 1.745n

]
0.219513, t < 0.21608498

Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ êàæäîãî èç íèæåïåðå÷èñëåííûõ èíòåðâàëîâ (3.87) θ1 ∈
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå. Ïðè âûâîäå âûøåíàïèñàííûõ îöåíîê èñïîëüçîâàëèñü

îöåíêè θ1 ñíèçó èç ðàçáèåíèÿ (3.87), ïîýòîìó êàæäîé ñòðî÷êå íèæåíàïèñàííîé

ñîâîêóïíîñòè (3.150) ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàë θ1 ∈ èç ñîâîêóïíîñòè (3.87); Ýòèõ
èíòåðâàëîâ ñåìü øòóê â ñîâîêóïíîñòè (3.87) è â ñîâîêóïíîñòè (3.150) Σi òîæå

ñåìü øòóê.

[
θ1 ∈ (0.14; 0.1484); θ1 ∈ (0.13; 0.14); θ1 ∈ (0.12; 0.13); θ1 ∈ (0.11; 0.12)

θ1 ∈ (0.1; 0.11); θ1 ∈ (0.09; 0.1); θ1 ∈ (0.0752; 0.09) ← (3.87)
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Ïîëó÷àåòñÿ äëÿ êàæäîãî èç ïðîìåæóòêîâ (3.87) ñëåäóþùàÿ ñîâîêóïíîñòü ðà-

âåíñòâ â èòîãå

Σ1 = 0.0392 · 4n · n2
n2
⊕ [−4 · 0.1484 · 2n/n · 0.4222] 0.148413 (1 + 1/n) 2n⊕

0.010976 · 4nn1
n2
⊖
[
0.099992

n1
n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.3516

n2

)
(4 tan 0.3994)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.4222⊖

[
0.236899

n1
n3
· 1.745n

]
0.4222, åñëè θ1 < 0.1484

Σ2 = 0.0338 · 4nn2
n2
⊕ [−4 · 0.14 · 2n/n · 0.38894] 0.140005 (1 + 1/n) 2n⊕

0.008788 · 4nn1
n2
⊖
[
0.0946829

n1
n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.36

n2

)
(4 tan 0.370895)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.38894⊖

[
0.24347

n1
n3
· 1.745n

]
0.38894, åñëè θ1 < 0.14

Σ3 = 0.0288 · 4nn2
n2
⊕ [−4 · 0.13 · 2n/n · 0.35137] 0.1300017 (1 + 1/n) 2n⊕

0.006912 · 4nn1
n2
⊖
[
0.0878534n1

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.37

n2

)
(4 tan 0.33788)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.35137⊖

[
0.25005

n1
n3
· 1.745n

]
0.35137, åñëè θ1 < 0.13

Σ4 = 0.0242 · 4nn2
n2
⊕ [−4 · 0.12 · 2n/n · 0.315804] 0.1200013 (1 + 1/n) 2n⊕

0.005324 · 4nn1
n2
⊖
[
0.0810391

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.38

n2

)
(4 tan 0.30588)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.315804⊖

[
0.25663

n1
n3
· 1.745n

]
0.315804, åñëè θ1 < 0.12

Σ5 = 0.02 · 4nn2
n2
⊕ [−4 · 0.11 · 2n/n · 0.2820528] 0.11000013 (1 + 1/n) 2n⊕

0.004 · 4nn1
n2
⊖
[
0.0742361

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.39

n2

)
(4 tan 0.27491)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.2820528⊖

[
0.26321

n1
n3
· 1.745n

]
0.2820528, åñëè θ1 < 0.11

Σ6 = 0.0162 · 4nn2
n2
⊕ [−4 · 0.1 · 2n/n · 0.2500008] 0.10000006 (1 + 1/n) 2n⊕

0.002916 · 4nn1
n2
⊖
[
0.0674452

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.4

n2

)
(4 tan 0.244979)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.2500008⊖

[
0.26979

n1
n3
· 1.745n

]
0.2500008, åñëè θ1 < 0.1

Σ7 = 0.01131 · 4nn2
n2
⊕ [−4 · 0.09 · 2n/n · 0.21913] 0.09000001 (1 + 1/n) 2n⊕

0.0016994 · 4nn1
n2
⊖
[
0.0613578

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.41

n2

)
(4 tan 0.21608498)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.219513⊖

[
0.27952

n1
n3
· 1.745n

]
0.219513, åñëè θ1 < 0.09

(3.150)
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Ïîëó÷åíî Σ > 0⇒ èç óðàâíåíèÿ (3.85) âèäíî, ÷òî åãî Ï× ïîëîæèòåëüíà.

Íî äîêàçàíî (ñì. ñòð. 52), ÷òî åãî Ë× òîæå ïîëîæèòåëüíà. Çíà÷èò â ñèëó

óðàâíåíèÿ (3.85) ∂Kn
D/∂δ > 0 íà óêàçàííîì îòðåçêå I1 (ñì. óòâ. 13) âèäà

I1 ≡ θ ∈

[
4−
√
7

9
· (1 + 10−n7)−1

1.014
· 2

n

n
;

4−
√
7

9 (1 + 10−n7)
· 2

n

n

]
;

Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñ ðàâåíñòâàìè Σi èç ñîâîêóïíîñòè (3.150); Ýòî äàñò âîç-

ìîæíîñòü äîêàçàòü, ÷òî ∂Kn
D/∂δ > 0 íà íèæåñëåäóþùåì îòðåçêå (ñì. óòâ. 13)

I2 = θ1 ∈ [0.0752; 0.01484] ;

Ðàññìîòðèì ýòè Σi ïî î÷åðåäè.

1) Σ1 = 0.0392 · 4n · n2/n
2 ⊕ [−4 · 0.1484 · 2n/n · 0.4222] 0.148413 (1 + 1/n) 2n⊕

0.010976 · 4n · n1/n
2 ⊖

[
0.099992

n1
n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.3516

n2

)
(4 tan 0.3994)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.4222⊖

[
0.236899

n1
n3
· 1.745n

]
0.4222;

Îöåíèì Σ1 ñíèçó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n ⩾ 11 ïî óñëîâèþ th 1 ïîëó÷àåì

Σ1 ⩾
4n

n

([
0.0392

n2
n
− 4 · 0.1484 · 0.4222 · 0.148413[1 + 1/n] + 0.010976

n1
n

]
⊖

⊖
[
0.099992

n1
n3
·
(
1.745

4

)n

⊕
(

1

2n
+

0.3516

n2

)
(tan 0.3994)n + 0.33 · (1.745/4)

n

n3

]
·

·0.4222⊖
[
0.236899

n1
n3
·
(
1.745

4

)n]
0.4222

)
⇒ Σ1 ⩾

4n

n

(
1474

105
⊖ 0.4222

106

)
> 0;

2) Σ2 = 0.0338 · 4n · n2
n2
⊕
[
−4 · 0.14 · 2

n

n
· 0.38894

]
0.140005

(
1 +

1

n

)
2n⊕

0.008788 · 4n · n1
n2
⊖
[
0.0946829

n1
n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.36

n2

)
(4 tan 0.370895)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.38894⊖

[
0.24347

n1
n3
· 1.745n

]
0.38894;

Îöåíèì Σ2 ñíèçó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n ⩾ 11 ïî óñëîâèþ 1 ïîëó÷àåì

Σ2 ⩾
4n

n

([
0.038

n2
n
− 4 · 0.14 · 0.38894 · 0.140005[1 + 1/n] + 0.008788

n1
n

]
⊖

⊖
[
0.0946829

n1
n3
·
(
1.745

4

)n

⊕
(

1

2n
+

0.36

n2

)
(tan 0.370895)n + 0.33

(1.745/4)n

n3

]
·

·0.38894⊖
[
0.244347

n1
n3
·
(
1.745

4

)n]
0.38894

)
⇒

⇒ Σ2 ⩾
4n

n

(
5

103
⊖ 0.38894

106

)
> 0;
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3) Σ3 = 0.0288 · 4n · n2/n
2 ⊕ [−4 · 0.13 · 2n/n · 0.35137] 0.1300017 (1 + 1/n) 2n⊕

0.006912 · 4n · n1/n
2 ⊖

[
0.0878534n1

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.37

n2

)
(4 tan 0.33788)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.35137⊖

[
0.25005

n1
n3
· 1.745n

]
0.35137;

Îöåíèì Σ3 ñíèçó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n ⩾ 11 ïî óñëîâèþ th 1 ïîëó÷àåì

Σ3 ⩾
4n

n

([
0.0288

n2
n
− 4 · 0.13 · 0.35137 · 0.1300017[1 + 1/n] + 0.006912

n1
n

]
⊖

⊖
[
0.0878534

n1
n3
·
(
1.745

4

)n

⊕
(

1

2n
+

0.37

n2

)
(tan 0.33788)n + 0.33 · (1.745/4)

n

n3

]
·

·0.35137⊖
[
0.25005

n1
n3
·
(
1.745

4

)n]
0.35137

)
⇒ Σ3 ⩾

4n

n

(
393

105
⊖ 0.35137

106

)
> 0;

4) Σ4 = 0.0242 · 4n · n2/n
2 ⊕ [−4 · 0.12 · 2n/n · 0.315804] 0.1200013 (1 + 1/n) 2n⊕

0.005324 · 4n · n1/n
2 ⊖

[
0.0810391

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.38

n2

)
(4 tan 0.30588)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.315804⊖

[
0.25663

n1
n3
· 1.745n

]
0.315804;

Îöåíèì Σ4 ñíèçó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n ⩾ 11 ïî óñëîâèþ th 1 ïîëó÷àåì

Σ4 ⩾
4n

n

([
0.0242

n2
n
− 4 · 0.12 · 0.315804 · 0.1200013[1 + 1/n] + 0.005324

n1
n

]
⊖

⊖
[
0.0810391

n1
n3
·
(
1.745

4

)n

⊕
(

1

2n
+

0.38

n2

)
(tan 0.30588)n + 0.33 · (1.745/4)

n

n3

]
·

·0.315804⊖
[
0.25663

n1
n3
·
(
1.745

4

)n]
0.315804

)
⇒

⇒ Σ4 ⩾
4n

n

(
479

105
⊖ 0.315804

106

)
> 0;

5) Σ5 = 0.02 · 4n · n2/n
2 ⊕ [−4 · 0.11 · 2n/n · 0.2820528] 0.11000013 (1 + 1/n) 2n⊕

0.004 · 4n · n1/n
2 ⊖

[
0.0742361

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.39

n2

)
(4 tan 0.27491)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.2820528⊖

[
0.26321

n1
n3
· 1.745n

]
0.2820528;

Îöåíèì Σ5 ñíèçó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n ⩾ 11 ïî óñëîâèþ th 1 ïîëó÷àåì

Σ5 ⩾
4n

n

([
0.02

n2
n
− 4 · 0.11 · 0.2820528 · 0.11000013[1 + 1/n] + 0.004

n1
n

]
⊖

⊖
[
0.0742361

n1
n3
·
(
1.745

4

)n

⊕
(

1

2n
+

0.39

n2

)
(tan 0.27491)n + 0.33 · (1.745/4)

n

n3

]
·

·0.2820528⊖
[
0.26321

n1
n3
·
(
1.745

4

)n]
0.2820528

)
⇒

⇒ Σ5 ⩾
4n

n

(
5

103
⊖ 0.2821

106

)
> 0;
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6) Σ6 = 0.0162 · 4n · n2/n
2 ⊕

[
−4 · 0.1 · 2

n

n
· 0.2500008

]
0.10000006

(
1 +

1

n

)
2n⊕

0.002916 · 4n · n1/n
2 ⊖

[
0.0674452

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.4

n2

)
(4 tan 0.244979)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.2500008⊖

[
0.26979

n1
n3
· 1.745n

]
0.2500008;

Îöåíèì Σ6 ñíèçó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n ⩾ 11 ïî óñëîâèþ th 1 ïîëó÷àåì

Σ6 ⩾
4n

n

([
0.0162

n2
n
− 4 · 0.1 · 0.2500008 · 0.10000006[1 + 1/n] + 0.002916

n1
n

]
⊖

⊖
[
0.0674452

n1
n3

(
1.745

4

)n

⊕
(

1

2n
+

0.4

n2

)
(tan 0.244979)n + 0.33 · (1.745/4)

n

n3

]
·

·0.2500008⊖
[
0.26979

n1
n3
·
(
1.745

4

)n]
0.2500008

)
⇒

⇒ Σ6 ⩾
4n

n

(
49

104
⊖ 0.2500008

106

)
> 0;

7) Σ7 = 0.01131 · 4n · n2/n
2 ⊕ [−4 · 0.09 · 2n/n · 0.21913] 0.09000001 (1 + 1/n) 2n⊕

0.0016994 · 4n · n1/n
2 ⊖

[
0.0613578

n3
· 1.745n ⊕

(
1

2n
+

0.41

n2

)
(4 tan 0.21608498)n+

+0.33 · 1.745
n

n3

]
0.219513⊖

[
0.27952

n1
n3
· 1.745n

]
0.219513;

Îöåíèì Σ7 ñíèçó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n ⩾ 11 ïî óñëîâèþ th 1 ïîëó÷àåì

Σ7 ⩾
4n

n

([
0.01131

n2
n
− 4 · 0.09 · 0.21913 · 0.09000001[1 + 1/n] + 0.0016994

n1
n

]
⊖

⊖
[
0.0613578

n1
n3
·
(
1.745

4

)n

⊕
(

1

2n
+

0.41

n2

)
(tan 0.21608498)n + 0.33 · 1.745

n

n3 · 4n

]
·

·0.219513⊖
[
0.27952

n1
n3
·
(
1.745

4

)n]
0.219513

)
⇒

⇒ Σ7 ⩾
4n

n

(
3

103
⊖ 0.219513

106

)
> 0;

Ò. ê. âñå Σi; i ⩾ 1; i ⩽ 7; i ∈ N ïîëó÷èëèñü ïîëîæèòåëüíûìè, òî èç óðàâíåíèÿ

(3.85) âèäà

2θn1 − (hn1 − θn1δn1) θn2θ2σ−1δ − θn1 (hn1 − 1)σ−1

K2n
D

· ∂K
n
D

∂δ
=

=
−(H9 +H10)σ1 + (H7 +H8)

∂σ1
∂δ

σ2
1

âèäíî, ÷òî åãî Ï× ïîëîæèòåëüíà, ò. ê. äîêàçàíî, ÷òî Hi < 0; i = 7, 8, 9, 10;

min |H9 + H10)|σ1 − max |H7 + H8|)
∂σ1
∂δ

> 0; Íî äîêàçàíî (ñì. ñòð. 52), ÷òî

åãî Ë× òîæå ïîëîæèòåëüíà. Çíà÷èò â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.85) ∂Kn
D/∂δ > 0 íà
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óêàçàííîì îòðåçêå I2 ≡ θ ∈
[
0.0752 · 2

n

n
; 0.01484 · 2

n

n

]
(ñì. óòâåðæäåíèå 13);

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 13); ■

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 15. H11(t) ≡

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
· δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ ;

Çäåñü l(t), θ(t), δ(t) çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ èç óòâåðæäåíèÿ 9 âèäà

l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
; θ(t) =

(
1− l(t)

)
2n1/n;

δ(t) çàïèñûâàåòñÿ êàê δ(t) = tan t/θ(t) â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 5, à èìåííî y/x =

δθ è óòâåðæäåíèÿ 9, à èìåííî y/x = sin t/ cos t⇔ y/x = tan t;

Óòâåðæäåíèå 14.
h− δ

(
2n1

n
− θ
)
< 0,

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

Åñëè H11(t) çàäà¼òñÿ â òåðìèíàõ îïðåäåëåíèÿ 15, òî ôóíêöèÿ H11(t) âîçðàñ-

òàåò ïðè t ∈
(
0;

π

4

)
, ∀ n ⩾ 11;

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî÷åìó h− δ (2n1/n− θ) < 0?

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. ÷òî

h− δ
(
2n1

n
− θ
)
> 0; (3.151)

Ïî óòâåðæäåíèþ 13 h = 1 + θ (δl − n/2n1), ïîäñòàâèì ýòî óðàâíåíèå â íåðà-

âåíñòâî (3.151), ïîëó÷àåòñÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî ëåììå (1.4) θ ∈ (0; 2n2/n) è ïî

óòâåðæäåíèþ 5 l = 1− nθ/2n1 ,

1− nθ

2n1
− nδ

2n1
·
(
θ − 2n1

n

)2

> 0⇔ δ <

(
1− nθ

2n1

)
· 2

n1

n(
θ − 2n1

n

)2 ⇔ δ <
1

2n1

n
− θ

; (3.152)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìîæíî îöåíèòü δ ñíèçó ÷åðåç h− 1;
h− 1 > 0,← h ≡ z

x
> 1 Îïð.5

l = 1− nθ

2n1
,← Óòâ.5

h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
← Óòâ.13

⇒


h− 1 = θ

(
δl − n

2n1

)
,(

1− nθ

2n1

)
δ − n

2n1
> 0

⇒ δ >
n

2n1 − nθ
;

(3.153)

Î÷åâèäíî Ï× íåðàâåíñòâà (3.153)<Ï× íåðàâåíñòâà (3.152), ïîýòîìó

n

2n1 − nθ
<

1
2n1

n
− θ
⇔ n < n⇔ ∅; (3.154)
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Çíà÷èò èçíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå áûëî ëîæíî (ñì. ñòð. 76), ò. å.

h− δ
(
2n1

n
− θ
)
< 0; (3.155)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

2) Âûâîäèì ñîîòíîøåíèå äëÿ δ;

Ïî óòâåðæäåíèþ 5 è îïðåäåëåíèþ 5 ñïðàâåäëèâî

l = 1− nθ/2n1 ; y/x = δθ; h ≡ z/x,

ïîýòîìó èìååì

h− δ
(
2n1

n
− θ
)

=
(
1 +

y

x

)
− δ

(
2n1

n
− θ
)

= l + lδθ − δ
(
2n1

n
− θ
)

= 1− nθ

2n1
+

+ δ

(
θ − n

2n1
· θ2 − 2n1

n
+ θ

)
= 1− nθ

2n1
− nδ

2n1

(
2n1

n
− θ
)2

;

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíèé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

h− δ
(
2n1

n
− θ
)

= 1− nθ

2n1
− nδ

2n1
·
(
2n1

n
− θ
)2

; (3.156)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 16. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.155)

Ïóñòü H11(t) ≡ |Ï× Óðàâíåíèÿ(3.156)| ;

Êàê âèäíî, ïðèâåä¼ííîå òîëüêî ÷òî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì 15,

ïîòîìó ÷òî Ï× Óðàâíåíèÿ (3.156) ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ óòâåð-

æäåíèÿ 9, à èìåííî l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
; θ(t) =

(
1 − l(t)

)
2n1/n; y/x = tan t,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî óòâåðæäåíèþ 5 y/x = δθ, ò. å. δ = tan t/θ(t)⇒ δ = δ(t);

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.155) Ï× óðàâíåíèÿ (3.156) îòðèöàòåëüíà, ïîýòîìó óðàâ-

íåíèå (3.156) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1− nθ

2n1
− nδ

2n1

(
2n1

n
− θ
)2

= −H11(t); (3.157)

Ðåøàåì óðàâíåíèå (3.157) îòíîñèòåëüíî δ è ïîëó÷àåì

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

; (3.158)

×òî è òðåáîâàëîñü.

3) Äîêàæåì, ÷òîH11(t) èç îïðåäåëåíèÿ 15 âîçðàñòàåò ïðè t ∈ (0; π/4) , ∀ n ⩾ 11;

Â îïðåäåëåíèè 15 âèäà

H11(t) ≡

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
· δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ ,

l(t), θ(t), δ(t) çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ èç óòâåðæäåíèÿ 9 âèäà

l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
; θ(t) =

[
1− l(t)

]
2n1/n;
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Ïðè ýòîì δ(t) çàïèñûâàåòñÿ êàê δ(t) = tan t/θ(t) â ñèëó ñîîòíîøåíèé óòâåðæäå-

íèÿ 5 è óòâåðæäåíèÿ 9 âèäà

y/x = sin t/ cos t; y/x = δθ;

H11(t) âîçðàñòàåò�ýòî âèäíî èç ãðàôèêà ïðè ∀ n ⩾ 11 (ñì. Ðèñ 6);

Åñòü ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè H11(t) (ñì. Ïðèëîæåíèå 1.1, ñòð. 253);

0.2 0.4 0.6 0.8
t

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

0.012

H11

Ðèñ. 6. Ãðàôèê ôóíêöèè H11(t) ïðè n = 11;

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 14); ■

Óòâåðæäåíèå 15. Q > 3.999954 ∀ θ ∈
[
0; 2n/(9n) · (4−

√
7)
]
;

Ïðè òàêîé îöåíêå ÷èñëà Q ïîëó÷àåòñÿ Kn
w > 0;

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äåéñòâóåì ïî àëãîðèòìó óòâåðæäåíèÿ 11;

Â îïðåäåëåíèè 23 âèäà

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
, x > y

Kn
m = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
, x < y

÷èñëî Q îïðåäåëåíî êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ. Ýòî ìîæíî äåëàòü, ò. ê. θ < 2n2/n

ïî ëåììå 1.4; Âèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé x > y, ò. ê. ñëó÷àé

x < y ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé w → m, m → w, x → y, y → x; Ïî ëåììå 1.4 è ïî
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îïðåäåëåíèþ 23 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
,

Kn
w +Kn

m = 4

(
2n2

n
− θ
)
, ← Ëåììà 1.4

Km =
θ

KwKD
, KD = (Kn

w + 2θ) ξ ← Ë.1.4

⇒ Q =
Kn

w (Kn
w + 2θ)

n3 ξ(
2n2

n
− θ
)(

2n

n
− 2θ

)n3
;

(3.159)

Ò. ê. íàäî îöåíèòü Q ñíèçó, ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå (3.159) min çíà÷åíèå

Kn
w; ξ; È åù¼ θ = θ1 · 2n/n èç îïðåäåëåíèÿ 26;

Ïî ëåììå 1.4 è îïðåäåëåíèþ 26 èìååì

Kn
w ⩾ 4

(
2n2

n
− θ

)
− θn · (2n1/n− 2θ)−1(

2n1

n

)n3
; θ = θ1 ·

2n

n
; ξ ⩾ 1; (3.160)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè îöåíîê (3.160) â óðàâíåíèå (3.159) ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ

Q arg θ1, n, êîòîðàÿ óáûâàåò ∀ n ⩾ 11, θ1 ∈
(
0; [4−

√
7]/9

)
, ÷òî âèäíî èç å¼

ãðàôèêà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ n (ñì. Ðèñ 7);

Âàæíî, ÷òî ïðè âñåõ n ⩾ 11 ýñêèç ãðàôèêà ïðèìåðíî îäèíàêîâûé â òîì

ñìûñëå, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ (ñì. Ïðèëîæåíèå 1.1,

ñòð. 287);

0.05 0.10 0.15 0.20
θ1

3.92

3.94

3.96

3.98

4.00

minQ

Ðèñ. 7. Ãðàôèê ôóíêöèè minQ ïðè n = 11;

Çíà÷èò áåðåì max çíà÷åíèå θ1 = (4−
√
7)/9⇒ θ = 2n(4−

√
7)/[9n];

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (3.159) áóäåò ôóíêöèåé Q arg n, êîòîðàÿ âîçðàñòàåò ïðè
∀ n ⩾ 11, ÷òî âèäíî èç å¼ ãðàôèêà (ñì. Ðèñ 8) (ñì. Ïðèëîæåíèå 1.1, ñòð. 287);
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20 40 60 80 100
n

3.99998

3.99999

3.99999

4.00000

minQ(n)

Ðèñ. 8. Ãðàôèê ôóíêöèè minQ argn;

Çíà÷èò áåðåì n = 11 è ïîëó÷àåì

Q > 3.999954; (3.161)

×òî è òðåáîâàëîñü.

2) Äîêàæåì, ÷òî îöåíêà (3.161) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé, ò. å. ÷òî ïðè Q = 3.999954

áóäåò Kn
w > 0;

Ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì 23 (ñì. ñòð. 78), ïîäñòàâëÿÿ â íåãî îöåíêó èç óñëîâèÿ

óòâåðæäåíèÿ 15 âèäà θ ⩽
2n

9n
·
(
4−
√
7)
)
è íåðàâåíñòâî (3.161); Èìååì

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
⇒ Kn

w ⩾
2n

n
·
(
0.399− 0.44n · 3.44

3.9n

)
;

(3.162)

Èç íåðàâåíñòâà (3.162) âèäíî, ÷òî Kn
w ⩾ 0 ∀ n ⩾ 11;

×òî è òðåáîâàëîñü.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 15); ■

Óòâåðæäåíèå 16. δ <
3n

2n
∀ θ ∈

[
0;

2n

9n
· (4−

√
7)

]
;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x > y, äëÿ ñëó÷àÿ x < y

äåëàåì çàìåíû w → m, x→ y, y → x;

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 5 è îïðåäåëåíèÿ 14 èìååì
δ ≡ θn1 + 2G

G (Kn
w + 2θ)

, G ≡ Kn
wK

n
D,

G = ξ (Kn
w + 2θ)

n3 Kn
w,

∂δ

∂G
< 0

⇒ Kn
w → min, ξ → min; G→ min; (3.163)
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Ñîîòíîøåíèÿ (3.163) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 23 è óòâåðæäåíèÿ 15 (Q > 3.999954)

è ëåììû 1.4 (ξ ⩾ 1) â ÿâíîì âèäå âûãëÿäèò òàê

Kn
w ⩾ 4

(
2n2

n
− θ
)
−

θn
(
2n2

n
− θ
)−1

3.999954

(
2n

n
− 2θ

)n3
;

{
G = ξ (Kn

w + 2θ)
n3 Kn

w,

ξ ⩾ 1

(3.164)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñîîòíîøåíèé (3.164) â îïðåäåëåíèå 14 δ ≡ θn1 + 2G

G (Kn
w + 2θ)

,

G ≡ Kn
DK

n
w ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ arg θ, n, êîòîðàÿ ↗ íà θ ∈

[
0;

2n · (4−
√
7)

(9n)

]
äëÿ ∀ n ⩾ 11, ò. å. δ = δ(θ, n);

Çíà÷èò íàäî áðàòü max çíà÷åíèå θ = 2n(4−
√
7)/[9n]; Ïî÷åìó?

Ñ÷èòàåì ∂δ/∂θ, ñ÷èòàÿ, ÷òî Kn
w, G ýòî íåêèå ôóíêöèè arg θ;

Ïðè ýòîì G çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ (3.164);

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 14

δ ≡ θn1 + 2G

G (Kn
w + 2θ)

, G = ξ (Kn
w + 2θ)

n3 Kn
w ⇒

∂δ

∂θ
=

[
n1θ

n2 + 2
∂G

∂θ

]
G (Kn

w + 2θ)

G2 (Kn
w + 2θ)

2 ⊖

⊖

[
∂G

∂θ
(Kn

w + 2θ) +G
∂ (Kn

w + 2θ)

∂θ

]
(θn1 + 2G)

G2 (Kn
w + 2θ)

2 ;

(3.165)

×òîáû îïðåäåëèòü çíàê ∂δ/∂θ â óðàâíåíèè (3.165), íàõîäèì ∂Kn
w/∂θ;

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.164) âèäà Kn
w ⩾ îíà áóäåò èìåòü âèä


Q = 3.999954, G1 ≡

[
16nθ2 − 2 · 2n (2n+ 1) θ + 4n

]
,

∂Kn
w

∂θ
= −4−

4

(
2n

n
− 2θ

)−n

θn1 (2n − 2nθ)
2

Q · n (2n − 4nθ)
2 G1

(3.166)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 17. S10 ≡
[
16nθ2 − 2 · 2n (2n+ 1) θ + 4n

]
;

G2(K
n
w(θ), θ, n) ≡

(
max

θn1 + 2G(θ)

G(θ) (Kn
w(θ) + 2θ)

− 3n

2n

)
2n

n
;← ñîîòíîøåíèÿ (3.164)

Èç óðàâíåíèÿ (3.166) âèäíî, ÷òî ðàç ïî ëåììå 1.4 θ ∈ (0; 2n2/n), òî çíàê

∂Kn
w/∂θ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì S10 èç îïðåäåëåíèÿ 17;

Çíà÷èò íàäî îïðåäåëèòü åãî çíàê, èññëåäóÿ ðàñïîëîæåíèå êîðíåé ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ÷èñëà M ≡ 2n2/n;

Îáà êîðíÿ ðàñïîëîæåíû ïî ïðàâóþ ñòîðîíó îò ÷èñëà M ⇔ çíà÷åíèå êâàä-

ðàòíîãî òð¼õëåíà â ýòîé òî÷êå ïîëîæèòåëüíî è êîîðäèíàòà âåðøèíû ïàðàáîëû
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θv ⩾M ;
S10 ≡ 16nθ2 − 2 · 2n (2n+ 1) θ + 4n,

θ =M,

θv =
2n(2n+ 1)

16n

⇒

θv > M,

S10(M) = 4n
(
1 +

1

n
− 1

2n

)
> 0
⇒

⇒ êîðíè êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà ëåæàò ïðàâåå çàäàííîãî ÷èñëà M;

Íî òîãäà ò. ê. ïî ëåììå 1.4 θ ∈ (0; 2n2/n), òî äîëæíî áûòü S10 > 0, ïîòîìó

÷òî â òàêîì ñëó÷àå áóäåò îáúåäèíåíèå äâóõ ïðîìåæóòêîâ, îäèí èç êîòîðûõ ýòî

θ < 2n2/n è íå áóäåò íèêàêèõ ïðîòèâîðå÷èé ñ ëåììîé 1.4, ãäå θ < 2n2/n;

Ïîýòîìó ∂Kn
w/∂θ < −4 < 0 ⇒ ∂(Kn

w + 2θ)/∂θ < −2 < 0, íî òîãäà â ñèëó

ñîîòíîøåíèé (3.164) áóäåò

∂G

∂θ
=
∂ξ(Kn

w + 2θ)n3

∂θ
= ξn3(K

n
w + 2θ)n4 · ∂(K

n
w + 2θ)

∂θ
< 0⇒

⇒ èç ñîîòíîøåíèé (3.165) âèäíî, ÷òî ∂δ/∂θ > 0, ïîòîìó ÷òî ξ�ïàðàìåòð.

Çíà÷èò ðåàëüíî íàäî áðàòü max çíà÷åíèå θ =
2n(4−

√
7)

[9n]
;

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè max çíà÷åíèÿ θ δ áóäåò óæå ôóíêöèåé max δ(n)− 3n/2n

îäíîãî argn, äëÿ êîòîðîé âåðíà îöåíêà max δ(n) − 3n/2n < 0 ⇔ max δ(n) <

3n/2n ∀ n ⩾ 11, ýòà ôóíêöèÿ ìîíîòîííî óáûâàåò, ÷òî âèäíî èç å¼ ãðàôè-

êà (ñì. Ðèñ. 9); Äàííàÿ ôóíêöèÿ áûëà óìíîæåíà íà 2n/n äëÿ óäîáñòâà.

20 40 60 80 100
n

-0.13900

-0.13895

-0.13890

-0.13885

-0.13880

-0.13875

G2

Ðèñ. 9. Ãðàôèê îöåíêè max çíà÷åíèÿ δ, ò. å. ôóíêöèè G2 ïðè θ =

2n(4−
√
7)/[9n];

Ïðè n = 11 å¼ çíà÷åíèå ≈ −0.138898;
Ïðè n = 13 å¼ çíà÷åíèå ≈ −0.138982;
Ïðè n = 17 å¼ çíà÷åíèå ≈ −0.138997;
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Ïðè n = 19 å¼ çíà÷åíèå ≈ −0.138998;
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 16); ■

Óòâåðæäåíèå 17. Àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 13; Åñëè Kn
D ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

â óòâåðæäåíèè 13, ò. å. â âèäå

H7 ≡ 2θhn2(1− h)− 2n
hn2 − 1

n
+
θn1 (hn1 − 1)

Kn
D

, ← Îïðåäåëåíèå 20

H8 ≡ θ2δ
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2

)
, ← Îïðåäåëåíèå 20

σ1 = hn1 (1 + δθ)− 1− (δθ)
n
,

σ2 ≡
2n

n
· δn1 +

hn1 − θn1δn1

Kn
D

, ← Îïðåäåëåíèå 18

h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
, l = 1− nθ/2n1 , ← Óòâåðæäåíèÿ 13, 5

Kn
D =

2σ1θ
n1

H7 +H8 + 4σ1θ
← H7, H8 çàäàþòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ 20

Òî ñïðàâåäëèâî, ÷òî åñëè θ, n ïàðàìåòðû, òî

∂Kn
D(θ, δ, n)

∂δ
> 0 ∀ θ ∈

[
0;

2n · (4−
√
7)

18n

]
;

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîõîæå íà óòâåðæäåíèå 13;

Ïî îïð.18, îïð.15 h ≡ z

x
; l ≡ z

x+ y
⇒ h− 1 = l

(
1 +

y

x

)
− 1; (3.167)

Íî ïî óòâåðæäåíèþ 5 l = 1 − nθ/2n1 ; y/x = δθ, ïîýòîìó óðàâíåíèå (3.167)

ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

h = 1+(l−1)+ l · y
x
⇔ h−1 =

(
1− nθ

2n−1

)
δθ− nθ

2n1
⇔


h = 1 + θ

(
δl − n

2n1

)
,

l = 1− nθ

2n1
← Óòâ.5

(3.168)

Çíà÷èò â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.168) H7, H8 èç îïðåäåëåíèÿ 20 âèäà

σ2 ≡
2n

n
· δn1 +

hn1 − θn1δn1

Kn
D

, ← Îïðåäåëåíèå 18

H7 ≡ 2θhn2(1− h)− 2n
hn2 − 1

n
+
θn1 (hn1 − 1)

Kn
D

, h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
,

H8 ≡ θ2δ
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2

)
, l = 1− nθ

2n1

(3.169)

ïåðåïèøóòñÿ êàê H7 = H7(δ, θ, n) è H8 = H8(δ, θ, n);

Ïî óòâåðæäåíèþ 8, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå 20, ïîëó÷àåòñÿλ ≡ H7 +H8, ← Îïð.20

2θ

(
2− θn2

Kn
D

)
=
|λ|
σ1

⇒ 2θ

(
2− θn2

Kn
D

)
=
−H7(δ, θ, n)−H8(δ, θ, n)

σ1
;

(3.170)
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2) Íî òîãäà, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå 18 σ1 ≡ hn1

(
1 +

y

x

)
−1−

(y
x

)n
è ñîîòíîøå-

íèÿ (3.169), èç óðàâíåíèÿ (3.170) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Kn
D = Kn

D (δ; θ, y/x, n), íî

ïî óòâåðæäåíèþ 5 y/x = δθ ⇒ Kn
D = Kn

D(δ; θ, n); σ1 = hn1 (1 + δθ)− 1− (δθ)
n
;

1) Äèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.170) ïî ∂/∂δ, θ ïàðàìåòð.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.169) è ðàâåíñòâî (3.171) âèäà

σ1 = hn1 (1 + δθ)− 1− (δθ)
n
; (3.171)

2θ (−θn2) (−1)∂K
n
D

∂δ
K2n

D

=

∂(−H7 −H8)

∂δ
· σ1 ⊕ (H7 +H8)

∂σ1
∂δ

σ2
1

; (3.172)

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (3.172), ïåðåíîñÿ ∂Kn
D/∂δ âëåâî, íî ñíà÷àëà ñäåëàåì

ïðîìåæóòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ.

Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.171) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

∂σ1
∂δ

= n1h
n2
∂h

∂δ
(1 + δθ) + θhn1 − nθnδn1 ; (3.173)

Òåïåðü â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.169) (âûïèñàíû íèæå) ïîëó÷àåì

σ2 ≡
2n

n
· δn1 +

hn1 − θn1δn1

Kn
D

, ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.169)

H7 ≡ 2θhn2(1− h)− 2n
hn2 − 1

n
+
θn1 (hn1 − 1)

Kn
D

, h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
,

H8 ≡ θ2δ
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2

)
, l = 1− nθ

2n1

Ñ÷èòàåì ïðîèçâîäíûå

∂H7

∂δ
= 2θ

[
n2h

n3
∂h

∂δ
(1− h)− hn2

∂h

∂δ

]
− 2n

n
· n2h

n3
∂h

∂δ
⊕ θn1

n1h
n2
∂h

∂δ
·Kn

D

K2n
D

⊖

⊖ θn1
hn1 − 1

K2n
D

· ∂K
n
D

∂δ
;

(3.174)

∂H8

∂δ
= θ2

(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2

)
+

+ θ2δ

[
−2n1hn2

∂h

∂δ
⊖ 2

(
2n1

n
− θ
)(

hn2 + n2h
n3
∂h

∂δ
δ

)]
⊕

⊕ θ2δ

θn2

2n

n
· n1δ

n2 ⊕
n1h

n2
∂h

∂δ
− n1θ

n1δn2

K2n
D

·Kn
D −

hn1 − δn1θn1

K2n
D

· ∂K
n
D

∂δ


 ;

(3.175)
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Ïîäñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ (3.173), (3.174), (3.175) â óðàâíåíèå (3.172), ïîñëå óïðî-

ùåíèÿ îíî ïðèíèìàåò âèä (H9, H10 çàäàþòñÿ, êàê è ðàíüøå, ïî îïðåäåëåíèþ 25)

2θn1 − (hn1 − θn1δn1) θn2θ2σ−1δ − θn1 (hn1 − 1)σ−1

K2n
D

· ∂K
n
D

∂δ
=

=
−(H9 +H10)σ1 + (H7 +H8)

∂σ1
∂δ

σ2
1

,

H9 ≡ 2θ

[
n2h

n3
∂h

∂δ
(1− h)− hn2

∂h

∂δ

]
− 2n

n
· n2h

n3
∂h

∂δ
+ θn1

n1h
n2

Kn
D

· ∂h
∂δ︸ ︷︷ ︸,

H10 ≡ θ2
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2︸ ︷︷ ︸
)
+

+

︷ ︸︸ ︷
θ2δ

[
−2n1hn2

∂h

∂δ

]
+ θ2δ [−2]

[
2n1

n
− θ
] [
hn2 + n2h

n3
∂h

∂δ
δ

]
⊕

⊕ θ2δθn2

[
2n

n
· n1δ

n2 ⊕ n1
Kn

D

(
hn2

∂h

∂δ
− θn1δn2

)]
︸ ︷︷ ︸

(3.176)

2) Ñíîâà íàäî óçíàòü, âåðíî ëè, ÷òî Ë× è Ï× óðàâíåíèÿ (3.176)> 0; Îêàæåòñÿ,

÷òî äà.

I) Âåðíî ëè, ÷òî Ë× óðàâíåíèÿ (3.176) > 0?

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.176), íàäî óñòàíîâèòü, âåðíî ëè, ÷òî

2θn1 − (hn1 − θn1δn1) δθn

σ1
− θn1 (hn1 − 1)

σ1
> 0; (3.177)

Çàìå÷àíèå 5. ×èñëà H7 è H8 îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê ðàíüøå, ò. å. êàê

â îïðåäåëåíèè 20; Âîò îíè
H7 ≡ 2θhn2(1− h)− 2n

hn2 − 1

n
+
θn1 (hn1 − 1)

Kn
D

,

H8 ≡ θ2δ
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2

)
Ïî óòâåðæäåíèþ 13

Kn
D =

2σ1θ
n1

H7 +H8 + 4σ1θ
⇒ σ1 =

−H7

2θ
− H8

2θ

2− θn2

Kn
D

; (3.178)

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 16

δ <
3n

2n
⇒ h > δ

(
2n1

n
− θ
)
⇔ h+ δ

(
2n1

n
− θ
)
> 2δ

(
2n1

n
− θ
)
⇔

⇔
[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

θδhn2 > 2hn2δ2θ

(
2n1

n
− θ
)
;

(3.179)
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Áëàãîäàðÿ íåðàâåíñòâó (3.179) è óðàâíåíèþ (3.178) è îïðåäåëåíèþ 20 ÷èñëà H8,

ìîæíî σ1 îöåíèòü ñíèçó êàê

σ2 ≡
2n

n
· δn1 +

hn1 − θn1δn1

Kn
D

, ← Îïðåäåëåíèå 18

σ1 ⩾
−H7

2θ
+ 2hn2δ2θ

(
2n1

n
− θ
)
− θn1

δ

2
· σ2

2− θn2

Kn
D

(3.180)

Ïîïðîáóåì îïðîâåðãíóòü íåðàâåíñòâî (3.177), çíà÷èò íàäî îöåíèâàòü σ1 ñíèçó.

à) Îïðåäåëèì çíàê ÷èñëà H7;

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 20 ÷èñëà H7, ïîñëå âûíîñà îáùåãî ìíîæè-

òåëÿ çà ñêîáêè, ïîëó÷àåòñÿ

H7 = (h− 1)

[
θn1

Kn
D

· (hn2 + hn3 + . . .+ 1)− 2θhn2 − 2n

n
· (hn3 + hn4 + . . .+ 1)

]
;

(3.181)

Íî ïî óòâåðæäåíèþ 13 hn1 < 1.000087, ïîýòîìó ðàâåíñòâî (3.181) ïðèíèìàåò

âèä

H7 ⩽ (h− 1)

(
θn1

Kn
D

[1.000087n2 + 1]− 2n

n
[n2 − 1 + 1]

)
; (3.182)

Äîêàæåì, ÷òî â Ï× íåðàâåíñòâà (3.182) ñòîèò îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x > y; Äëÿ ñëó÷àÿ x < y äåëàåì çàìåíû x→ y,

y → x, w → m, m→ w;

Ïî ëåììå 1.4 Kn
w ⩾ 2 (2n2/n− θ)⇒ Kn

D ⩾ (2n1/n)
n3 , à θ < 2n(4−

√
7)/(18n) ïî

óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 17, ïîýòîìó

θn1

Kn
D

⩽
2nn1 · nn3(4−

√
7)n1

2n3n1(18n)n1
=

23n1(4−
√
7)n1

18n1n2
⩽

0.61n1

n2
; (3.183)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêó (3.183) è íåðàâåíñòâî (3.182), èìååì

H7 < 0⇔ −H7 > 0; (3.184)

×òî è òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèå 6. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.184) −H7 > 0, ïîýòîìó îíî íå áóäåò

ó÷èòûâàòüñÿ ïðè îöåíêå σ1 ñíèçó. Òåì íå ìåíåå åãî ìîæíî áóäåò ïðè íåîáõî-

äèìîñòè äîáàâèòü ê ïîëó÷åííîé îöåíêå σ1 ñíèçó.

á) Ïîëó÷èì îöåíêó θn2σ2 ñâåðõó.

Ïî ëåììå (1.4) Kn
w ⩾ 2 (2n2/n− θ) ⇒ Kn

D ⩾

(
2n1

n

)n3

, à θ <
2n(4−

√
7)

18n
ïî

óñëîâèþ óòâåðæäåíèþ 17, ïîýòîìó
σ2 ≡

2n

n
· δn1 +

hn1 − θn1δn1

Kn
D

,

θn2

Kn
D

⩽

(
2

4 +
√
7

)n

·
(
4 +
√
7
)2

2n

⇒


θn2σ2 ⩽

2n

n
· δn1θn2 + θn2

hn1

Kn
D

,

θn2

Kn
D

⩽

(
2

4 +
√
7

)n

·
(
4 +
√
7
)2

2n
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ïî óòâåðæäåíèþ 13 hn1 < 1.000087, ïî óòâåðæäå-

íèþ 5 y/x = δθ, ïî óòâåðæäåíèþ 9 y/x = tan t, ìîæíî ïðîäîëæèòü ïîñëåäíþþ

ñèñòåìó íåðàâåíñòâ è ïîëó÷èòü, ÷òî y/x = δθ = tan t⇒

⇒ θn2σ2 ⩽
2n

n
· δ · tann2 t+

(
2

4 +
√
7

)n

·
(
4 +
√
7
)2 · 1.000087
2n

; (3.185)

Îöåíêó (3.185) ìîæíî åù¼ óëó÷øèòü. Ïî óòâåðæäåíèþ 11 t < 0.407, åñëè

θ < 2n(4−
√
7)/(18n), à ïî óòâåðæäåíèþ 16 δ < 3n/2n, ïîýòîìó

θn2σ2 ⩽
2n

n
· 3n
2n
· tann2 0.407 +

(
2

4 +
√
7

)n

·
(
4 +
√
7
)2 · 1.000087
2n

; (3.186)

Óïðîùàåì îöåíêó (3.186) è ïîëó÷àåì

2

4 +
√
7
≈ 0.3; tan 0.407 ≈ 0.431⇒ θn2σ2 ⩽ 16.2 · 0.44n ∀ n ⩾ 11; (3.187)

Åñòü ïî÷òè âñå, ÷òîáû îöåíèòü min çíà÷åíèå Ë× óðàâíåíèÿ (3.176);

Èç íåðàâåíñòâà (3.177) (âûïèñàíî íèæå) ñëåäóåò, ÷òî

2θn1 − (hn1 − θn1δn1) δθn

σ1
− θn1 (hn1 − 1)

σ1
> 0,

Ë× íåð.(3.177) ⩾
2θn1 − hn1θnδ

σ1
− θn1 (hn1 − 1)

σ1
⩾ θn1

(
2− θhn1δ

σ1
− hn1 − 1

σ1

)
;

(3.188)

â) Ñòðîèì îöåíêó σ1 ñíèçó, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.180);

Ò. ê. H7 < 0 â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.184) è ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 17 θ <
2n

18n
(4−

√
7), èç íåðàâåíñòâà (3.180) (âûïèñàíî íèæå) âèäíî, ÷òî

σ1 ⩾
−H7

2θ
+ 2hn2δ2θ

(
2n1

n
− θ
)
− θn1

δ

2
· σ2

2− θn2

Kn
D

⇒ σ1 ⩾ hn2δ2θ · 2n1

1.178n
−

N∑
i

Si;

N∑
i

Si ≡ θn1
δ

2
· σ2 ⇒

N∑
i

Si = θn1
δ

2
·

(
2n

n
· δn1 +

hn1 − θn1δn1

Kn
D

)
,← Îïð.18

(3.189)

ã) Âûïèøåì ñëàãàåìûå Si â ôîðìóëå (3.189) è îöåíèì èõ ñâåðõó ïî î÷åðåäè,

èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.180); Ýòî áóäóò S11, S12, . . .

Çàìå÷àíèå 7. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.189), íåðàâåíñòâà (3.184) âèäà

−H7 > 0 è òîãî, ÷òî íàäî îöåíèòü σ1 ñíèçó, îöåíèòü íàäî äâà ñëàãàåìûõ

S11, S12, ò. å. i = 11, N = 12;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 18. S11 ≡ θn1
δ

2
δn1

2n

n
;

Èç îïðåäåëåíèÿ 18 âèäíî, ÷òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 9 è óòâåðæäåíèÿ 5

S11 = θn1δn1
δ

2
· 2

n

n
⩽ tann1 t · δ

2
· 2

n

n
; (3.190)



88 À.À. ÊÓÐÌÀ×ÅÂ

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 19. σ3 ≡ Ï× íåðàâåíñòâà (3.189) ïðè i = N = 11;

σ3 ≡ hn2δ2θ · 2n1

1.178n
−

N∑
i

Si; i = N = 11;

Ïîäñòàâëÿåì i = N = 11 è îöåíêó (3.190) â óðàâíåíèå (3.189) , çàòåì îöåíè-

âàåì ýòó ðàçíîñòü ñíèçó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî îïðåäåëåíèÿ 5, óòâåðæäåíèÿ 9 è

óòâåðæäåíèÿ 5 ñîîòâåòñòâåííî

h ≡ z/x > 1, y/x = tan t, y/x = δθ;

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ýòó ðàçíîñòü êàê σ3;

σ3 ⩾
δ tan t

2 · 1.178
· 2

n

n
− δ

2
tann1 t

2n

2n
⇒ σ3 ⩾

δ

2
· 2

n

n

[
tan t

1.178
− 1

2
tann1 t

]
; (3.191)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 20. S12 ≡ θn1
δ

2
· h

n1

Kn
D

;

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 9, 5, 13 è îïðåäåëåíèÿ 20 âåðíû îöåíêè äëÿ S12, t
y

x
= δ · θ, ← Óòâåðæäåíèå 5

y

x
= tan t← Óòâåðæäåíèå 9

⇒


hn1 < 1.000087,← Óòâ.13

S12 ⩽
θn2 · tan t

2Kn
D

· 1.000087
(3.192)



θ = θ0 → t = t0, ← Óòâåðæäåíèå 9

θ <
2n

18n
(4−

√
7), ← Óòâåðæäåíèå 17

∀ n ⩾ 11, ∀ θ ∈
(
0;

π

4

)
:
∂l

∂t
< 0,← Óòâ.10

l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâåðæäåíèå 9

l(θ0) = 1− nθ0/2n1 ← Óòâåðæäåíèå 9

⇒ t < 0.1754; (3.193)

Â îöåíêå (3.191) âòîðîå ñëàãàåìîå
δ

2
· 2

n

2n
· tann1 t→ 0 ïðè t < 0.1754, ∀ n ⩾ 11,

ïîýòîìó èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Òîãäà îöåíêà (3.191) ïðèìåò âèä

σ3 ⩾
δ

2
· 2

n

n

tan t

1.178
=

δ

1.178
· 2

n1

n
tan t; (3.194)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 21. Ïóñòü S13 ýòî ðàçíîñòü îöåíêè (3.194) è îöåí-

êè (3.192). Ò. å.

S13 ≡
δ

1.178
· 2

n1

n
tan t− tan t · θn2

2Kn
D

· 1.000087;

Îöåíèì S13 ñíèçó, èñïîëüçóÿ îöåíêó δ ñíèçó.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.119) ñïðàâåäëèâî δ > n/2n1 , ïîýòîìó èñïîëüçóåì îïðå-

äåëåíèå 21 è ïîëó÷àåì

S13 ≡
δ

1.178
·2

n1

n
tan t− tan t · θn2

2Kn
D

·1.000087⇒ S13 ⩾

(
1

1.178
− 1.000087θn2

2Kn
D

)
tan t;

(3.195)



ÂÅËÈÊÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ÔÅÐÌÀ 89

Êàêîé çíàê èìååò Ï× íåðàâåíñòâà (3.195)?

Ïóñòü Ï× íåðàâåíñòâà (3.195) îòðèöàòåëüíàÿ. Ðåøàåì åãî îòíîñèòåëüíî θn2 è

ïîëó÷àåì

θn2 >
2Kn

D

1.178
; (3.196)

Íî ïî ëåììå 1.4 ñïðàâåäëèâî Kn
D >

(
2n1

n

)n3

, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (3.196)

ïðèìåò âèä

θn2 >
2

1.178

(
2n1

n

)n3

; (3.197)

Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 17 äîëæíî áûòü

θ <
2n

18n
(4−

√
7); (3.198)

Âîçìîæíî ëè âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (3.197) è (3.198) îäíîâðåìåííî?

Ñåé÷àñ ïðîâåðèì.
θ <

2n

18n
(4−

√
7),

θn2 >
2

1.178

(
2n1

n

)n3 ⇒
(
2n1

n

)n3
n2 < θ <

2n

18n
(4−

√
7)⇔ ∅ ∀ n ⩾ 11;

(3.199)

Î÷åâèäíî Ë× íåðàâåíñòâà (3.199) äîëæíà áûòü < åãî Ï×, ïîýòîìó ∅;
Çíà÷èò èçíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå ëîæíî è âñå æå Ï× íåðàâåíñòâà (3.195)

> 0; Çíà÷èò åãî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â óðàâíåíèå. Êàê ýòî ñäåëàòü?

Íàäî çàïèñàòü åãî â òàêîì âèäå(
1

1.178
− 1.000087θn2

2Kn
D

)
tan t = A5 tan t; A5 > 0; (3.200)

Êàê âûáðàòü ÷èñëî A5?

Èç óñëîâèÿ, ÷òîáû ñèñòåìà (3.199) èìåëà ðåøåíèÿ. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî ò. ê.

Ï× íåðàâåíñòâà (3.194) > 0, òî ñèñòåìà (3.199) èìååò ðåøåíèå òîëüêî ïðè ñî-

÷åòàíèÿõ çíàêîâ θ <, θn2 <;

Èç óðàâíåíèÿ (3.200) ñëåäóåò, ÷òî

A5 =
1

1.178
− 1.000087θn2

2Kn
D

⇔ θn2 =

[
1

1.178
−A5

]
2Kn

D

1.000087
; (3.201)

Çíà÷èò ò. ê. ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 17 θ < 2n/(18n) · (4−
√
7), òî ñ ïîìîùüþ

óðàâíåíèÿ (3.201) ìîæíî ñîñòàâèòü íåðàâåíñòâî âèäà[
1

1.178
−A5

]
2Kn

D

1.000087
<

2nn2

(18n)n2
· (4−

√
7)n2 ; (3.202)

Ïî ëåììå 1.4 Kn
D > (2n1/n)

n3 , ïîäñòàâëÿåì ýòó îöåíêó â íåðàâåíñòâî (3.202),

çàòåì óïðîùàåì. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî[
1

1.178
−A5

]
2 · 2n1n3

1.000087nn3
<

2nn2

(18n)n2
(4−

√
7)n2 ;
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Îêîí÷àòåëüíî ïîñëå óïðîùåíèÿ íåðàâåíñòâî (3.202) ïðèíèìàåò âèä

nn2−n1n3−1−n2 = n(n−2)−(n−1)(n−3)−1−(n−2) = −2n+4n−3−n+1 = n2;

1

1.178
−A5 <

[
2(4−

√
7)

9

]n2

1.000087

n
; (3.203)

ßñíî, ÷òî Ï× íåðàâåíñòâà (3.203)→ 0 ïðè n→∞, ò.ê 2(4−
√
7)/9 ≈ 0.3009 < 1;

Ïðè n = 11 âèäíî, ÷òî

1

1.178
−A5 < 10−5 ⇒ A5 >

1

1.179
; (3.204)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.200) ïîëó÷èëàñü îöåíêà (3.204), ñ êîòîðîé òåïåðü íàäî

ñäåëàòü ñëåäóþùåå. Ïîäñòàâèì ýòó îöåíêó â óðàâíåíèå (3.200), çàòåì ïîëó÷åí-

íîå íåðàâåíñòâî ïîñòàâèì â Ï× íåðàâåíñòâà (3.195) (âûïèñàíî íèæå) è ïîëó÷èì

îöåíêó S13 ñíèçó.(
1

1.178
− 1.000087θn2

2Kn
D

)
tan t = A5 tan t; A5 > 0; ← Óðàâíåíèå (3.200)

S13 ⩾

(
1

1.178
− 1.000087θn2

2Kn
D

)
tan t⇒ S13 ⩾

tan t

1.179

Íî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 7, îïðåäåëåíèÿ 19 σ3 ≡ hn2δ2θ · 2n1

1.178n
−
∑N

i Si; i = N =

11, îïðåäåëåíèÿ 21 S13 ≡
δ

1.178
· 2

n1

n
tan t− tan t · θn2

2Kn
D

·1.000087, ýòî áóäåò îöåíêà

σ1 ñíèçó. Ò. å. ïðîäîëæàåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äëÿ S13 ⩾ è ïîëó÷àåòñÿ
σ1 >

1

1.179
· tan t, ← Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 7, îïðåäåëåíèé 21, 19

σ1 >
−H7

4θ
, ← Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 6

σ1 >
−H7

4θ
+

1

1.179
· tan t ← Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 6

(3.205)

ä) Îñòàëñÿ ïîñëåäíèé øàã äëÿ îöåíêè Ë× óðàâíåíèÿ (3.176);

Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (3.205) â íåðàâåíñòâî (3.177) (âûïèñàíî íèæå);

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî δθ = y/x,

y/x = tan t, hn1 < 1.000087 ïî óòâåðæäåíèþ 5, 9, 13 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåòñÿ

2θn1 − (hn1 − θn1δn1) δθn

σ1
− θn1 (hn1 − 1)

σ1
> 0, ← Íåðàâåíñòâî (3.177)

Ë× óðàâíåíèÿ (3.176) ⩾ θn1

2− (hn1 − tann1 t) tan t
1

1.179
tan t

− hn1 − 1

σ1

 ;

(3.206)

å) Â íåðàâåíñòâå (3.206) îñòàëîñü îöåíèòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå. Êàê ýòî ñäå-

ëàòü?

Ñíà÷àëà îöåíèâàåì −H7 ñíèçó, èñïîëüçóÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå â óðàâíåíèè

(3.181);
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Èç óðàâíåíèÿ (3.181) è íåðàâåíñòâà (3.184) è îöåíêè (3.205), êîòîðûå èìåþò

âèä (â ïîðÿäêå èõ ïåðå÷èñëåíèÿ)
H7 = (h− 1)

[
θn1

Kn
D

(hn2 + hn3 + . . .+ 1)− 2θhn2 − 2n

n
(hn3 + hn4 + . . .+ 1)

]
,

−H7 > 0, σ1 >
−H7

4θ
← Íåðàâåíñòâî (3.184) è îöåíêà (3.205)

Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå
|H7| ⩾

(h− 1)2n

n
· (n3h

n3 + 1),←⇒ óðàâíåíèÿ (3.181), íåðàâåíñòâà (3.184)

σ1 ⩾
|H7|
4θ

⩾
(h− 1)2n

4θ · n
(n3h

n3 + 1) ⩾
(h− 1)2n

4nθ
· n3

(3.207)

Â ñèëó îöåíêè (3.207) (êîòîðàÿ äëÿ σ1) ïîëó÷àåòñÿ
hn1 < 1.000087 ïðè θ <

2n

18n
(4−

√
7),← Óòâåðæäåíèå 13

θ <
2n

18n
(4−

√
7) ← Óòâåðæäåíèå 17

⇒

⇒ hn1 − 1

σ1
⩽

(h− 1)(1.000087n2 + 1)n

(h− 1)2n · n3
· 4 · 2

n

9n
(4−

√
7) < 0.4; (3.208)

Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (3.208) â íåðàâåíñòâî (3.206), ïîëó÷àåòñÿ

Ë× óðàâíåíèÿ (3.176) ⩾ θn1

(
2− (hn1 − tann1 t) tan t

1

1.179
tan t

− 0.4

)
; (3.209)

Íî hn1 < 1.000087 ïðè θ < 0.15 · 2n/n ïî óòâåðæäåíèþ 13, ïîýòîìó äåëàåì

íèæåñëåäóþùèé âûâîä.

Èç îöåíêè (3.209) âèäíî, ÷òî Ë× óðàâíåíèÿ (3.176) ïîëîæèòåëüíàÿ.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

II) Âåðíî ëè, ÷òî Ï× óðàâíåíèÿ (3.176) ïîëîæèòåëüíàÿ? Îêàæåòñÿ, ÷òî äà.

Ï× óðàâíåíèÿ (3.176) =
−(H9 +H10)σ1 + (H7 +H8)

∂σ1
∂δ

σ2
1

; (3.210)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ èç óòâåðæäåíèÿ 13 âèäà h = 1+θ (δl − n/2n1) èìååì ∂h/∂δ =

θl, ïî óòâåðæäåíèþ 5 l = 1 − nθ

2n1
ñ ó÷¼òîì îöåíêè (3.183) âèäà θn1/Kn

D ⩽

0.61n1/n2, óñëîâèÿ θ <
(4−

√
7)2n

18n
èç óòâåðæäåíèÿ 17, îöåíêè (3.187) θn2σ2 ⩽

16.2 · 0.44n, îöåíêè hn1 < 1.000087 èç óòâåðæäåíèÿ 13, ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå
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îöåíêè äëÿ H9, H10 (â ñèëó èõ îïðåäåëåíèé 4.155, îíè âûïèñàíû íèæå)



H9 ≡ 2θ

[
n2h

n3
∂h

∂δ
(1− h)− hn2

∂h

∂δ

]
− 2n

n
· n2h

n3
∂h

∂δ
+ θn1

n1h
n2

Kn
D

· ∂h
∂δ︸ ︷︷ ︸,

H10 ≡ θ2
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2︸ ︷︷ ︸
)
+

+

︷ ︸︸ ︷
θ2δ

[
−2n1hn2

∂h

∂δ

]
+ θ2δ [−2]

[
2n1

n
− θ
] [
hn2 + n2h

n3
∂h

∂δ
δ

]
⊕

⊕ θ2δθn2

[
2n

n
· n1δ

n2 +
n1
Kn

D

(
hn2

∂h

∂δ
− θn1δn2

)]
︸ ︷︷ ︸

⇒

⇒ ìîæíî ïåðåïèñàòü H10 â áîëåå óäîáíîì âèäå, îöåíèâ åãî ñâåðõó, ïðè ýòîì

âçÿâ òîëüêî ñëàãàåìûå H10 â ïåðâîé è òðåòüåé ñòðîêå, ñëàãàåìûå âî âòîðîé

ñòðîêå (îíè ïîìå÷åíû ︷︸︸︷) < 0, ò. ê. âûïîëíÿåòñÿ 2n1/n − θ > 0; ∂h/∂δ =

θ
(
1− nθ/2n1

)
> 0; Ó H9 áåðåì ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ, èìååì

H9 ⩽ −2n

n
· n2h

n3
∂h

∂δ
+ θn1

n1h
n2

Kn
D

· ∂h
∂δ︸ ︷︷ ︸,

H10 ⩽ θ2
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ 16.2 · 0.44n︸ ︷︷ ︸)⊕
⊕ θ2δθn2

[
2n

n
· n1δ

n2 +
n1
Kn

D

(
hn2

∂h

∂δ
− θn1δn2

)]
︸ ︷︷ ︸⇒

⇒ ìîæíî ïðîäîëæèòü óëó÷øàòü îöåíêè H9, H10 è ïîëó÷èòü

H9 ⩽ −2n

n
· n2h

n3θ

(
1− nθ

2n1

)
+ n1h

n2 · 0.61n1/n2 · θ

(
1− nθ

2n1

)
︸ ︷︷ ︸,

H10 ⩽ θ2
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ 16.2 · 0.44n︸ ︷︷ ︸)⊕
⊕ θ2δθn2

[
2n

n
· n1δ

n2 +
n1
Kn

D

(
hn2

∂h

∂δ

)]
︸ ︷︷ ︸⇒

⇒

H10 ⩽ θ2
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ 16.2 · 0.44n︸ ︷︷ ︸)⊕
⊕ θ2

[
θn2 · 2

n

n
· n1δ

n2 · δ + δ · θn1 · n1
Kn

D

hn2 ·
(
1− nθ/2n1

)]
︸ ︷︷ ︸⇒

Òåïåðü ïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (3.183) âèäà θn1/Kn
D ⩽ 0.61n1/n2 è óòâåðæäåíèåì 16

δ < 3n/2n è ðàâåíñòâîì δθ = tan t â ñèëó óòâ. 5, óòâåðæäåíèåì 9 è îöåíêîé

(3.193) t < 0.1754 è îöåíêàìè h ≡ z/x > 1, hn1 < 1.000087 èç óòâåðæäåíèÿ 13;
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Ïðîäîëæàåì

⇒

H10 ⩽ θ2
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ 16.2 · 0.44n︸ ︷︷ ︸)+

⊕ θ2
[
tann2 0.1754 · 2

n

n
· n1 ·

3n

2n
+

3n

2n
· 0.61

n1

n2
· n1 · 1.000087 · 1

]
︸ ︷︷ ︸⇒

⇒


|H9| ⩾

2n

1.14n
· n2h

n3θ

(
1− nθ

2n1

)
, l = 1− nθ

2n1
, ← Óòâåðæäåíèå 5

|H10| ⩾ θ2 · 2hn2

[
h+

n

2n1
·
(
2n1

n
− θ
)]

(3.211)

Â ïðåäïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè H10 ⩽ âèäíî, ÷òî ñëàãàåìûå ︸︷︷︸ → 0 ïðè

n ⩾ 11, ïîýòîìó èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

È äëÿ H8, ∂σ1/∂δ ïîëó÷àþòñÿ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 20 ÷èñëà H8 (âûïèñàíî

íèæå) è óðàâíåíèÿ (3.173) âèäà

∂σ1/∂δ = n1h
n2∂h/∂δ(1 + δθ) + θhn1 − nθnδn1 ; ∂h/∂δ = θ · l; l = 1− nθ/2n1 ;

òàêèå îöåíêè
H8 ≡ θ2δ

(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2

)
, h ≡ z/x > 1, ← Îïð.20

θn2σ2 ⩽ 16.2 · 0.44n ∀ n ⩾ 11, ← Îöåíêà (3.187)

∂σ1/∂δ = n1h
n2∂h/∂δ(1 + δθ) + θhn1 − nθnδn1 ← Óðàâíåíèå (3.173)

⇒

⇒


|H8| ⩽ θ2δ · 2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

,←⇒ èç îöåíêè (3.187)

∂σ1
∂δ

⩽ n1h
n2θ · l(1 + δθ) + θhn1 = θhn2 (n1 · l [1 + δθ] + h)

(3.212)

Íàäî ïî îòäåëüíîñòè îöåíèòü ñëàãàåìûå, ÑÎÄÅÐÆÀÙÈÅ H7 è ñëàãàåìûå,

ÍÅ ÑÎÄÅÐÆÀÙÈÅ H7;

Öåëü�óñòàíîâèòü, ÷òî â êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï ñëàãàåìûå > 0, òîãäà Ï×

óðàâíåíèÿ (3.176) (ñì. óðàâíåíèå 4.188) áóäåò > 0; Ñëàãàåìîå |H7| /(4θ) èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðè îöåíêå σ1 ñíèçó.

1) Îöåíèì ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå H7; Îáîçíà÷èì èõ êàê [. . .]∗
Äëÿ ýòîãî íàäî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ (3.211), (3.212);

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.205) è (3.184) èìååì −H7 > 0; σ1 ⩾ |H7|/(4θ), ïîýòîìó
âåðíî ñëåäóþùåå.

à) Äëÿ âûðàæåíèÿ −(H9 +H10)σ1 ñïðàâåäëèâî

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.212) èìååì

[−(H9 +H10)σ1]∗ ⩾
|H7|
4θ

[
2n

1.14n
· n2θ · 0.69 + 2θ2

(
1 +

n

2n3

[
2n1

n
− θ
])]

;

(3.213)

á) Äëÿ âûðàæåíèÿ (H7 +H8) · ∂σ1/∂δ ñïðàâåäëèâî
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Ó íåãî ïî ôàêòó íàäî ïðîñòî íàïèñàòü |H7|∂σ1/∂δ, èñïîëüçóÿ îöåíêó ∂σ1/∂δ
â ñîîòíîøåíèÿõ (3.212);[

(−H7 −H8)
∂σ1
∂δ

]
∗
⩽ |H7|

∂σ1
∂δ

⩽ |H7|θhn2

(
n1

[
1− nθ

2n1

]
[1 + δθ] + h

)
; (3.214)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 22. S14 ≡ Ðàçíîñòü îöåíîê (3.213) è (3.214);

S14 ≡
|H7|
4θ

[
2n

1.14n
· n2θ · 0.69 + 2θ2

(
1 +

n

2n3

[
2n1

n
− θ
])]
⊖

⊖ |H7|θhn2

(
n1

[
1− nθ

2n1

]
[1 + δθ] + h

)
;

Âû÷èòàåì èç íåðàâåíñòâà (3.213) íåðàâåíñòâî (3.214) è ïîëó÷åííóþ ðàçíîñòü

îáîçíà÷èì êàê S14, è îöåíèâàåì å¼ êàê min íåðàâåíñòâà (3.213)�max íåðàâåí-

ñòâà (3.214);

Äëÿ ýòîãî íóæíû òàêèå îöåíêè: ïî óòâåðæäåíèþ 13 è â ñèëó íåðàâåíñòâà

(3.193) ñîîòâåòñòâåííî hn1 < 1.000087; t < 0.1754, è åù¼ θ <
2n(4−

√
7)

18n
ïî

óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 17, ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ

S14 ⩾ |H7|
[

2n

4.56n
· 0.69n2

]
⊖ |H7| · 1.000087θ [1.000087 + n1(1 + tan t)] ⩾

⩾ |H7|
(
2n · n2

6.61n
− 1.000087θ [n1(1 + tan t) + 1.000087]

)
;

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíèé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

S14 ⩾ |H7|
(
2n · n2

6.61n
− 1.000087 · θ [n1(1 + tan t) + 1.000087]

)
; (3.215)

Ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 17 θ < 2n ·(4−
√
7)/(18n), à â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.193)

t < 0.1754 � ïîäñòàâèì ýòè îöåíêè â íåðàâåíñòâî (3.215) è ïîëó÷àåì

S14 ⩾ |H7|
(
0.1512 · n2

n
· 2n − 0.089

n1
n
· 2n − 0.089

11
· 2n
)
; (3.216)

Î÷åâèäíî, ÷òî Ï× íåðàâåíñòâà (3.216) > 0 ∀ n ⩾ 11;

Ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå H7 îöåíåíû.

2) Îöåíèâàåì ñëàãàåìûå, íå ñîäåðæàùèå H7; Îáîçíà÷èì èõ êàê [. . .]
∗
;

Èñïîëüçóåì äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå (3.210) è ñîîòíîøåíèÿ (3.211), (3.212); Âû-

ïèøåì èõ â ÿâíîì âèäå â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ.

Ï× óðàâíåíèÿ (3.176) =
−(H9 +H10)σ1 + (H7 +H8)

∂σ1
∂δ

σ2
1

; ← (3.210)


|H9| ⩾

2n

1.14n
· n2h

n3θ

(
1− nθ

2n1

)
, ← Ïî óòâ.5 l = 1− nθ

2n1

|H10| ⩾ θ2 · 2hn2

[
h+

n

2n1
·
(
2n1

n
− θ
)]
← (3.211)
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
|H8| ⩽ θ2δ · 2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

,←⇒ èç îöåíêè (3.187)

∂σ1
∂δ

⩽ θhn2
(
n1l [1 + δθ] + h

)
, l = 1− nθ/2n1 ← Óòâ.5 ← (3.212)

à) Äëÿ âûðàæåíèÿ −(H9 +H10)σ1 èìååì

Íóæíû ñîîòíîøåíèÿ (3.211) (òîëüêî ÷òî íàïèñàíû) è ïåðâîå íåðàâåíñòâî â

ñîîòíîøåíèÿõ (3.205) âèäà σ1 >
1

1.179
· tan t;

[−(H9 +H10)σ1]
∗ ⩾

(
2n

1.14n
· n2θ · 0.69⊕ 2θ2

[
1 +

n

2n1

[
2n1

n
− θ
]])

1

1.179
tan t;

(3.217)

á) Äëÿ âûðàæåíèÿ (H7 +H8) · ∂σ1/∂δ èìååì
Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.212) âåðíî ñëåäóþùåå[
−(H7 +H8)

∂σ1
∂δ

]∗
⩽ θ2δ · 2 · 1.000087

(
h+ δ

[
2n1

n
− θ
])
· 1.000087θ·

· (n1 [1 + θδ] + 1.000087) ;

(3.218)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 23. S15 ≡ ðàçíîñòü îöåíîê (3.217) è (3.218);

Èëè â ÿâíîì âèäå

S15 ≡ [−(H9 +H10)σ1]
∗ −

[
−(H7 +H8)

∂σ1
∂δ

]∗
;

Âû÷èòàåì Ë× è Ï× îöåíîê (3.217) è (3.218), çàòåì ïîëó÷åííóþ ðàçíîñòü S15

îöåíèâàåì êàê min [−(H9 +H10)σ1]
∗ −max [(−H7 −H8) · ∂σ1/∂δ]∗;

Ïî óòâåðæäåíèþ 5 y/x = δθ, ïî óòâåðæäåíèþ 9 y/x = tan t, ïîýòîìó â îöåíêàõ

(3.217) è (3.218) âûíîñèì çà ñêîáêè îáùèé ìíîæèòåëü θ2δ = θ tan t, â îöåíêå

(3.217) ñóììà äâóõ ñëàãàåìûõ, áåðåì òîëüêî ïåðâîå, êîòîðîå ïåðåä ⊕, â îöåíêå
(3.218) ðàñêðûâàåì êðóãëûå ñêîáêè â ïåðâîì ìíîæèòåëå è çàìåíÿåì θδ → tan t,

ïðè ýòîì [−θ] èãíîðèðóåì, ò. ê. âîçìîæíî θ → 0;

Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ

S15 ⩾
2n

1.14n
·n2
n
·0.69·

(
1

1.179

)
−2·1.0000872 tan t· 2

n1

n
·[n1(1 + tan t) + 1.000087]−

− 2 · 1.0000872hθ [n1(1 + tan t) + 1.000087] ⩾
1

1.14
· 9
11
· 0.69

(
1

1.179

)
2n − 2 ·

·1.0000872 tan 0.1754(1+tan 0.1754)
2n

2
−2·1.0000872 tan 0.1754· 1

2
·1.000087· 2

n

11
>

> 0.18 · 2n;
Ïåðåïèøåì ïîñëåäíèé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

S15 ⩾ 0.18 · 2n; (3.219)

Èç íåðàâåíñòâà (3.219) âèäíî, ÷òî ñëàãàåìûå, íå ñîäåðæàùèå H7 òîæå > 0;

Çíà÷èò Ï× óðàâíåíèÿ (3.176) òîæå ïîëîæèòåëüíà.

Â èòîãå Ë× è Ï× óðàâíåíèÿ (3.176) ïîëîæèòåëüíû, çíà÷èò èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî

∂Kn
D/∂δ > 0;

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 17); ■
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Óòâåðæäåíèå 18. Äëÿ ñëó÷àÿ r4 ⩾ 0 ñïðàâåäëèâî
∂Kn

D

∂δ
> 0; Ïðè óñëîâèè,

÷òî Kn
D çàäà¼òñÿ òàê, êàê â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ 13; Ò. å. â âèäå

H7 ≡ 2θhn2(1− h)− 2n
hn2 − 1

n
+
θn1 (hn1 − 1)

Kn
D

,← Îïðåäåëåíèå 20

H8 ≡ θ2δ
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2

)
,← Îïðåäåëåíèå 20

h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
, l = 1− nθ/2n1 , ← Óòâåðæäåíèå 5, 13

σ1 = hn1 (1 + δθ)− 1− (δθ)
n
, θ = θ1 · 2n/n,

Kn
D =

2σ1θ
n1

H7 +H8 + 4σ1θ
, θ1 ∈

[
0;

4−
√
7

9 (1 + 10−n7)

]

Äîêàçàòåëüñòâî. (4 −
√
7)/18 ≈ 0.0752 ⇒ â ñèëó óæå äîêàçàííûõ óòâåð-

æäåíèé 12, 13, 17 ïîëó÷àåì òî, ÷òî òðåáóåòñÿ.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 18); ■

Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ θ âîçìîæåí ñëó÷àé r4 < 0;

Óòâåðæäåíèå 19. 1) Ïóñòü r4 ⩾ 0;

Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 12 0 < θ ⩽
2n
(
4−
√
7
)

9n (1 + 10−n7)
;

2) Ïóñòü r4 < 0;

Òîãäà


2n
(
4−
√
7
)

9n
< θ <

2n2

n

(
1− 1

3.8n

)
2n3

n
·
(
1 +

13

10n

)
< θ ⩽

2n
(
4−
√
7
)

9n

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñî ñëó÷àåì r4 ⩾ 0 è òàê ïîíÿòíî. Ïóñòü r4 < 0;

Ïî ëåììå 2.1 è îïðåäåëåíèþ 10

r4 ≡ −2n5/2
(
2n5µ2

1 − 9µ2

)
; µ1 < 0⇒

(
2n5µ2

1 − 9µ2

)
< 0; (3.220)

Ïî ëåììå 1.4 F = θc2/KD; D = KD · cn3 è â ñèëó îïðåäåëåíèé 8, 9 íåðàâåíñòâî

(3.220) ïðèìåò âèä
H4 ·K2n

D +H5 ·KD +H6 < 0,

H4 ≡
(
9n2θ2 − 8 · 2n · nθ + 4n

)
(2n1 − nθ) ,

H5 ≡ 2n1 · nθn1 (7nθ − 5 · 2n) ,
H6 ≡ −2n2 · n2θ2n1

(3.221)



KD = ξ (Kn
w + 2θ)

n3 , ξ ⩾ 1, ← Ëåììà 1.4

Kn
w ⩾ 4

(
2n2

n
− θ
)
− θn(

2n1

n
− 2θ

)(
2n1

n

)n3
, ← Ëåììà 1.4

θ <
16 · 2n

100n
← Ëåììà 2.2

(3.222)
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Èç ñîîòíîøåíèé (3.222) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

Kn
D ⩾

2(2n2

n
− θ
)
− θn(

2n1

n
− 2θ

)(
2n1

n

)n3


n3

; (3.223)

Äàëåå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ θ ⩽
2n
(
4−
√
7
)

9n
è θ ⩾

2n
(
4−
√
7
)

9n
;

1) Ïóñòü θ ⩽ 2n
(
4−
√
7
)
(9n)−1;

Ðåøàåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî Kn
D;

Ýòà ñèñòåìà ñîñòîèò èç ñîîòíîøåíèé (3.223), (3.221) è íåðàâåíñòâà èç ëåììû 2.2;

H4 ·K2n
D +H5 ·KD +H6 < 0,

H4 ≡
(
9n2θ2 − 8 · 2n · nθ + 4n

)
(2n1 − nθ) ,

H5 ≡ 2n1 · nθn1 (7nθ − 5 · 2n) ,
H6 ≡ −2n2 · n2θ2n1 ,

θ ⩽
2n
(
4−
√
7
)

9n
, ← Ïî óñëîâèþ 1)

θ <
16 · 2n

100n
,← Ëåììà 2.2

Kn
D ⩾

[
2n

n
− 2θ − θn · (2n1/n)

−n3

(2n1/n− 2θ)

]n3

⇒



H4 > 0,

H4 ≡
(
9n2θ2 − 8 · 2nnθ + 4n

)
(2n1 − nθ)−1 ,

H5 ≡ 2n1nθn1 (7nθ − 5 · 2n) ,
H6 ≡ −2n2 · n2θ2n1 ,

Kn
D ⩽

−H5 +
√
H2

5 + 4H4|H6|
2H4

,

θ ⩽
2n
(
4−
√
7
)

9n

(3.224)

à) Ïóñòü θ ∈
(
0;

2n3

n
·
[
1 +

13

10n

])
;

Åñëè ïîñìîòðåòü íà Ï× íåðàâåíñòâà Kn
D ⩽ â ñîîòíîøåíèÿõ (3.224) ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà n ⩾ 11, òî âèäíî, ÷òî ýòî áóäåò ôóíêöèÿ arg θ,

êîòîðàÿ âîçðàñòàåò ïðè θ = θ1 · 2n/n è θ ∈
(
0;

2n3

n
·
[
1 +

13

10n

])
(ñì. Ðèñ 10);

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Kn
D =

−H5 +
√
H2

5 + 4H4|H6|
2H4

ñîñòîèò èç äâóõ âåò-

âåé, ìåæäó êîòîðûìè�âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.224)

ýòà àñèìïòîòà íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ H4 = 0; Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.224)

èìååì

H4 = 0⇔ θ = 1/2 · 2n/n; θ =
4−
√
7

9
; θ =

4 +
√
7

9
;

Ïî óñëîâèþ θ <
2n3

n
·
[
1 +

13

10n

]
, çíà÷èò íóæíàÿ âåòâü ãðàôèêà�ëåâàÿ, ò. å.

ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà θ ∈
(
0;

2n3

n
·
[
1 +

13

10n

])
;

Ñ äðóãîé ñòîðîíû íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå θ âåðíî: ïî ëåììå 1.4

Kn
D = ξ(Kn

w + 2θ)n3 , ξ ⩾ 1 ïàðàìåòð, ïî ëåììå 2.2 ∂Kn
w/∂θ < −4.0⇒

⇒ ∂Kn
D

∂θ
=
∂ [ξ (Kn

w + 2θ)]

∂θ
⇔ ∂Kn

D

∂θ
= ξ (∂Kn

w/∂θ + 2) < 0;
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0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
θ1

-5×1015

5×1015

max KD
n

Ðèñ. 10. Ôóíêöèÿ max Kn
D ïðè n = 11;

Çíà÷èò ïðè θ ∈
(
0;

2n3

n
·
[
1 +

13

10n

])
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî:

Ï× íåðàâåíñòâà (3.224)�Ï× íåðàâåíñòâà (3.223)>0, ïîòîìó ÷òî max Kn
D −

min Kn
D > 0, ò. å.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 24.

K1 ≡ max Kn
D −min Kn

D,

ò. å. max Kn
D çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.224); min Kn

D çàäà¼òñÿ íåðàâåí-

ñòâîì (3.223); Â ÿâíîì âèäå ýòà ôóíêöèÿ èìååò âèä

K1 ≡
−H5 +

√
H2

5 + 4H4|H6|
2H4

−

2(2n1

n
− θ
)
− θn(

2n1

n
− 2θ

)(
2n1

n

)n3


n3

,

ãäå 
H4 ≡

(
9n2θ2 − 8 · 2nnθ + 4n

)
(2n1 − nθ)−1 ,

H5 ≡ 2n1nθn1 (7nθ − 5 · 2n) ,
H6 ≡ −2n2 · n2θ2n1

Òîãäà

max Kn
D −min Kn

D > 0⇔ K1 > 0;
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Çíà÷èò èìååì ñèñòåìó


∂K1

∂θ
> 0,

θ ⩽
2n3

n
·
[
1 +

13

10n

] ⇒



θ =
2n3

n
·
[
1 +

13

10n

]
,

H4 ≡
(
9n2θ2 − 8 · 2n · nθ + 4n

)
(2n1 − nθ) ,

H5 ≡ 2n1 · nθn1 (7nθ − 5 · 2n) ,
H6 ≡ −2n2 · n2θ2n1 ,

K1 > 0

(3.225)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.225) èìååì óáûâàþùóþ ôóíêöèþK1 argn, êîòîðàÿ óáû-

âàåò ïðè n ∈ [11;∞), ÷òî âèäíî èç å¼ ãðàôèêà (ñì. Ðèñ 11); Å¼ çíà÷åíèå äàæå

ïðè n = 11 ≈ −1017, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî max Kn
D −min Kn

D > 0;

20 40 60 80 100
n

-1.2×10228

-1.0×10228

-8.0×10227

-6.0×10227

-4.0×10227

-2.0×10227

K1

Ðèñ. 11. Ôóíêöèÿ K1 ïðè n = 11;

Çíà÷èò èçíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå θ ∈
(
0;

2n3

n
·
[
1 +

13

10n

])
ËÎÆÍÎ.

Ñëó÷àé θ ∈
(
0;

2n3

n
·
[
1 +

13

10n

])
ðàññìîòðåí.

á) Ïóñòü θ ⩾
2n3

n
·
[
1 +

13

10n

]
;

Çäåñü ìîæíî ïðîñòî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî θ ⩽ 2n
(
4−
√
7
)
/(9n) â ñèëó ïóíêòà

1) (ñì. ñòð. 97);

â) Ïóñòü θ ⩾ 2n
(
4−
√
7
)
/(9n);

Çäåñü åñòü âîçìîæíîñòü îöåíèòü âåðõíþþ ãðàíèöó θ;

Çàìå÷àíèå 8. Ýòà âåðõíÿÿ îöåíêà θ äëÿ ñëó÷àÿ r4 < 0 îñîáî íå èãðàåò

ðîëè äëÿ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû 1, ò. ê. ìîæíî áûëî îáîéòèñü è áåç íå¼, íî

äëÿ ñëó÷àåâ n = 5 è n = 7 îíà âàæíà, ò. ê. îíè äîêàçûâàþòñÿ ïî àíàëîãèè.
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Çàìå÷àíèå 9. Îöåíêà θ ñâåðõó èç ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèÿ 19 äëÿ ñëó-

÷àÿ r4 ⩾ 0 âàæíà äëÿ ñëó÷àåâ n = 5 è n = 7, ò. ê. îíè äîêàçûâàþòñÿ ïî

àíàëîãèè. Äëÿ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû 1 ýòà îöåíêà îñîáî íå èãðàåò ðîëè, ò. å.

ìîæíî áûëî îáîéòèñü è áåç íå¼.

Êàê îöåíèòü âåðõíþþ ãðàíèöó θ?

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x > y; Â ñëó÷àå x < y äåëàåì çàìåíû x → y, w →
m, m→ w, y → x;

Ïî ëåììå 1.4Kn
w+K

n
m = 4 (2n2/n− θ) ; Km = θ/(KwKD)⇒ Km ·Kw = θ/KD,

ïîýòîìó Km, Kw ìîæíî íàéòè êàê êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ

òåîðåìû Âèåòà, íî âàæíû äàæå íå ñàìè êîðíè, à äèñêðèìèíàíò D8 ýòîãî êâàä-

ðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Îí äîëæåí áûòü D8 > 0;

D8

4
= 4

(
2n2

n
− θ
)2

− θn

Kn
D

⩾ 0⇔ 4

(
2n2

n
− θ
)2

Kn
D ⩾ θn ⇔ Kn

D ⩾
n2θn

4 (2n2 − nθ)2
;

(3.226)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïî ëåììå 1.4

Kn
D = ξ (Kn

w + 2θ)
n3 ; ξ ⩽ 4n; Kn

w ⩽ 4

(
2n2

n
− θ
)
⇒ Kn

D ⩽ 4n

(
2n

n
− 2θ

)
;

(3.227)

Ðåøàåì íåðàâåíñòâî Ï× íåðàâåíñòâà (3.226)⩽ Ë× íåðàâåíñòâà (3.227), ò. å.

n2θn

4 (2n2 − nθ)2
< 4n

(
2n

n
− 2θ

)n3

⇒ θ <
2n2

n

(
1− 1

3.8n

)
; (3.228)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 25.

L1 ≡
n2θn

4 (2n2 − nθ)2
− 4n

(
2n

n
− 2θ

)n3

;

20 40 60 80 100
n

5.0 × 10226

1.0 × 10227

1.5 × 10227

2.0 × 10227

2.5 × 10227

3.0 × 10227

3.5 × 10227

L1

Ðèñ. 12. Ôóíêöèÿ L1 ïðè n = 11; θ =
2n2

n

(
1− 1

38n/10

)
;
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Åñëè íåðàâåíñòâî Ï× íåðàâåíñòâà (3.226)⩽ Ë× íåðàâåíñòâà (3.227) çàïèñàòü

êàê Ï× íåðàâåíñòâà (3.226) ⊖ Ë× íåðàâåíñòâà (3.227)⩽ 0 è ïîäñòàâèòü â íåãî

îöåíêó (3.228), òî èç ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 12) áóäåò âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ L1 >

0 ∀ n ⩾ 11⇒ îöåíêà (3.228) âåðíàÿ.

Ñëó÷àé θ ⩾ 2n
(
4−
√
7
)
/(9n) ðàññìîòðåí.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 19); ■

Ïî óòâåðæäåíèþ 13 ñïðàâåäëèâî

Kn
D =

2σ1(Def)θ
n1

H7(Def) +H8(Def) + 4θσ1(Def)
; (3.229)

Ðàíåå ïîëó÷åííûå ôàêòû, à èìåííî îïðåäåëåíèå 18 σ1, σ2 è óòâåðæäåíèå 5

y/x = δθ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òîáû íàéòè êîðåíü Kn
D óðàâíåíèÿ (3.229) ñ

ïîìîùüþ Wolfram Mathematica. Â ÿâíîì ãîòîâîì âèäå îí èìååò âèä ôóíêöèè

òð¼õ íåèçâåñòíûõ Kn
D = Kn

D(θ, δ, n); Çíà÷èò ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

Kn
D =

n
(
−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn − δnθ2n−1 + 2θn1(δθ)n

)
S18 + S19

,

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2δθ)n + 4nθ(δθ)n,

h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
, l = 1− nθ

2n1
← Óòâåðæäåíèÿ 5, 13

(3.230)

Óòâåðæäåíèå 20. Ïî óòâåðæäåíèþ 12 r4 ⩾ 0⇒ θ ⩽
2n(4−

√
7)

9n (1 + 10−n7)
;

Òîãäà t <
40699

100000
;

Ïî óòâåðæäåíèþ 19 θ <
2n2

n
·
(
1− 1

3.8n

)
, òîãäà t < π/4;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óòâåðæäåíèþ 9 è óòâåðæäåíèþ 5 èìååì
l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâåðæäåíèå 5

x = R cos t, y = R sin t, ← Óòâåðæäåíèå 9

l = 1− nθ

2n1
← Óòâåðæäåíèå 5

⇒ θ =

[
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

]
2n1

n
;

(3.231)

Ðåøàåì óðàâíåíèå (3.231) ïðè óñëîâèè óòâåðæäåíèè 12 θ ⩽
2n(4−

√
7)

9n (1 + 10−n7)
è

èñïîëüçóÿ ôàêòû èç óòâåðæäåíèÿ 10, ÷òî ∂l/∂n < 0; ∂l/∂t < 0, çàòåì îöåíèâàåì

åãî êîðåíü t ñâåðõó.

2n(4−
√
7)

9n (1 + 10−n7)
=

[
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

]
2n1

n
⇒

t <
40699

100000
,

n = 11

Ðåøàåì óðàâíåíèå (3.231) ïðè óñëîâèè óòâåðæäåíèÿ 19 θ <
2n2

n
·
(
1− 1

3.8n

)
è

èñïîëüçóÿ ôàêòû èç óòâåðæäåíèÿ 10, ÷òî ∂l/∂n < 0; ∂l/∂t < 0, çàòåì îöåíèâàåì
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åãî êîðåíü t ñâåðõó.

2n2

n
·
(
1− 1

3.8n

)
=

[
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

]
2n1

n
⇒

{
t < π/4,

n = 11

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 20); ■

Óòâåðæäåíèå 21. Ñïðàâåäëèâî t < 0.507; Q > 2θ1 ïðè t < 0.507;

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 19 íàäî ðàññìîòðåòü ïðîìåæóòêè
2n3

n
·
(
1 +

13

10n

)
<

2n2

n

(
1− 1

3.8n

)
0 < θ ⩽

2n
(
4−
√
7
)

9n(1 + 10−n7)

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x > y; Äëÿ ñëó÷àÿ x < y äåëàåì çàìåíû x→ y, y →
x, w → m, m→ w;

Ïðåîáðàçóåì íåñîïðÿæ¼ííûé êîðåíü èç ëåììû 2.3 âèäà u = 2
√
r1 cos

φ

3
;

Ýòî äàñò âîçìîæíîñòü âûðàçèòü èç íåãî Kn
w êàê êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Çàòåì ïîäñòàâèòü êàæäûé èç êîðíåé â ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå (0.1) âèäà

xn + yn = zn è âûâåñòè ïðîòèâîðå÷èå, èñïîëüçóÿ ôàêò, ÷òî Ë× ïðåîáðàçîâàí-

íîãî óðàâíåíèÿ (0.1) ïîëîæèòåëüíà ïðè t > 0.64;

u ≡ r2
(
T +

2

3

)
,← Îïð.11

r2 ≡ 2n3/2 · h2 · cn5/2

⇒

r2(T + 2/3) = 2
√
r1 cos

φ

3
,

2n3/2 · h2 · cn5/2(T + 2/3) = 2
√
r1 cos

φ

3
(3.232)

Óðàâíåíèå (3.232) íàäî ïðåîáðàçîâàòü ê êâàäðàòíîìó îòíîñèòåëüíî Kn
w;

Km =
θ

KwKD
,← Ëåììà 1.4

Kn
w +Kn

m = 4 (2n2/n− θ) ,
Kn

D = (Kn
w + 2θ)n3ξ

⇒


Kn

m = 4

(
2n2

n
− θ
)
−Kn

w,

4

(
2n2

n
− θ
)
−Kn

w =
θn

Kn
w (Kn

w + 2θ)
n3 ξ

(3.233)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.233), âòîðîå óðàâíåíèå, ìîæíî âûðàçèòü ξ êàê

ξ =
nθn (Kn

w + 2θ)
−n3

Kn
w (2n − n(Kn

w + 4θ))
⇒ (Kn

w + 2θ)
n3 ξ =

nθn

Kn
w (2n − n[Kn

w + 4θ])
; (3.234)

Ïî ëåììå 1.4 Kn
D = (Kn

w + 2θ)n3ξ, ïîýòîìó óðàâíåíèå (3.234) ïðèìåò âèä

Kn
D =

n · θn

Kn
w (2n − n[Kn

w + 4θ])
; (3.235)
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Óðàâíåíèå (3.232) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Kn
D =

nθn

Kn
w (2n − n [Kn

w + 4θ])
, ← Óðàâíåíèå (3.235)

x2 + y2 − z2 = 2θ2
(
2− θn2

Kn
D

)
c2n, ← Óòâåðæäåíèå 7

xy = F

[(
(2c)n1

n
− FD

)
4c2D + Fn1

]
, ← Ëåììà 1.3

D = KDc
n3 , F =

θc2

KD
← Èç îïðåäåëåíèÿ 5 è ïî ëåììå 1.4

(3.236)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.236) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå
Kn

D =
nθn

Kn
w (2n − n(Kn

w + 4θ))
, ← Óðàâíåíèå (3.235)

x2 + y2 − z2 = 2θ2
(
2− θn2

Kn
D

)
c2n, ← Óòâåðæäåíèå 7

2xy = 2θ (θn1/Kn
D + 4 [2n1/n− θ]) c2n

(3.237)

Òåïåðü èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.237) çàïèñûâàåì T ÷åðåç òåîðåìó êîñèíóñîâ,

èìååì

T =
x2 + y2 − z2

2xy
⇒


T =

θ

(
2− θn2

Kn
D

)
(θn1/Kn

D + 4 [2n1/n− θ])
,

Kn
D =

nθn

Kn
w (2n − n[Kn

w + 4θ])
← Óðàâíåíèå (3.235)

(3.238)

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (3.238) â óðàâíåíèå (3.232) è ïîëó÷àåì èñêîìîå êâàä-

ðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî Kn
w ñ êîðíÿìè ñëåäóþùåãî âèäà

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 26.
Dc ≡ α1 + α2 cos (φ/3) + α3 cos

2 (φ/3), α3 ≡ 32r1 · 4n,
α1 ≡ 2n · h22 (4n − 8nθ [3 · 2n − 3nθ]) ,

α2 ≡ 128 · 2n/2 · h2
√
r1 (4

n − 4nθ[3 · 2n − 3nθ])

Dc ≡ α1 + α2 cos (φ/3) + α3 cos
2 (φ/3), α3 ≡ 32r1 · 4n, ← Îïðåäåëåíèå 26

α1 ≡ 2n · h22 (4n − 8nθ [3 · 2n − 3nθ]) , ← Îïðåäåëåíèå 26

α2 ≡ 128 · 2n/2 · h2
√
r1 (4

n − 4nθ[3 · 2n − 3nθ]) , ← Îïðåäåëåíèå 26

Kn
w =

1

2

(
2n

n
− 4θ ±

√
Dc

n
(
2n/2h2 + 4

√
2
√
r1 cos [φ/3]

))
(3.239)

Èñêëþ÷èì êîðåíü Kn
w ñîâîêóïíîñòè (3.239) ñî çíàêîì ⊕;

Èç îïðåäåëåíèÿ 23 èìååì

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
, x > y ⇒
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⇒ ðåøàåì êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî Q è ïîëó÷àåì
Q =

n2 (2n/n− 2θ)
−n3 θn

(−2n + nKn
w) (−2n2 + nθ)

,

Kn
w =

1

2

(
2n

n
− 4θ ⊕

√
Dc

n
(
2n/2h2 + 4

√
2
√
r1 cos [φ/3]

)) (3.240)

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (0.1) âèäà xn + yn = zn ñëåäóþùèì îáðàçîì
x = wn + np, y = mn + np, ← Ëåììà 1.1

z = (2n/n− 2θ) cn,← Óòâåðæäåíèå 5

np = 2θcn, x > y ← Ëåììà 1.4

m = Kmc, w = Kwc, ← Îïðåäåëåíèå 5

⇒


(Kn

w + 2θ)
n
+ (Kn

m + 2θ)
n
=

=

(
2n

n
− 2θ

)n

; Kn
w > Kn

m;

(3.241)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 23 Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
;

Ïî ëåììå 1.4 Kn
m +Kn

w = 4 (2n2/n− θ), ïîýòîìó óðàâíåíèå (3.241) ïðèíèìàåò

âèä2n

n
− 2θ −

θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
)


n

+


θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
) + 2θ


n

−

−
(
2n

n
− 2θ

)n

= 0;

(3.242)

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (3.240) â óðàâíåíèå (3.242), èìååì, ó÷èòûâàÿ ôóíê-

öèþ èç îïðåäåëåíèÿ 26 (îíà âûïèñàíà íèæå)

2n

n
− 2θ −

θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
)


n

+


θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
) + 2θ


n

−

−
(
2n

n
− 2θ

)n

= 0,

Q =
n2 (2n/n− 2θ)

−n3 θn

(−2n + nKn
w) (−2n2 + nθ)

,

Dc ≡ α1 + α2 cos (φ/3) + α3 cos
2 (φ/3), α3 ≡ 32r1 · 4n, ← Îïðåäåëåíèå 26

α1 ≡ 2n · h22 (4n − 8nθ [3 · 2n − 3nθ]) , ← Îïðåäåëåíèå 26

α2 ≡ 128 · 2n/2 · h2
√
r1 (4

n − 4nθ[3 · 2n − 3nθ]) , ← Îïðåäåëåíèå 26

Kn
w =

1

2

(
2n

n
− 4θ ⊕

√
Dc

n
(
2n/2h2 + 4

√
2
√
r1 cos [φ/3]

))
(3.243)
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Çàäà÷à�ïðåäñòàâèòü Kn
w èç ñîîòíîøåíèé (3.243) êàê Kn

w = Kn
w(δ, θ, n);

Äëÿ ýòîãî íàäî ñíà÷àëà çàïèñàòü Kn
D ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ äëÿ Dn èç ëåì-

ìû 1.1 âèäà (x+ y − z)n = n(x+ y)(z − x)(z − y)Dn; Èç íåãî èìååì

Dn =
(x+ y − z)n

n(x+ y)(z − x)(z − y)
,

h ≡ z

x
, D = KDc

n3 , Îïð.18, Ë.1.4
y

x
= δθ, nC = 2c,← Óòâ.5, Ë.1.4

x+ y = nn1Cn ← Ëåììà 1.1

⇒


Kn

D =
(x+ y − z)n (z − y)−1

2−nn3 · nn2(x+ y)n2(z − x)
,

Kn
D =

(1 + δθ − h)n · (h− 1)−1

2−nn3 · nn2(1 + δθ)n2(h− δθ)

(3.244)

Òåïåðü íàäî çàïèñàòü h2,
√
r1, cos (φ/3) ÷åðåç δ, θ, n;

r1, r4 ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç îïðåäåëåíèå 10 âèäà r1 ≡ 2n5µ2
1 + 3µ2, r4 ≡

−2n5/2µ1

(
2n5µ2

1 − 9µ2

)
, à µ1, µ2 â ñâîþ î÷åðåäü çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç îïðåäåëå-

íèÿ 8, 9 âèäà µ1 ≡
(
Fn1 − 2n+2

n
Dcn+1 + 2FD2c2

)
cn5/2, µ2 ≡ µ21 + µ22 + µ23;

µ21 ≡ 2n5cn5F 2n1 ,

µ22 ≡ 22n1Fn1c2n2 · D
n
⊖ 2n3 · 3Fncn3D2,

µ23 ≡ 22n−1Fc2n1
D3

n
− 11 · 2n3F 2cn1D4 + F 3D5n

cos (φ/3) çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç îïðåäåëåíèå 13 φ ≡ arccos
r4

r
3/2
1

;

h2 çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 1.3 âèäàh2 = (2n1cn1/n− FD)4c2D + Fn1 , ← Ëåììà 1.3

D = KD · cn3 , F =
θc2

KD
← Èç îïðåäåëåíèÿ 5 è ïî ëåììå 1.4

⇒

⇒



θ = [1− l(t)]2n1/n, ←⇒ Óòâåðæäåíèÿ 9

δ(t)1 = tan t/θ ← óòâåðæäåíèÿ 14, óòâåðæäåíèÿ 5 y/x = δθ

H11(t) ≡

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
· δ(t)1

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , l(t) = n

√
1 + tann t

1 + tan t
,← Óòâ.9

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

h = 1 + θ

(
δ

[
1− nθ

2n1

]
− n

2n1

)
, ← Óòâåðæäåíèå 13

Kn
D(h, θ, δ, n) =

(1 + δθ − h)n · (h− 1)−1

2−nn3 · nn2(1 + δθ)n2(h− δθ)
, ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.244)

h2 =

((
θ

Kn
D

)n1

+
4 (2n1 − nθ)Kn

D

n

)
c2n1 , ← h2 = h2(θ(t), t, n)

(3.245)

Ïî îïðåäåëåíèþ 13 φ ≡ arccos
r4

r
3/2
1

, íî r1, r4 ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç îïðåäå-

ëåíèå 10, à µ1, µ2 â ñâîþ î÷åðåäü çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç îïðåäåëåíèÿ 8, 9, íî ò. ê.
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D = KDc
n3 , F = θc2/KD ïî îïðåäåëåíèþ 5 è ïî ëåììå 1.4 ñîîòâåòñòâåííî, òî

θ(t) = (1− l(t))2n1/n, ←⇒ èç óòâåðæäåíèÿ 9

δ(t) = tan t/θ(t)← Óòâåðæäåíèå 14, óòâåðæäåíèå 5 y/x = δθ

H11(t) ≡

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
· δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , l(t) = n

√
1 + tann t

1 + tan t
,← Óòâ.9

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

h = 1 + θ

(
δ

[
1− nθ

2n1

]
− n

2n1

)
, ← Ïî óòâåðæäåíèþ 13

Kn
D(h, θ, δ, n) =

(1 + δθ − h)n · (h− 1)−1

2−nn3 · nn2(1 + δθ)n2(h− δθ)
, ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.245)

r1 =
c5n−9K2

D

8n2θ2
·

(
n · 2

nθn

Kn
D

[
nθn/Kn

D + 4θ · 2n − 8nθ2
]
+ 4θ2 [8n + 2nθ·

·(2n − 3nθ)(2n − nθ)]

)
, r41 ≡

(
4n − 8nθ2n + 9n2θ2

)
,

r4 =
2n9/2 · c15n/2−27/2 ·K3−2n

D · (nθn + 2θKn
D [−2 · 2n + nθ])

n3θ3
·

·

(
2n · nθn [nθn/Kn

D + 2θ(5 · 2n − 7nθ)] + 2θ2 ·Kn
D

(
− 2n + 2nθ

)
r41

)
,

r41 ≡ 4n + nθ(−8 · 2n + 9nθ)
(3.246)

Áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (3.246) ìîæíî çàïèñàòü cos (φ/3) â ñëåäóþùåì âèäå

φ ≡ arccos
r4

r
3/2
1

, ← Îïðåäåëåíèå 13

cos
φ

3
= cos

(
1

3
arccos

r4

r
3/2
1

)
, Kn

D = Kn
D(θ(t), t, n),← Ñîîòíîøåíèÿ (3.246)

r1 = r1(K
n
D, θ(t), n), r4 = r4(K

n
D, θ(t), n) ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.246)

(3.247)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 27. g1 ≡ Ë× I óðàâíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (3.243);

Ò. å. â ÿâíîì âèäå

g1 ≡

2n

n
− 2θ −

θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
)


n

+


θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
) + 2θ


n

−

−
(
2n

n
− 2θ

)n

; g1 = g1(r1, cosφ/3, h2, θ, n);

Â ñîîòíîøåíèÿõ (3.245), (3.246), (3.247) ïîëó÷åíî òî, ÷òî òðåáóåòñÿ. Ïîäñòàâ-

ëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (3.245), (3.247) â ñîîòíîøåíèÿ (3.243) è ïîëó÷àåì ôóíêöèþ

îò äâóõ íåèçâåñòíûõ t è n âèäà g1 = g1(θ(t), t, n);
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0.65 0.70 0.75
t

5.0×1029

1.0×1030

1.5×1030

2.0×1030

2.5×1030

3.0×1030
g1

Ðèñ. 13. Ôóíêöèÿ g1(θ(t), t, n) ïðè n = 67;

100 150 200 250 300
n

5.0×1089

1.0×1090

1.5×1090

2.0×1090

2.5×1090

g1(n)

2n

n
- 2 t

n

Ðèñ. 14. Ôóíêöèÿ g1(θ(t), t, n)/
(
2n/n− 2θ

)
ïðè t = 0.64;

Åñëè ïîñìîòðåòü íà ãðàôèê ïîëó÷åííîé ôóíêöèè g1 = g1(θ(t), t, n) ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ n, òî ýòî áóäåò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðè

t ∈ (0.6; π/4), ÷òî âèäíî èç ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 13); Çíà÷èò â ïîëó÷åííóþ

ôóíêöèþ g1 = g1(θ(t), t, n) ïîäñòàâëÿåì t = 0.64 è ïîëó÷àåì óæå g1 = g1(n),

êîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ÷òî âèäíî èç å¼ ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 14); Çíà÷èò

ïðèíèìàåì n = 11 è ïîëó÷àåì, ÷òî g1(n = 11) ≈ 6420978 > 0;
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Ò. å. êîðåíü Kn
w ñîâîêóïíîñòè (3.239) ñî çíàêîì ⊕ ìîæíî èñêëþ÷èòü.

I) Äîêàæåì, ÷òî Kn
w ⩾ 3.98 (2n2/n− θ) ;

1) Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (0.1) xn + yn = zn ñëåäóþùèì îáðàçîì.
x = wn + np, y = mn + np, ← Ëåììà 1.1

z = (2n/n− 2θ) cn, ← Óòâåðæäåíèå 5

np = 2θcn, x > y ← Ëåììà 1.4

m = Kmc, w = Kwc, ← Îïðåäåëåíèå 5

⇒


(Kn

w + 2θ)
n
+ (Kn

m + 2θ)
n
=

=

(
2n

n
− 2θ

)n

; Kn
w > Kn

m;

(3.248)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 23 Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
; x > y;

Ïî ëåììå 1.4 Kn
m +Kn

w = 4 (2n2/n− θ), ïîýòîìó óðàâíåíèå (3.248) ïðèíèìàåò

âèä2n

n
− 2θ −

θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
)


n

+


θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
) + 2θ


n

−

−
(
2n

n
− 2θ

)n

= 0; θ = θ1 ·
2n

n
← Îïðåäåëåíèå 26

(3.249)

2) Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. ÷òî Kn
w ⩽ 3.98 (2n2/n− θ) ;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 28.

fQ(θ1, Q, n) ≡ Ë× óðàâíåíèÿ (3.249);

à) Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 23 (âûïèñàíî íèæå) èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
⩽ 3.98

(
2n2

n
− θ
)
⇒

⇒ Q ⩽
50n2 (2n/n− 2θ)

−n3 θn

(−2n2 + nθ)
2 ; (3.250)

á) Äîêàæåì, ÷òî ∂fQ/∂Q > 0;

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè 28 èìååì

∂fQ
∂Q

= n (Kn
w + 2θ)

n1
∂Kn

w

∂Q
+ n


θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
) + 2θ


n1

∂

∂Q

θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q

(
2n2

n
− θ
) ;

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 23 (ñì. ñòð. 108) ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå
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∂fQ
∂Q

= n (Kn
w + 2θ)

n1 · ∂K
n
w

∂Q
+ n


θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
) + 2θ


n1

· ∂
∂Q

(−1)∂K
n
w

∂Q
;

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî çíàê ∂fQ/∂Q ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ∂Kn
w/∂Q;

Çíà÷èò â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.248), à èìåííî íåðàâåíñòâà Kn
w > Kn

m, ìîæíî

ïîëó÷èòü

∂Kn
w

∂Q
=

θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q2 ·
(
2n2

n
− θ
) > 0; Kn

w > Kn
m ⇒

∂fQ
∂Q

> 0; (3.251)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

â) Ïîäñòàâëÿåì íåðàâåíñòâî (3.250) â óðàâíåíèå (3.249) è ïîëó÷àåì âîçðàñòàþ-

ùóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùåãî âèäà (ñì. Ðèñ.15)

0.20 0.21 0.22 0.23 0.24 0.25
θ1

-1.5×10235

-1.0×10235

-5.0×10234

xn + yn - zn

Ðèñ. 15. Ë× óðàâíåíèÿ (3.249) ïðè n = 31; max Q èç íåðàâåíñòâà (3.250);

Çíà÷èò â ñèëó ìîíîòîííîñòè ýòîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì

θ1 >
1

4
·
(
1− 5

2n

)
; (3.252)

Èç íåðàâåíñòâà (3.252), êîòîðîå ïîäòâåðæäàåòñÿ ãðàôèêîì (ñì. Ðèñ.16) âèäíî,

÷òî äëÿ ïðîòèâîðå÷èÿ íàäî ïîëó÷èòü

θ1 <
1

4
·
(
1− 5

2n

)
; (3.253)
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20 40 60 80 100
n

-3.0×10230

-2.5×10230

-2.0×10230

-1.5×10230

-1.0×10230

-5.0×10229

xn + yn - zn

Ðèñ. 16. Ë× óðàâíåíèÿ (3.249) ïðè max Q èç íåðàâåíñòâà (3.250) è

θ1 = 1/4(1− 5/[2n]);

ã) Äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (3.253);

Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ êîðåíü Kn
w ñîâîêóïíîñòè (3.239) ñî çíàêîì ⊖;

Ïðîäåëûâàåì òå æå ìàíèïóëÿöèè, ÷òî è ñ êîðíåì ñîâîêóïíîñòè (3.239) ñî çíà-

êîì ⊕; Äëÿ íåãî òîæå èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (3.245), (3.246), (3.247), òîëüêî
ñîîòíîøåíèÿ (3.243), ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (3.249), âûãëÿäÿò òàê

2n

n
− 2θ −

θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
)


n

+


θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
) + 2θ


n

−

−
(
2n

n
− 2θ

)n

= 0,

Q =
n2 (2n/n− 2θ)

−n3 θn

(−2n + nKn
w) (−2n2 + nθ)

,

Dc ≡ α1 + α2 cos (φ/3) + α3 cos
2 (φ/3), α3 ≡ 32r1 · 4n, ← Îïðåäåëåíèå 26

α1 ≡ 2n · h22 (4n − 8nθ [3 · 2n − 3nθ]) , ← Îïðåäåëåíèå 26

α2 ≡ 128 · 2n/2 · h2
√
r1 (4

n − 4nθ[3 · 2n − 3nθ]) , ← Îïðåäåëåíèå 26

Kn
w =

1

2

(
2n

n
− 4θ ⊖

√
Dc

n
(
2n/2h2 + 4

√
2
√
r1 cos (φ/3)

))
(3.254)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 29.

g2(r1, cosφ/3, h2, θ, n) ≡ Ë× I óðàâíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (3.254);

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (3.245), (3.247) â ñîîòíîøåíèÿ (3.254) è ïîëó÷àåì

ôóíêöèþ g2 = g2(θ(t), t, n);
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0.65 0.70 0.75
t

2.0×1030

4.0×1030

6.0×1030

8.0×1030

1.0×1031

1.2×1031

g2

Ðèñ. 17. Ôóíêöèÿ g2(θ(t), t, n) ïðè n = 67;

100 150 200 250 300
n

1×10116

2×10116

3×10116

4×10116

5×10116

6×10116

g2(n)

2n

n
- 2 t

n

Ðèñ. 18. Ôóíêöèÿ g1(θ(t), t, n)/
(
2n/n− 2θ

)
ïðè t = 0.74;

Åñëè ïîñìîòðåòü íà ãðàôèê ïîëó÷åííîé ôóíêöèè g2 = g2(θ(t), t, n) ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ n, òî ýòî áóäåò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðè

t ∈ (0.6; π/4), ÷òî âèäíî èç ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 17); Çíà÷èò â ïîëó÷åííóþ

ôóíêöèþ g2 = g2(θ(t), t, n) ïîäñòàâëÿåì t = 0.74;



112 À.À. ÊÓÐÌÀ×ÅÂ

Íàäî ïîäñòàâëÿòü èìåííî t = 0.74, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü îöåíèòü θ1
ñíèçó. Âîò ïîÿñíåíèÿ.

Ïî óòâåðæäåíèþ 9

θ(t = 0.74) =
(
1− l(0.74)

)2n1

n
; l(0.74) =

n
√
1 + tann 0.74

(1 + tan 0.74)
;

Ïî óòâåðæäåíèþ 10

∂l

∂n
< 0⇒ n = 11⇒ θ1 ⩾ 0.231 ïðè t ⩾ 0.74,

à ýòî ÿâíî ìåíüøå, ÷åì â íåðàâåíñòâå (3.253) âèäà

θ1 <
1

4
·
(
1− 5

2n

)
∀ n ⩾ 11;

Òåì íå ìåíåå, äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äàæå ïðè îöåíêå

θ1 ⩾ 0.231 ïðè t ⩾ 0.74

áóäåò ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè t = 0.74 ïîëó÷à-

åì óæå g2 = g2(n), êîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ÷òî âèäíî èç å¼ ãðàôèêà (ñì.

Ðèñ. 18); Çíà÷èò ïðèíèìàåì n = 11 è ïîëó÷àåì, ÷òî g1(n = 11) ≈ 53517.66 > 0;

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ò. ê. ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ g1�ýòî ôàêòè÷åñêè

ïðåîáðàçîâàííàÿ Ë× óðàâíåíèÿ (0.1) âèäà

xn + yn − zn = 0,

îíà íå ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé. Çíà÷èò ðåàëüíî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(3.253) âèäà

θ1 <
1

4
·
(
1− 5

2n

)
,

çíà÷èò èçíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå

Kn
w ⩽ 3.98

(
2n2

n
− θ
)

ëîæíî. Ò. å. êîðåíü Kn
w ñîâîêóïíîñòè (3.239) ñî çíàêîì ⊖ ìîæíî èñêëþ÷èòü.

Îáà êîðíÿ ñîâîêóïíîñòè (3.239) èñêëþ÷åíû, îñòàëñÿ ïîñëåäíèé ñëó÷àé.

II) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Kn
w ⩾ 3.98 (2n2/n− θ) ;

Äîêàæåì, ÷òî t < 0.64;

Ýòà îöåíêà íóæíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî t < 0.51 è ∂Kn
D/∂δ > 0;

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. ÷òî

t > 0.64; (3.255)
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0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75
t

-2.5×107

-2.0×107

-1.5×107

-1.0×107

-5.0×106

g3

Ðèñ. 19. Ôóíêöèÿ g3(θ(t), t, n) ïðè n = 31;

Èäåÿ â òîì, ÷òî äîëæíî áûòü Kn
w − minKn

w ⩾ 0, íî ýòî íåâîçìîæíî, åñëè

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (3.255); Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ êîðåíü Kn
w ñîâîêóïíî-

ñòè (3.239) ñî çíàêîì ⊖;
minKn

w áåðåòñÿ èç ðàññìàòðèâàåìîãî ñåé÷àñ ñëó÷àÿ Kn
w ⩾ 3.98 (2n2/n− θ) ;

Kn
w�ýòî êîðåíü K

n
w ñîâîêóïíîñòè (3.239) ñî çíàêîì ⊖, ò. ê. êîðåíü ñî çíàêîì

⊕ óæå èñêëþ÷åí.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.254) è ðàññìàòðèâàåìîãî ñåé÷àñ ñëó÷àÿ

Kn
w ⩾ 3.98 (2n2/n− θ) ìîæíî çàïèñàòü



Dc ≡ α1 + α2 cos (φ/3) + α3 cos
2 (φ/3), α3 ≡ 32r1 · 4n,← Îïðåäåëåíèå 26

α1 ≡ 2n · h22 (4n − 8nθ [3 · 2n − 3nθ]) , ← Îïðåäåëåíèå 26

α2 ≡ 128 · 2n/2 · h2
√
r1 (4

n − 4nθ[3 · 2n − 3nθ]) , ← Îïðåäåëåíèå 26

Kn
w =

1

2

(
2n

n
− 4θ ⊖

√
Dc

n
(
2n/2h2 + 4

√
2
√
r1 cos (φ/3)

)),
Kn

w − 3.98 (2n2/n− θ) ⩾ 0, g3 ≡ Kn
w − 3.98 (2n2/n− θ)

(3.256)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 30.

g3(r1, θ, h2, cosφ/3) ≡ Ë× íåðàâåíñòâà ñîîòíîøåíèé (3.256);

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (3.245), (3.247) â ñîîòíîøåíèÿ (3.256) è ïîëó÷àåì

ñîîòíîøåíèé (3.256) ôóíêöèþ g3 = g3(θ(t), t, n);
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20 40 60 80 100
n

-3.0×1021

-2.5×1021

-2.0×1021

-1.5×1021

-1.0×1021

-5.0×1020

g3(n)

Ðèñ. 20. Ôóíêöèÿ g3(θ(t), t, n) ïðè t = π/4;

Åñëè ïîñìîòðåòü íà ãðàôèê ïîëó÷åííîé ôóíêöèè g3 = g3(θ(t), t, n) ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ n, òî ýòî áóäåò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðè

t ∈ (0.6; π/4), ÷òî âèäíî èç ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 19); Çíà÷èò â ïîëó÷åííóþ ôóíê-

öèþ g3 = g3(θ(t), t, n) ïîäñòàâëÿåì â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 20 t = π/4 è ïîëó÷àåì

óæå g3 = g3(n), êîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ÷òî âèäíî èç å¼ ãðàôèêà (ñì.

Ðèñ. 20); Çíà÷èò ïðèíèìàåì n = 11 è ïîëó÷àåì, ÷òî g3(n = 11) ≈ −5.99 < 0;

À ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó Kn
w − minKn

w ⩾ 0; Çíà÷èò èçíà÷àëüíîå ïðåä-

ïîëîæåíèå (3.255) ëîæíî, çíà÷èò

t < 0.64; (3.257)

III) Äîêàæåì, ÷òî ∂Kn
D/∂δ > 0, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (3.257);

Èäåÿ, ÷òî äîëæíî áûòü Kn
D−minKn

D ⩾ 0; Ïðè ýòîì Kn
D çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç

ñîîòíîøåíèÿ (3.230) âèäà

Kn
D =

n
(
−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn − δnθ2n−1 + 2θn1(δθ)n

)
S18 + S19

,

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2δθ)n + 4nθ(δθ)n,

h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
, l = 1− nθ

2n1
← Óòâåðæäåíèÿ 5, 13

À minKn
D çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ò. ê. ðå÷ü èäåò î minKn

D, òî

Kn
D íàäî çàïèñàòü â óäîáíîì âèäå, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü çíàê

∂Kn
D/∂δ; Ò. å. çàïèñûâàåì Kn

D òàê, ÷òîáû ∂Kn
D/∂δ âûðàæàëàñü êâàäðàòè÷íûì

íåðàâåíñòâîì îòíîñèòåëüíî δ; Äëÿ ýòîãî â ñîîòíîøåíèÿõ (3.230) äåëàåì çàìåíó

δθ → tan t íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 5 è óòâåðæäåíèÿ 9 y/x = δθ, y/x = tan t

ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî îáîçíà÷èòü minKn
D êàê Kn

D ⩾;
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Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ Kn
D ôóíêöèÿ Kn

D(θ, t, n);

Âàæíî, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿõ (3.258) θ(t) è δ(t) ïîäñòàâëÿåòñÿ òîëüêî òóäà,

ãäå íàïèñàíî θ(t) è δ(t) ñîîòâåòñòâåííî.

Kn
D =

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn + 1θn1 tann t)

S18 + S19
,

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2 tan t)n + 4nθ(tan t)n,

h = 1 + θ
(
δ · l − n

2n1

)
, l = 1− nθ/2n1 ← Óòâåðæäåíèÿ 13, 5

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ(t) = (1− l(t))2n1/n, l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ←⇒ èç óòâåðæäåíèÿ 9

δ(t) = tan t/θ(t) ← Óòâåðæäåíèå 14, ïî óòâåðæäåíèþ 5 y/x = δθ

H11(t) =

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , ← Îïðåäåëåíèå 15

Kn
D = Kn

D(θ, t, n) ← Ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ â îáùåì âèäå
(3.258)

Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ minKn
D (îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî çíàê ⩾

â ïåðâîì íåðàâåíñòâå ñîîòíîøåíèé 3.259); Âàæíî, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿõ (3.259)

θ(t) è δ(t) ïîäñòàâëÿåòñÿ òîëüêî òóäà, ãäå íàïèñàíî θ(t) è δ(t) ñîîòâåòñòâåííî.

Kn
D ⩾

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn + 1θn1 tann t)

S18 + S19
,

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2 tan t)n + 4nθ(tan t)n,

h = 1 + θ
(
δ[1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(tmin))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

,
∂H11(t)

∂t
> 0, ← Óòâ.14

θ(tmin) = (1− l(tmin))2
n1/n, ←⇒ èç óòâ.9

δ(tmin) = tan tmin/θ(tmin) ←⇒ èç óòâ.9, 10, óòâ.5 y/x = δθ

H11(tmin) =

∣∣∣∣∣l(tmin)−
n

2n1
δ(tmin)

(
θ(tmin)−

2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , ←⇒ Îïð.15, óòâ.14

Kn
D ⩾ Kn

D(θ, t, n) ← Ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ â îáùåì âèäå
(3.259)

×òîáû äîêàçàòü çíàê ⩾ â ñîîòíîøåíèÿõ (3.259), íàäî çàïèñàòü ∂Kn
D/∂δ,

∂Kn
D/∂h â ÿâíîì âèäå, èñïîëüçóÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî ñîîòíîøåíèé (3.258);

Çàìå÷àíèå 10. Âàæíî, ÷òî ò. ê. îáëàñòü çíà÷åíèé h, θ ìîæíî íàéòè, òî

∂Kn
D/∂δ íàõîäèòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî h, θ�ýòî ïàðàìåòðû. Òàê ìîæíî äåëàòü,

åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ∂Kn
D/∂h > 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî θ, δ�ïàðàìåòðû.
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1) Çàïèñûâàåì ∂Kn
D/∂δ èç ñîîòíîøåíèé (3.258) ïðè óñëîâèè, ÷òî h, θ�ýòî ïà-

ðàìåòðû. Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ
∂Kn

D

∂δ
=
−nθn · hn+1 (−2n + 2nθ)

(
hnθ2δ2 + 2(hnθ − hθ − hθ tann t)δ + j1

)
(S18 + S19)2

,

j1 ≡ h2 + h2 tann t− hn

(3.260)

∂Kn
D

∂δ
= 0⇒

{
hnθ2δ2 + 2θ(hn − h− h tann t)δ + j1 = 0,

j1 ≡ h2 (1 + tann t− hn2)
(3.261)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.261) âèäíî, ÷òî ïîëó÷èëîñü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíî-

ñèòåëüíî δ;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 31.{
j2(δ, θ, t, n) ≡ hnθ2δ2 + 2θ(hn − h− h tann t)δ + j1,

j3(δ, θ) ≡ n
√
1 + tann 0.64− 2δθ; j1 ≡ h2 (1 + tann t− hn2)

Âû÷èñëÿåì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ∂j2/∂h êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà èç ñîîòíî-

øåíèé (3.261); Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì

∂j2/∂h = 2(h− δθ)− nhn1(1− 2δθ) + n · hn1δ2θ2; (3.262)

0.15 0.20 0.25 0.30
θ1

1

2

3

4

j2

Ðèñ. 21. Ãðàôèê ôóíêöèè j2(δ, θ, t, n) ïðè n = 11; δ = δM ; t = 0.64; h = 1;

Èç ãðàôèêîâ (ñì. Ðèñ 21, 22) âèäíî, ÷òî j2 > 0 ïðè n = 11; δ = δM ; t =

0.64; h = 1; θ1 ⩾ 0.16841;

Ôóíêöèÿ j2(n) > 0 ∀ n ⩾ 11, ÷òî âèäíî èç å¼ ãðàôèêà (ñì. Ðèñ 22); Ïðè

n = 11 j2(11) ≈ 0.2642; Ïîäðîáíîñòè íèæå.
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Ðèñ. 22. Ãðàôèê ôóíêöèè j2(t, n) ïðè θ1 = 0.1681; δ = δM ; t = 0.64; h = 1;

×òîáû îïðåäåëèòü çíàê êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè j2 arg δ èç ñîîòíîøåíèé

(3.261), íàäî îöåíèòü δ ñíèçó ïðè óñëîâèè t > 0.47; Óñëîâèå t > 0.47 áåðåòñÿ èç

òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî âî-ïåðâûõ äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî t > 0.47⇒ t < 0.507;

Âî-âòîðûõ, åñëè t > 0.47, òî íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèé 9, 10 èìååì
l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâåðæäåíèå 9

θ = (1− l(t))2n1/n, t > 0.47, ← Óòâ.9, ïî óñëîâèþ

∂l/∂n < 0, ∂l/∂t < 0← Óòâåðæäåíèå 10

⇒

{
θ1 ⩾ 0.168410,

n = 11

(3.263)

Ïóñòü t > 0.47; Ïî óòâåðæäåíèþ 14

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

;
∂H11

∂t
> 0; t > 0.47⇒

⇒ δ >

[
(1 +H11(0.47))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

; ← δ > δM ;

(3.264)

Èññëåäóåì ðàñïîëîæåíèå êîðíåé êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà èç ñîîòíîøåíèé

(3.261) îòíîñèòåëüíî ÷èñëà δ èç íåðàâåíñòâà (3.264); Êîðíè êâàäðàòíîãî òð¼õ-

÷ëåíà, âåòâè ââåðõ, ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò çàäàííîãî ÷èñëà δM ⇔
çíà÷åíèå êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà â äàííîé òî÷êå ïîëîæèòåëüíî. Ïðè ýòîì êî-

îðäèíàòà âåðøèíû δv < δM ; Åãî äèñêðèìèíàíò Dδ ⩾ 0, ò. ê. èíà÷å ñðàçó ïîëó-

÷àåòñÿ ∂Kn
D/∂δ > 0, ò. ê. âåòâè ó ïàðàáîëû èç ñîîòíîøåíèé (3.261) íàïðàâëåíû

ââåðõ. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
δM ≡

[
(1 +H11(0.47))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

,

hnθ2δ2M + 2θ(hn − h− h tann t)δM + j1 > 0,

j1 ≡ h2 (1 + tann t− hn2) , δv < δM , Dδ ⩾ 0

(3.265)
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Ñèñòåìó (3.265) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå
δM ≡

[
(1 +H11(0.47))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

,

hnθ2δ2M + 2θ(hn − h− h tann t)δM + j1 > 0,

j1 ≡ h2 (1 + tann t− hn2) , δv < δM , Dδ ⩾ 0, δv = h−n (h− hn + h tann t) /θ

Dδ = 2h2n1 − hn1(h+ 2) (1 + tann t) + (1 + tann t)
2

(3.266)

Ïî óòâåðæäåíèþ 13 h = n
√
1 + tann t, íî â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.257) t < 0.64,

à ïî óñëîâèþ òåîðåìû 1 n ⩾ 11, çíà÷èò èìååì ñëåäóþùåå.

Ïî îïðåäåëåíèþ 5 h ≡ z/x > 1; h < n
√
1 + tann 0.64; (3.267)

Çàäà÷à�èññëåäîâàòü ôóíêöèþ j2, çàïèñàííóþ â ñîîòíîøåíèÿõ (3.266) íàmin

çíà÷åíèå, åñëè min,maxh çàïèñàíû â ñîîòíîøåíèÿõ (3.267);

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ j3 èç îïðåäåëåíèÿ 31 îòðèöàòåëüíà. Ò. å. ÷òî

j3(δ, θ) ≡ n
√
1 + tann 0.64− 2δθ < 0; θ = θ1 · 2n/n;

0.15 0.20 0.25 0.30
θ1

-3.0

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

j3

Ðèñ. 23. Ãðàôèê ôóíêöèè j3(δ, θ, n) ïðè n = 11; δ = δM ;

Åñëè ïîñìîòðåòü íà ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè j3 ïðè n = 11; δ = δM , òî âèäíî,

÷òî ýòî ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ (ñì. Ðèñ 23 ); Çíà÷èò ïîäñòàâëÿåì â

ôóíêöèþ j3 ñëåäóþùåå: δ = δM ; θ = θ1 · 2n/n, â ñèëó îöåíêè (3.263) θ1 =

0.168411; Â ðåçóëüòàòå òàêîé ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåòñÿ j3 = j3(n) < 0 ∀ n ⩾ 11,

êîòîðàÿ ìîíîòîííî óáûâàåò (ñì. Ðèñ 24); j3(n = 11) ≈ −0.01244;
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-0.01577

-0.01576

-0.01575

-0.01574

-0.01573

j3(n)

Ðèñ. 24. Ãðàôèê ôóíêöèè j3(n) ïðè δ = δM ; t = 0.64; h = 1; θ1 = 0.16841;

Çíà÷èò ôóíêöèÿ j3 èç îïðåäåëåíèÿ 31 âèäà

j3(δ, θ) ≡ n
√
1 + tann 0.64− 2δθ < 0,

îòðèöàòåëüíà.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Íî ðàç j3 < 0, òî èç ðàâåíñòâà (3.262) ⇒ ∂j2/∂h > 0 ⇒ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 31

ôóíêöèÿ

j2(δ, θ, t, n) ≡ hnθ2δ2 + 2θ(hn − h− h tann t)δ + j1,

ãäå

j1 ≡ h2 (1 + tann t− hn2) ,

äîñòèãàåò min çíà÷åíèÿ ïðè h = 1, ò. å. ïðè h→ min;

Ïî÷åìó ôóíêöèÿ j2 èç îïðåäåëåíèÿ 31 äîñòèãàåò min çíà÷åíèÿ ïðè t = 0.64?

Ïåðåïèøåì å¼ â âèäå

j2 = h2 − hn + 2δθh(hn1 − 1) + hnδ2θ2 + h(h− 2δθ) tann t;

Èç íåðàâåíñòâà (3.257) âèäíî, ÷òî t = 0.64 ýòîmax çíà÷åíèå, ò. å. íàäî äîêàçàòü,

÷òî h− 2δθ < 0, ò. å. â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.267) íàäî äîêàçàòü, ÷òî

n
√
1 + tann 0.64− 2δθ < 0⇒

⇒ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 31 íàäî äîêàçàòü, ÷òî j3 < 0, à ýòî òîëüêî ÷òî äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòíîøåíèÿõ (3.266) îñòàëîñü ïðîâåðèòü èñòèííîñòü íåðà-

âåíñòâà δv < δM ; Äëÿ ýòîãî îöåíèì ðàçíîñòü δv − δM ñâåðõó.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 32.

j4 ≡
(h− hn + h tann t)

hnθ
−
[
(1 +H11(0.47))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

;
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×òîáû îöåíèòü δv ñâåðõó, íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.266);

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.266) j4 ≡ δv − δM ;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.266) è îïðåäåëåíèÿ 32, íàäî ïðîâåðèòü èñòèííîñòü íåðà-

âåíñòâà j4 < 0; Ò. å. â ñîîòíîøåíèÿõ (3.266) åñòü íåðàâåíñòâî j4 < 0; Äëÿ ýòîãî

îöåíèì max j4;

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.263) è ñîîòíîøåíèé (3.267) è îïðåäåëåíèÿ 26 âèäà

θ = θ1 ·
2n

n
; θ1 ⩾ 0.168410, h > 1, h < n

√
1 + tann 0.64,

ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà.

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì 15 ôóíêöèè H11(t) âèäà

H11(t) ≡

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
· δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ ,

ãäå

l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
; θ(t) =

(
1− l(t)

)
2n1/n; δ(t) = tan t/θ(t);

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

Ïî óòâåðæäåíèþ 14
∂H11(t)

∂t
> 0, t > 0.47,

çíà÷èò îïðåäåëåíèå 32 ïðèìåò âèä

j4 ⩽

(
1− 1 + n

√
1 + tann 0.64 · tann 0.64

)
0.16841 · 2n/n

−

[
(1 +H11(0.47))

2n1

n
− θ
]

(
θ − 2n1

n

)2 ; (3.268)

Ïî îïðåäåëåíèþ 26 θ = θ1 ·
2n

n
, çíà÷èò íåðàâåíñòâî (3.268) ïðèìåò ñëåäóþùèé

âèä.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 33.

j5(θ1, n) ≡ Ï× íåðàâåíñòâà (3.268) ïðè θ = θ1 ·
2n

n
;

Èëè â ÿâíîì âèäå

j5(θ1, n) ≡
(

n
√
1 + tann 0.64 · tann 0.64

)
0.16841 · 2n/n

−

[
(1 +H11(0.47))

2n1

n
− θ1 ·

2n

n

]
(
θ1 ·

2n

n
− 2n1

n

)2 ;
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Ðèñ. 25. Ãðàôèê ôóíêöèè j5(θ1, n) ïðè n = 11;
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n

n

Ðèñ. 26. Ãðàôèê ôóíêöèè j5(n) ·2n/n ïðè δ = δM ; t = 0.64; h = 1 θ1 ⩾

0.1681; t = 0.64; h = 1; θ1 = 0.16841;

Åñëè ïîñìîòðåòü íà ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè j5(θ, n) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-

÷åíèÿõ n ⩾ 11, òî ýòî áóäåò ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ arg θ1 (ñì. Ðèñ

25); Çíà÷èò â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.263) âèäà θ1 ⩾ 0.16841, ïðèíèìàåì θ1 =

0.16841 è ïîëó÷àåì ôóíêöèþ j5 = j5(n); Åñëè ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè

j5 = j5(n), òî âèäíî, ÷òî ýòî ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ (ñì. Ðèñ 26),

ïðè÷¼ì 2n/n · j5(n = 11) ≈ −2.784; Çíà÷èò èñòèííîñòü íåðàâåíñòâà δv < δM èç
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ñîîòíîøåíèé (3.266) óñòàíîâëåíà. Çíà÷èò ñîîòíîøåíèÿ (3.266) è (3.265) äåé-

ñòâèòåëüíî èìåþò ìåñòî. Çíà÷èò ôóíêöèÿ j2 èç îïðåäåëåíèÿ 31 > 0. Ò. î.

∂Kn
D/∂δ = −nθn · hn+1 (−2n + 2nθ) j2/(S18 + S19)

2; j2(δ, θ, t, n) > 0; (3.269)

Íî ñîîòíîøåíèÿ (3.261) áûëè ïîëó÷åíû èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ∂Kn
D/∂δ = 0⇒

∂Kn
D/∂δ ̸= 0; ×òîáû îïðåäåëèòü çíàê ïðîèçâîäíîé ∂Kn

D/∂δ, èñïîëüçóåì ðàâåí-

ñòâî (3.260), îíî ⇔ j2 = 0; Ïî ëåììå 1.4 θ < 2n2/n, çíà÷èò â ñèëó íåðàâåíñòâà

(3.269) áóäåò ∂Kn
D/∂δ > 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî t > 0.47, h, θ�ïàðàìåòðû.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

2) Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 10 íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî ∂Kn
D/∂h > 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî

θ, δ�ïàðàìåòðû. Ïóñòü t > 0.507; Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

∂Kn
D

∂h
=
nhnθn(−2n + 2nθ)

(
j6 + j7δθ + j8[δθ]

2 + hn[δθ]3
)

(S18 + S19)2
,

j6 ≡ h(−2 + h+ hn1 + n− nh− [2− n− h+ nh] tann t),

j7 ≡ h2(1 + hn2 − n+ [1− n] tann t),
j8 ≡ h(−2 + hn1 + n+ [n− 2] tann t)

(3.270)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 34.

L2 ≡
(
j6 + j7δθ + j8[δθ]

2 + hn[δθ]3
)
;

Ïî óòâåðæäåíèþ 5 è óòâåðæäåíèþ 9 y/x = δθ; y/x = tan t, çíà÷èò â ñèëó

íåðàâåíñòâà (3.257) ν ≡ tan t < tan 0.64; ν > 0; Çíà÷èò ìîæíî èññëåäîâàòü

ôóíêöèþ L2 èç îïðåäåëåíèÿ 34 íà max çíà÷åíèå, çàïèñàâ å¼ â ñëåäóþùåì âèäå

L2 =
(
j6 + j7ν + j8ν

2 + hnν3
)
; ν ∈ (0; tan 0.64); (3.271)

Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.271) èìååì

∂L2/∂ν = 3hnν2 + 2j8ν + j7; (3.272)

Ïî óòâåðæäåíèþ 13 h = n
√
1 + tann t, íî â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.257) t < 0.64, à

ïî óñëîâèþ th 1 è ïî óñëîâèþ èç ïóíêòà 2) (ñì. ñòð 122) n ⩾ 11; t > 0.507⇒

⇒ h ⩾ n
√
1 + tann 0.507; h ⩽ n

√
1 + tann 0.64; (3.273)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.273) è (3.270) èìååì j7 < 0⇒ â ñèëó ðàâåíñòâà (3.272)

èìååò ìåñòî ñëó÷àé ∂L2/∂ν = 0; Ïðè÷¼ì êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

∂L2/∂ν = 0 ðàçíîçíàêîâûå â ñèëó th Âèåòà. Òåì íå ìåíåå, ∂L2/∂ν = 0 ⇔ ∅,
ò. ê. â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.271) ìû èìååì êóáè÷åñêóþ ïàðàáîëó, âåòâè ââåðõ,

çíà÷èò èç å¼ ýñêèçà è å¼ ïðîèçâîäíîé (ñì. ñîîòíîøåíèÿ 3.272) âèäíî, ÷òî ó

êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû äâå êðèòè÷åñêèõ ðàçíîçíàêîâûõ òî÷êè, ïðè÷¼ì ïîëîæè-

òåëüíàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà�ýòî òî÷êà å¼min, çíà÷èò êðèòè÷åñêèå òî÷êè ìîæíî

íå ó÷èòûâàòü, à íàõîäèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè L2 òîëüêî íà êîíöàõ îòðåçêà, ò. ê.

íàäî íàéòè max çíà÷åíèå. Ýòè êîíöû è ôóíêöèÿ íàïèñàíû â ñîîòíîøåíèÿõ

(3.271);
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à) Íàéä¼ì çíà÷åíèå ôóíêöèè L2(ν, n) íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà.

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ôóíêöèÿ L2(ν, n) ïðèíèìàåò âèä

L2(tan 0.64, n) = j6 + j7 tan 0.64 + j8(tan 0.64)
2 + hn(tan 0.64)3; (3.274)

Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ â ðàâåíñòâå (3.274) îíî ïðèíèìàåò âèä

L2(tan 0.64, n) = −n · h(h− 2 sec2 0.64 + h tan 0.64)⊕ h
(
h− 2 + hn1 − [2− h] ·

· tann 0.64
)
⊕ h2

(
1 + hn2 + tann 0.64

)
tan 0.64⊕ h

(
hn1 − 2− 2 tann 0.64

)
;
(3.275)

Â ðàâåíñòâå (3.275) èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò êîýôôèöèåíò ïåðåä n; Ò. ê. â ñèëó

ñîîòíîøåíèé (3.272) h > 1, òî h− 2 sec2 0.64 + h tan 0.64 ⩾ 1.744− 1.554 ≈ 1.19,

çíà÷èò (h − 2 sec2 0.64 + h tan 0.64)(−h · n) ⩽ −1.19n; Çíà÷èò â ñèëó ðàâåíñòâà

(3.275) çíà÷åíèå ôóíêöèè L2(ν, n) íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà îòðèöàòåëüíî.

á) Íàéä¼ì çíà÷åíèå ôóíêöèè L2(ν, n) íà ëåâîì êîíöå îòðåçêà.

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ôóíêöèÿ L2(ν, n) ïðèíèìàåò âèä

L2(0, n) = j6; (3.276)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.270), íàäî èññëåäîâàòü j6(h, t) íà max çíà÷åíèå. Äëÿ

ýòîãî çàïèøåì j6 â âèäå ñóììû äâóõ ôóíêöèé è êàæäóþ èç íèõ èññëåäóåì íà

max çíà÷åíèå. Èìååì
j6 = j61 + j62,

j61 ≡ −h(2− h− n+ n · h) tann t, ∂j61/∂h = (−2− 2h · n1 + n) tann t,

j62 ≡ h(−2 + h+ hn1 + n− n · h), ∂j62/∂h = −2− 2h · n1 + n+ n · hn1

(3.277)

à) Èññëåäóåì ôóíêöèþ j61(h, n) èç ñîîòíîøåíèé (3.277) íà max çíà÷åíèå.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.277) èìååì

∂j61/∂h = 0⇒ (−2− 2h · n1 + n) tann t = 0⇒ h =
n2
2n1

< 1/2; (3.278)

Íî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 5 h ≡ z/x > 1 ⇒ íàäî íàéòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè j61
òîëüêî íà êîíöàõ îòðåçêà. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.273) è (3.277) èìååì

h3 ≡ n
√
1 + tann 0.507, h0 ≡ n

√
1 + tann 0.64,[

h = h3 ⇒ j61(h3, n) =
n
√
1 + tann 0.507 ·

(
n2 − n1h3

)
tann t,

h = h0 ⇒ j61(h0, n) =
n
√
1 + tann 0.64 ·

(
n2 − n1h0

)
tann t

(3.279)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 35. L3 ≡ j61(h0, n); h0 ≡ n
√
1 + tann 0.64;

j61(h0, n) = −h0(2− h0 − n+ n · h0) tann t;
L4 ≡ j61(h3, n); h3 ≡ n

√
1 + tann 0.507;

j61(h3, n) = −h3(2− h3 − n+ n · h3) tann t;

Ñíà÷àëà íàäî ïîñìîòðåòü íà ãðàôèê ôóíêöèè L3, ÷òîáû ïîíÿòü, êàêîå çíà-

÷åíèå t áðàòü äëÿ ñîìíîæèòåëÿ tann t âî âòîðîé ñòðîêå ñîâîêóïíîñòè (3.279);

Èç ãðàôèêà (ñì. Ðèñ 27) âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ L3 < 0 ∀ n ⩾ 11, çíà÷èò
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t → min ⇒ t = 0.507 â ñèëó óñëîâèÿ ïóíêòà 2) (ñì. ñòð. 122); Êîìàíäîé

Asymptotic ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî L3(n)/ tan
n t ïðè t = 0.507 ∼ −1− tann 0.64;

20 40 60 80 100
n

-1.0012

-1.0010

-1.0008

-1.0006

-1.0004

-1.0002

-1.0000

L3

Ðèñ. 27. Ãðàôèê ôóíêöèè L3(n)/ tan
n t ïðè t = 0.507;

Ñíà÷àëà íàäî ïîñìîòðåòü íà ãðàôèê ôóíêöèè L4, ÷òîáû ïîíÿòü, êàêîå çíà-

÷åíèå t áðàòü äëÿ ñîìíîæèòåëÿ tann t â ïåðâîé ñòðîêå ñîâîêóïíîñòè (3.279);

20 40 60 80 100
n

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

-1

L4

Ðèñ. 28. Ãðàôèê ôóíêöèè L4(n)/ tan
n t

Èç ãðàôèêà (ñì. Ðèñ 28) âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ L4 < 0 ∀ n ⩾ 11, çíà÷èò íàäî
áðàòü t → min ⇒ t = 0.507 â ñèëó óñëîâèÿ ïóíêòà 2) (ñì. ñòð. 122); Çíà÷èò
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ñîâîêóïíîñòü (3.279) ïðèíèìàåò âèä
h3 ≡ n

√
1 + tann 0.507, h0 ≡ n

√
1 + tann 0.64[

h = h3 ⇒ j61(h3, n) ⩽
n
√
1 + tann 0.507 ·

(
n2 − n1h3

)
tann 0.507,

h = h0 ⇒ j61(h0, n) ⩽
n
√
1 + tann 0.64 ·

(
n2 − n1h0

)
tann 0.507

(3.280)

á) Èññëåäóåì ôóíêöèþ j62(h, n) èç ñîîòíîøåíèé (3.277) íà max çíà÷åíèå.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.277) èìååì

∂2j62/∂h
2 = 0⇒ n1(n · hn2 − 2) = 0;

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 5 h > 1 ∀ n ⩾ 11 ⇒ ∂2j62/∂h
2 > 0 ⇒ äàæå åñëè ñóùå-

ñòâóþò òî÷êè, â êîòîðûõ ∂j62/∂h = 0, ýòè òî÷êè áóäóò ÿâëÿòüñÿ òî÷êàìè min,

à íàì íóæíî max çíà÷åíèå, çíà÷èò íàäî íàéòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè j62(h, n)

òîëüêî íà êîíöàõ îòðåçêà. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.273) è (3.277) èìååì
h3 ≡ n

√
1 + tann 0.507, h0 ≡ n

√
1 + tann 0.64,h = h3 ⇒ j62(h3, n) =

(
n
√
1 + tann 0.507

)n
+ n
√
1 + tann 0.507 ·

(
n2 − n1h3

)
,

h = h0 ⇒ j62(h0, n) =
(

n
√
1 + tann 0.64

)n
+ n
√
1 + tann 0.64 ·

(
n2 − n1h0

)
(3.281)

â) Ñêëàäûâàåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé j61 è j62 èç ñîâîêóïíîñòåé (3.280), (3.281) âî

âñåõ âîçìîæíûõ ñî÷åòàíèÿõ.

Èç ñîâîêóïíîñòè (3.280) âèäíî, ÷òî áðàòü íàäî òîëüêî ïåðâîå íåðàâåíñòâî,

ò. ê. ôóíêöèÿ òàì êâàäðàòè÷íàÿ, âåòâè âíèç, â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.278) âèäà

h =
n2
2n1

< 1/2 êîîðäèíàòà å¼ âåðøèíû < 1/2⇒ âñåãî äâà âàðèàíòà.

1 Âàðèàíò) Ðàññìîòðèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñîâîêóïíîñòè, ïîëó÷àåì ôóíê-

öèþ L5(n) ≡ max j61(h3, n) + j62(h3, n);

200 400 600 800 1000
n

-2000

-1500

-1000

-500

L5

Ðèñ. 29. Ãðàôèê ôóíêöèè L5(n)/ tan
n 0.5;
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Èç ãðàôèêà ôóíêöèè L5(n) (ñì. Ðèñ 29) âèäíî, ÷òî L5(n) < 0 ∀ n ⩾ 11;

2 Âàðèàíò) Ðàññìîòðèì âòîðîå íåðàâåíñòâî ñîâîêóïíîñòè, ïîëó÷àåì ôóíê-

öèþ L6(n) ≡ max j61(h3, n) + j62(h0, n);

200 400 600 800 1000
n

-1500

-1000

-500

L6

Ðèñ. 30. Ãðàôèê ôóíêöèè L6(n)/ tan
n 0.5;

Èç ãðàôèêà ôóíêöèè L6(n)/ tan
n 0.5 (ñì. Ðèñ 30) âèäíî, ÷òî L6(n) < 0 ∀ n ⩾

⩾ 11; (ñì. Ïðèëîæåíèå 1.1, ñòð. 290);

Çíà÷èò çíà÷åíèå ôóíêöèè L2(ν, n) íà ëåâîì êîíöå îòðåçêà < 0;

Çíà÷èò ôóíêöèÿ L2 ≡
(
j6 + j7δθ + j8[δθ]

2 + hn[δθ]3
)
èç îïðåäåëåíèÿ 34 îò-

ðèöàòåëüíà ⇒ â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.270) ∂Kn
D/∂h > 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî

θ, δ�ïàðàìåòðû.

â) Íàéä¼ì îáëàñòü çíà÷åíèé h ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (3.259);

Ïî óñëîâèþ t > 0.507⇒ â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.259) (ñì. íèæå)

(Âàæíî, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿõ (3.259), îíè âûïèñàíû íèæå, θ(t), l(t) ïîäñòàâëÿ-

þòñÿ òîëüêî òóäà, ãäå â ÿâíîì âèäå íàïèñàí arg t )

h = 1 + θ
(
δ · l(t)− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Ïî óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(tmin))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

,
∂H11(t)

∂t
> 0, ← Ïî óòâ.14

θ(tmin) = (1− l(tmin))2
n1/n, tmin = 0.507, ←⇒ Èç óòâ.9, ← (3.259)

δ(tmin) = tan tmin/θ(tmin) ←⇒ Èç óòâ.9, óòâ.10, óòâ.5 y/x = δθ

H11(tmin) =

∣∣∣∣∣l(tmin)−
n

2n1
δ(tmin)

(
θ(tmin)−

2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , ←⇒ Îïð.15, óòâ.14

(3.282)

ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà ÷èñëà h ñíèçó â âèäå ôóíêöèè hmin = hmin(n, θ, t), íî â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ 9 l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
; θ(t) =

(
1− l(t)

)
2n1/n⇒ äåëàåì ïîäñòàíîâêó
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θ → θ(t) è èìååì óæå hmin = hmin(n, θ(t), t) íà îñíîâàíèè ïåðâîãî è âòîðîãî

ðàâåíñòâà ñîîòíîøåíèé (3.282);

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 36. ∆h ≡ hmin(n, θ(t), t)− n
√
1 + tann 0.507;

∆h2 ≡ hmax(n, θ(t), t)− n
√
1 + tann 0.64; hmin = hmin(n, θ(t), t)← Ñ. (3.282)

×èñëî t = 0.507 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ ∆h = 0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 36,

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé. Åñëè æå ïîñìîòðåòü íà ýñ-

êèç ãðàôèêà ôóíêöèè ∆h, òî áóäåò âèäíî, ÷òî ýòî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ

ôóíêöèÿ íà t ∈ (0; π/4) (ñì. Ðèñ. 31);

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
t

-0.00010

-0.00005

0.00005

Δh

Ðèñ. 31. Ãðàôèê ôóíêöèè ∆h ïðè n = 11;

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
t

-0.003

-0.002

-0.001

Δh2

Ðèñ. 32. Ãðàôèê ôóíêöèè ∆h2 ïðè n = 11;



128 À.À. ÊÓÐÌÀ×ÅÂ

Ïî óñëîâèþ t > 0.507, à â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.273) h ⩾ n
√
1 + tann 0.507,

çíà÷èò ∆h ⩾ 0 ïðè t ⩾ 0.507;

Ïî àíàëîãèè äëÿ âåðõíåé ãðàíèöû ∆h2 èìååì ñëåäóþùåå.

×èñëî t = 0.64 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ ∆h2 = 0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 36,

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé. Åñëè æå ïîñìîòðåòü íà ýñ-

êèç ãðàôèêà ôóíêöèè ∆h2, òî áóäåò âèäíî, ÷òî ýòî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ

ôóíêöèÿ íà t ∈ (0; π/4) (ñì. Ðèñ. 32);

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.273) h ⩽ n
√
1 + tann 0.64, çíà÷èò ∆h2 ⩽ 0 ïðè t ⩽ 0.64;

Íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî ∆h ⩾ 0, ∆h2 ⩽ 0 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàò ïóíêòà 1) (ñì. ñòð. 122) ∂Kn
D/∂δ > 0 ïðè

óñëîâèè, ÷òî t > 0.47, h, θ�ïàðàìåòðû, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè èñïîëüçîâàòü

ñîîòíîøåíèÿ (3.258), òî ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ δ, êîòîðàÿ èìååò âèä

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

áóäåò δmin → minKn
D(θ, δmin, t, n); È δmax → maxKn

D(θ, δmax, t, n);

Íî tmin → δmin; tmax → δmax, ò. ê. â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.258) è óòâåðæäå-

íèÿ 14 δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

;
∂H11(t)

∂t
> 0;

È åù¼ h = 1 + θ
(
δ · l(t)− n

2n1

)
, ãäå l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
â ñèëó ñîîòíîøåíèé

(3.258);

Çíà÷èò çíàê > â ñîîòíîøåíèÿõ (3.259) ðåàëüíî èìååò ìåñòî, ò. å. Kn
D ⩾

ïðè óñëîâèÿõ ñîîòíîøåíèé (3.259) è ïðè óñëîâèè èç ïóíêòà 2) t > 0.507 (ñì.

ñòð. 122);

Ò. î. åñëè èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ (3.258) äëÿ âû÷èñëåíèÿ
∂Kn

D

∂δ
, òî â áóê-

âàëüíîì ñìûñëå ñëîâà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî çíàê å¼ ïðîèçâîäíîé îïðåäåëèòü ñëîæíî,

íî òåì íå ìåíåå ìîæíî çàÿâèòü ñëåäóþùåå, ñ ó÷¼òîì âûøåíàïèñàííîãî.

Äëÿ ñîîòíîøåíèé (3.258) ñïðàâåäëèâî{
tmin,

δmin

→

{
t > 0.507,

minKn
D(θ, δmin t, n)

{
tmax,

δmax

→ maxKn
D(θ, δmax, t, n);

(3.283)

Ïðè ýòîì ïîäñòàíîâêà t → tmin è t → tmax äåëàåòñÿ òîëüêî â ðàâåíñòâî δ =[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

;

Íàïðÿìóþ ñ÷èòàòü ∂Kn
D/∂δ, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.258), áûëî áû ñëèø-

êîì ñëîæíî.

IV) Äîêàæåì, ÷òî t > 0.507⇔ ∅;
Èäåÿ â òîì, ÷òî minKn

D −maxKn
D ⩽ 0⇔ ∅ ïðè óñëîâèè t > 0.507;

Ïðè ýòîì minKn
D çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ Ë (1.4), à maxKn

D�÷åðåç

ïðåîáðàçîâàííûå ñîîòíîøåíèÿ (3.259); Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.283) âèäà tmin →
minKn

D(θ, t, n); tmax → maxKn
D(θ, t, n) ïðè óñëîâèè, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ (3.258), çíà÷èò çàïèñûâàåì maxKn
D ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ (3.259),

ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàâ â íèõ çàìåíó tmin → tmax è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå.
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1) Äîêàæåì, ÷òî t < 0.64⇒ Q > 20θ1;

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (0.1) âèäà xn + yn = zn ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüì¼ì

óæå ãîòîâîå ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå (3.249) âèäà2n

n
− 2θ −

θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
)


n

+


θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
) + 2θ


n

−

−
(
2n

n
− 2θ

)n

= 0; ← Óðàâíåíèå (3.249)


l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, θ = θ1 ·

2n

n
, ← Óòâ.9, îïð.26

θ = (1− l(t))2n1/n, t < 0.64,← Óòâ.9, íåð.(3.257)

∂l/∂n < 0, ∂l/∂t < 0← Óòâåðæäåíèå 10

⇒

{
θ1 ⩽ 0.214,

n→∞

(3.284)

Ïî îïðåäåëåíèþ 28 fQ ≡ Ë× óðàâíåíèÿ (3.249), â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.251)

∂fQ/∂Q > 0⇒ ïîäñòàâëÿåì íåðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ ïóíêòà 1) âèäà Q > 20θ1 â

óðàâíåíèå (3.249) è îöåíèâàåì max çíà÷åíèå ïîëó÷àåìîé ôóíêöèè âèäà

fQ = fQ(Q = 20θ1, θ1, n)

0.12 0.14 0.16 0.18 0.20 0.22 0.24
θ1

-4×10302

-3×10302

-2×10302

-1×10302

1×10302

2×10302

xn + yn - zn

Ðèñ. 33. Ãðàôèê ôóíêöèè fQ ïðè n = 35; Q = 20θ1

Èç ýñêèçà å¼ ãðàôèêà ïðè ðàçëè÷íûõ n ⩾ 11 (ñì. Ðèñ. 33) âèäíî, ÷òî ýòî ìî-

íîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ arg θ1, çíà÷èò â ñèëó íåðàâåíñòâ (3.263) è (3.284)

áåðåì θ1 = 0.16841 è ïîëó÷àåì óæå ôóíêöèþ fQ arg n, êîòîðàÿ ìîíîòîííî óáû-

âàåò, ÷òî âèäíî èç å¼ ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 34);
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20 40 60 80 100
n

-5×10229

-4×10229

-3×10229

-2×10229

-1×10229

xn + yn - zn

Ðèñ. 34. Ãðàôèê ôóíêöèè fQ ïðè θ1 = 0.16841; Q = 20θ1

Êðîìå òîãî, lim
n→∞

fQ arg n = −∞, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ â ïðîãðàììå Wolfram

Mathematica. Çíà÷èò äîëæíî áûòü

Q > 20θ1; (3.285)

2) Äîêàæåì, ÷òî t < 0.507;

Ñëåäóåì ïî ïóòè, èçëîæåííîìó íà ñòð. 128, ïóíêò IV);

Çàïèñûâàåì minKn
D ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 1.4;

Q > 20θ1, θ = θ1 · 2n/n, ← Íåðàâåíñòâî (3.285), îïð.26

Kn
D = (Kn

w + 2θ)
n3 ξ, ξ ⩾ 1, ← Ëåììà 1.4

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
, ← Îïðåäåëåíèå 23

⇒

⇒



θ =

(
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

)
2n1

n
, ←⇒ óòâåðæäåíèÿ 9

θ1 =

(
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

)
/2, ←⇒ îïðåäåëåíèÿ 26

Kn
D ⩾

2n

n
− 2θ −

θn
(
2n2

n
− θ
)−1

20θ1

(
2n

n
− 2θ

)n3


n3

(3.286)

Çàïèñûâàåì maxKn
D ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ (3.259), ñäåëàâ â íèõ çàìåíó tmin →

tmax; maxKn
D ìîæíî çàïèñàòü êàê Kn

D ⩽;
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Çàìå÷àíèå 11. Âàæíî, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿõ (3.287) è (3.286) maxKn
D =

maxKn
D(tmax, t, n); minKn

D = minKn
D(t, n);

Kn
D ⩽

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn + 1θn1 tann t)

S18 + S19
,

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2 tan t)n + 4nθ(tan t)n,

h = 1 + θ

(
δ ·
[
1− nθ

2n1

]
− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(tmax))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

,
∂H11(t)

∂t
> 0, ← Óòâ.14

θ(tmax) = (1− l(tmax))2
n1/n, θ = (1− l(t))2n1/n, ←⇒ óòâ.9

δ(tmax) = tan tmax/θ(tmax), ←⇒ óòâ.9, óòâ.10, óòâ.5 y/x = δθ

H11(tmax) =

∣∣∣∣∣l(tmax)−
n

2n1
δ(tmax)

(
θ(tmax)−

2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , ←⇒ Îïð.15, óòâ.14

Kn
D ⩽ Kn

D(tmax, t, n) ← Ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ â îáùåì âèäå
(3.287)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 37.

L7(tmax, t, n) ≡ minKn
D(t, n)−maxKn

D(tmax, t, n)

ãäå minKn
D(t, n) è maxKn

D(tmax, t, n) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.286) è

(3.287) ñîîòâåòñòâåííî, à tmax = 0.64 â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.257) t < 0.64;

Òåïåðü ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè L7(tmax, t, n);

0.50 0.55 0.60 0.65
t

1×10292

2×10292

3×10292

4×10292

5×10292

L7

Ðèñ. 35. Ãðàôèê ôóíêöèè L7(tmax, t, n) ïðè n = 35; tmax = 0.64;

Èç ýñêèçà ãðàôèêà ôóíêöèè L7 (ñì. Ðèñ. 35) ïðè n = 35 âèäíî, ÷òî ýòî

ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, çíà÷èò áåðåì â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.283)
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t = 0.507 è ïîëó÷àåì óæå ôóíêöèþ L7(n), êîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (ñì.

Ðèñ. 36);

Êðîìå òîãî,

lim
n→∞

L7(n) = +∞,

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ â ïðîãðàììå Wolfram Mathematica.

20 40 60 80 100
n

2×10228

4×10228

6×10228

8×10228

L7(n)

Ðèñ. 36. Ãðàôèê ôóíêöèè L7(tmax, t, n) ïðè t = 0.507; tmax = 0.64;

L7(n = 11) ≈ 1.658585 · 1019 > 0⇒ t < 0.507;

V) Äîêàæåì, ÷òî Q > 2θ1 ïðè t < 0.507;

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (0.1) âèäà xn + yn = zn ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçü-

ì¼ì óæå ãîòîâîå ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå (3.249) âèäà

2n

n
− 2θ −

θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
)


n

+


θn
(
2n

n
− 2θ

)−n3

Q ·
(
2n2

n
− θ
) + 2θ


n

−

−
(
2n

n
− 2θ

)n

= 0, ← Óðàâíåíèå (3.249)

θ = θ1 · 2n/n← Îïðåäåëåíèå 26

Ïî îïðåäåëåíèþ 28 fQ(θ1, Q, n) ≡ Ë× óðàâíåíèÿ (3.249), îíî íàïèñàíî âû-

øå íà ýòîé ñòðàíèöå. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.251) ∂fQ/∂Q > 0 ⇒ ïîäñòàâëÿåì

íåðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ ïóíêòà V) âèäà Q > 2θ1 â óðàâíåíèå (3.249) è îöåíèâàåì

max çíà÷åíèå ïîëó÷àåìîé ôóíêöèè arg θ1, n (ñì. Ðèñ. 37) âèäà

fQ = fQ(Q = 2θ1, θ1, n);
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0.12 0.14 0.16 0.18 0.20 0.22 0.24
θ1

-3×10303

-2×10303

-1×10303

1×10303

2×10303

xn + yn - zn

Ðèñ. 37. Ãðàôèê ôóíêöèè fQ ïðè n = 35; Q = 2θ1;

Íà Ðèñ. 37 âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ�èç-çà òîãî, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïðè

θ < 1/4 óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü, âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà èìååò âèä θ1 = 1/4

â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 28; Èç ýñêèçà å¼ ãðàôèêà ïðè ðàçëè÷íûõ n ⩾ 11 (ñì.

Ðèñ. 37) âèäíî, ÷òî ýòî ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ arg θ1, çíà÷èò â ñè-

ëó óòâåðæäåíèÿ 21 è íåðàâåíñòâà (3.284) âèäà t < 0.64 ⇒ θ1 < 0.214, áåðåì

θ1 = (4−
√
7)/[9(1 + 10−n7)] è ïîëó÷àåì óæå ôóíêöèþ fQ arg n, êîòîðàÿ ìîíî-

òîííî óáûâàåò, ÷òî âèäíî èç å¼ ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 38); Ïðè n = 11 å¼ çíà÷åíèå

≈ −2.5 · 1020 < 0⇒ max fQ < 0⇒ ∅;

20 40 60 80 100
n

-1.5×10230

-1.0×10230

-5.0×10229

xn + yn - zn

Ðèñ. 38. Ãðàôèê ôóíêöèè fQ ïðè θ1 = (4−
√
7)/[9(1 + 10−n7)]; Q = 2θ1;
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Çíà÷èò ðåàëüíî äîëæíî áûòü Q > 2θ1 ïðè t < 0.507;

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 21); ■

Óòâåðæäåíèå 22. Ïî óòâåðæäåíèþ 21 t < 0.507⇒ t > 0.40699⇔ ∅;

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ â òîì, ÷òî íàäî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî maxKn
D −

minKn
D ⩾ 0;

Dn =
(x+ y − z)n

n(x+ y)(z − x)(z − y)
,

h ≡ z

x
, D = KDc

n3 ,Îïð.18, Ë.1.4
y

x
= δθ, nC = 2c,← Óòâ.5, Ë.1.4

x+ y = nn1Cn ← Ëåììà 1.1

⇒


Kn

D =
(x+ y − z)n (z − y)−1

2−n·n3 · nn2(x+ y)n2(z − x)
,

Kn
D =

(1 + δθ − h)n · (h− 1)−1

2−n·n3 · nn2(1 + δθ)n2(h− δθ)

(3.288)

1) Ñ ó÷¼òîì ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ñîîòíîøåíèå (3.288) ìîæíî ïðåîá-

ðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
l = 1− nθ

2n1
, ← Ïî óòâåðæäåíèþ 9

h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
, ← Ïî óòâåðæäåíèþ 13

Kn
D =

(1 + δθ − h)n · (h− 1)−1

2−nn3 · nn2(1 + δθ)n2(h− δθ)

(3.289)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.289) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä

∂Kn
D

∂δ
=

2n(n+1)
(
δθ − 1

)(
1 + δθ

)−n1
(
2−n1θ

[
1 + δθ

])n
nn2θ ·

(
2nδ − 2n[1 + δθ]

)2 · (2n − 2nθ[1 + δθ]
)2 ; (3.290)

Èç ðàâåíñòâà (3.290) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä

Ïî óòâ.5, óòâ.9
y

x
= δθ,

y

x
= tan t; t ∈ (0; π/4)⇒ δθ < 1⇒ ∂Kn

D

∂δ
< 0; (3.291)

2) Çàïèñûâàåì íåðàâåíñòâî maxKn
D −minKn

D ⩾ 0;

×òîáû çàïèñàòümaxKn
D, èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.289) è (3.291) è ïðåä-

ïîëîæåíèå t > 0.40699 èç ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèÿ 22;

×òîáû çàïèñàòü minKn
D, èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 1.4 è îöåíêà Q

ñíèçó èç óòâåðæäåíèÿ 21 âèäà Q > 2θ1 ïðè t < 0.507;

à) Çàïèøåì minKn
D;

Kn
D = (Kn

w + 2θ)n3ξ, ξ ⩾ 1,

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
, ← Îïðåäåëåíèå 23

θ = θ1 · 2n/n, Q > 2θ1 ← Îïðåäåëåíèå 26, óòâåðæäåíèå 21

⇒
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⇒ Kn
D ⩾

2n

n
− 2θ −

θn
(
2n2

n
− θ
)−1

2θ1

(
2n

n
− 2θ

)n3


n3

;


θ = θ1 · 2n/n, ← Óòâ.9

θ1 =
1

2

(
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

)
(3.292)

á) Çàïèøåì maxKn
D; Åãî ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê Kn

D ⩽; Áóäåò Kn
D ⩽

⩽ Kn
D(tmin, t, n);

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.291)

∂Kn
D

∂δ
=

2n(n+1)
(
δθ − 1

)(
1 + δθ

)−n1
(
2−n1θ

[
1 + δθ

])n
nn2θ ·

(
2nδ − 2n[1 + δθ]

)2 · (2n − 2nθ[1 + δθ]
)2 ; ∂Kn

D/∂δ < 0,

ïîýòîìó âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 12. Â íèæåñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ (3.293) ôóíêöèè â ïàðàõ

l, l(tmin), δ, δ(tmin), θ, θ(tmin) ðàçíûå. Ò. å. ôóíêöèè, ó êîòîðûõ ÿâíî íàïè-

ñàí arg tmin, ïîäñòàâëÿþòñÿ òîëüêî â ôóíêöèè, ó êîòîðûõ òîæå ÿâíî íàïèñàí

arg tmin; Ôóíêöèè, ó êîòîðûõ íå íàïèñàí arg, ïîäñòàâëÿþòñÿ òîëüêî â ôóíêöèè,

ó êîòîðûõ íå íàïèñàí arg;

Kn
D ⩽

(1 + δθ − h)n · (h− 1)−1

2−nn3 · nn2(1 + δθ)n2(h− δθ)
, tmin = 0.40699← Ñ. (3.288), óòâ.22

h = 1 + θ

(
δ

[
1− nθ

2n1

]
− n

2n1

)
, ← Óòâåðæäåíèå 13

θ(tmin) = (1− l(tmin))2
n1/n, δ(tmin) = tan tmin/θ(tmin), ← Óòâ.9, 5

δ =

[
(1 +H11(tmin))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

,
∂H11(t)

∂t
> 0,← Óòâ.14

H11(tmin) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣l(tmin)−
n

2n1δ(tmin)

(
θ(tmin)−

2n1

n

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
l(tmin) =

n
√
1 + tann tmin

1 + tan tmin
, ∂l/∂t < 0, ← Óòâåðæäåíèå 10

θ = θ1 · 2n/n, θ1 =
1

2
(1− l(t)) , l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ←⇒ îïð.26, óòâ.9

Kn
D ⩽ Kn

D(tmin, t, n) ← Ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ â îáùåì âèäå
(3.293)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 38. L8(n, t) ≡ maxKn
D(t, n)−minKn

D(t, n);

maxKn
D(n, t)← Ñîîòíîøåíèÿ (3.293); minKn

D(n, t)← Ñîîòíîøåíèÿ (3.292);

Åñëè ïîñìîòðåòü íà ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè L8(n, t) ïðè ðàçíûõ n ⩾ 11, òî

áóäåò âèäíî, ÷òî ýòî ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ (ñì. Ðèñ. 39) ïðè t ∈
(0.40699; 0.507) ⇒ áåðåì t = 0.40699; È ïîëó÷àåì óæå ôóíêöèþ L8 = L8(n),

êîòîðàÿ ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè n ⩾ 11, ÷òî âèäíî èç ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 40);

L8(t = 0.40699, n = 11) ≈ −1.17·1019 < 0; Çíà÷èò ôóíêöèÿ L8 èç îïðåäåëåíèÿ 38

îòðèöàòåëüíà, íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü ⇒ t < 0.40699;
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0.42 0.44 0.46 0.48 0.50
t

-9×10291

-8×10291

-7×10291

-6×10291

-5×10291

-4×10291

-3×10291

L8

Ðèñ. 39. Ãðàôèê ôóíêöèè L8(t, n) ïðè n = 35;

20 40 60 80 100
n

-2.0×10229

-1.5×10229

-1.0×10229

-5.0×10228

L8(n)

Ðèñ. 40. Ãðàôèê ôóíêöèè L8(t, n) ïðè t = 0.40699;

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 22); ■

Íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ Kn
D íàäî ïðåäñòàâèòü êàê Kn

D = Kn
D(θ, t, n),

ïîýòîìó ïåðåïèñûâàåì ñîîòíîøåíèÿ (3.230) ñî ñòð. 101, èìååì ñëåäóþùåå.

Çàìå÷àíèå 13. Â íèæåñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ (3.294) ôóíêöèè â ïàðàõ

l, l(t) è δ, δ(t), è θ, θ(t) ðàçíûå. Ò. å. ôóíêöèè, ó êîòîðûõ ÿâíî íàïèñàí arg t,

ïîäñòàâëÿþòñÿ òîëüêî â ôóíêöèè, ó êîòîðûõ òîæå ÿâíî íàïèñàí arg t; Ïåðâûå

÷åòûðå ñòðîêè ñîîòíîøåíèé (3.294)�ýòî ñîîòíîøåíèÿ (3.230);
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Kn
D =

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn + 1θn1(δθ)n)

S18 + S19
,

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2δθ)n + 4nθ(δθ)n,

h = 1 + θ

(
δ

[
1− nθ

2n1

]
− n

2n1

)
, ← Óòâåðæäåíèå 13

θ(t) = (1− l(t))2n1/n, δ(t) = tan t/θ(t), ← Óòâåðæäåíèÿ 9, 5

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

H11(t) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣l(t)−
n · δ(t)

2n1

(
θ(t)− 2n1

n

)−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9

θ = θ1 · 2n/n, Kn
D = Kn

D(θ1, t, n) ← Ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ â îáùåì âèäå
(3.294)

Óòâåðæäåíèå 23. t > 1/1000 ïðè r4 > 0; t > 0.3 ïðè r4 < 0;

Äîêàçàòåëüñòâî. I) Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. ÷òî t < 1/1000;

Èäåÿ â òîì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåì Kn
D äâóìÿ ñïîñîáàìè: åãî èñòèííîå çíà÷åíèå

ìèíóñ åãî min çíà÷åíèå äîëæíî áûòü > 0⇒ t > 1/1000;

Èñòèííîå çíà÷åíèå Kn
D çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ (3.294), åãî min çíà-

÷åíèå çàïèñûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé èç ëåììû 1.4;

Q > 3999954/106, θ = θ1 · 2n/n← Óòâ. 15, ⇒ îïð. 26

Kn
D = (Kn

w + 2θ)
n3 ξ, ξ ⩾ 1, ← Ëåììà 1.4

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
, ← Îïð.23

⇒

⇒


Kn

D ⩾

2n

n
− 2θ −

θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3


n3

,

θ = θ1 · 2n/n, Q = 3999954/106

(3.295)

Ò. å. â íåðàâåíñòâå (3.295) çàïèñàíî min çíà÷åíèå Kn
D;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 39. L9(θ1, t, n) ≡ Kn
D(θ1, t, n)−minKn

D(θ1, n);

Kn
D(θ1, t, n)← Ñîîòíîøåíèÿ (3.294); minKn

D(θ1, n)← Ñîîòíîøåíèÿ (3.295);

Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè L9 èç îïðåäåëåíèÿ 39 áóäåò ïðîâîäèòüñÿ â

ðàçäåëå 1.1; (ñì. Ïðèëîæåíèå 1.1, ñòð. 242);
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0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010
θ1

-1.8×1018

-1.6×1018

-1.4×1018

-1.2×1018

-1.0×1018

-8.0×1017

L9(θ1, t, n)

Ðèñ. 41. Ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè L9(θ1, t, n) ïðè n = 11; t = 1/1000;

Èç ýñêèçà ãðàôèêà Kn
D(θ1, t, n) − min Kn

D(θ1, n) (ñì. Ðèñ. 41) âèäíî, ÷òî

ãðàôèê ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé, ìåæäó êîòîðûìè�âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà.

Íàäî ïîñòðîèòü îöåíêó θ1 ñâåðõó, èñïîëüçóÿ ýòîò ýñêèç. Íà ñàìîì äåëå

θ1 < (93 + 1/n) · 31
231
· tan t; (3.296)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 40. θ11 ≡ (93 + 1/n) · 31
231
· tan t;

θ12 ≡ 10 · 31
231
· tan t; θ11 > θ12;

Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (3.296) ìîæíî ñ ïîìîùüþ ýñêèçà

íåðàâåíñòâà L9 > 0⇔ Kn
D −min Kn

D > 0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 39;

1) Íàäî ïîíÿòü, íà êàêîé âåòâè ãðàôèêà, ëåâîé èëè ïðàâîé (ñì. Ðèñ. 41), íà-

õîäèòñÿ ÷èñëî θ11; Äëÿ ýòîãî áåðåì âòîðîå ÷èñëî θ12 è âûÿñíÿåì, êàêîå èç

íèæåñëåäóþùèõ ÷èñåë áîëüøå:

L9(θ1 = θ11, t, n) = Kn
D(θ1 = θ11, t, n)−min Kn

D(θ1 = θ11, t, n) ← Îïð. 39

L9(θ1 = θ12, t, n) = Kn
D(θ1 = θ12, t, n)−min Kn

D(θ1 = θ12, t, n)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 41.[
K2(t, n) ≡ L9(θ1 = θ11, t, n)− L9(θ1 = θ12, t, n)

K3(t, n) ≡ L9(θ1 = θ11, t, n); θ11 > θ12

Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè K2 ïðè n ⩾ 11 è âèäèì, ÷òî îíà > 0 ∀ t ∈ [0; 1/1000]

(ñì. Ðèñ. 42);
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0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010
t

5.0×109

1.0×1010

1.5×1010

2.0×1010

2.5×1010

K2

Ðèñ. 42. Ãðàôèê ôóíêöèè K2(t, n) ïðè n = 11;

0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010
t

-1.44377×1018

-1.44377×1018

-1.44377×1018

-1.44377×1018

-1.44377×1018

-1.44377×1018

K3

Ðèñ. 43. Ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè K3(t, n) ïðè n = 11;

Çíà÷èò ÷èñëî èç îïðåäåëåíèÿ 40 âèäà θ11 ≡ (93 + 1/n) · 31
231
· tan t, θ11 > θ12

íàõîäèòñÿ íà ïðàâîé âåòâè ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 41);

2) Òåïåðü íàäî ïîíÿòü, ïî÷åìó äîëæåí áûòü çíàê θ < θ11?

Äëÿ ýòîãî ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè K3 ïðè θ = θ11 è âèäèì, ÷òî îíà < 0 ∀ t ∈
[0; 1/1000] ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè n, ïðè÷¼ì îíà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò

(ñì. Ðèñ. 43); Çíà÷èò ïðèíèìàåì t = 1/1000, ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè è âèäèì,

÷òî îíà < 0 ∀ n ⩾ 11 (ñì. Ðèñ 44); Íî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 41 K3(t, n) > 0;

Çíà÷èò, ðàç óñòàíîâëåíî, ÷òî θ11 ëåæèò íà ïðàâîé âåòâè, òî ðåàëüíî äîëæåí

áûòü çíàê θ1 < θ11, ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì 40 ÷èñëà θ11, èìååì θ1 < θ11 ⇔

⇔ θ11 ≡ (93 + 1/n) · 31
231
· tan t; θ1 ⩽ (93 + 1/n) · 31

231
· tan t; (3.297)
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20 40 60 80 100
n

-4×10228

-3×10228

-2×10228

-1×10228

K3(n)

Ðèñ. 44. Ãðàôèê ôóíêöèè K3(t, n) argn ïðè t = 0.001;

3) Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (3.297);

0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010
t

0.02

0.04

0.06

0.08

K4

Ðèñ. 45. Ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè K4 ïðè n = 11;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 42. K4(t, n) ≡ θ1 − θ11;

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 42, 40 è íåðàâåíñòâà (3.297) äîëæíî áûòü

K4(t, n) < 0; (3.298)

Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 42, 40 è óòâåðæäåíèÿ 9, à èìåííî

θ(t) = [1− l(t)]2
n1

n
; l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
; θ = θ1 ·

2n

n
,
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íåðàâåíñòâî (3.298) ïðèìåò âèä

K4(t, n) =

(
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

)
1

2
− (93 + 1/n) · 31

231
· tan t︸ ︷︷ ︸

Îïðåäåëåíèå 40

< 0; (3.299)

Íî åñëè íà÷åðòèòü ãðàôèê ôóíêöèè K4(t, n) â òîì âèäå, â êàêîì îíà çàïè-

ñàíà â Ë× íåðàâåíñòâà (3.299), òî îêàæåòñÿ, ÷òî K4 > 0 ∀ t ∈ (0; 1/1000) (ñì.

Ðèñ. 45) ;

Íàëèöî ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì (3.299);

Çíà÷èò èçíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå t < 1/1000 ëîæíî.

II) Íàéäåì tmin äëÿ ñëó÷àÿ r4 < 0;

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x > y; Äëÿ ñëó÷àÿ x < y äåëàåì çàìåíó x→ y,

y → x;

Ïî óòâåðæäåíèþ 19 ïðè r4 < 0 âåðíî

θ >
2n3

n
·
(
1 +

13

10n

)
⇒ θ >

2n3

n
; (3.300)



θ >
2n3

n
,← Íåðàâåíñòâî (3.300)

θ = θ0 ⇒ t = t0, ← Óòâ.9

θ ⩾ θ0 ⇒ t ⩾ t0, ← Óòâ.10

l = 1− nθ

2n1
, ← Óòâ.5

l =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
← Óòâ.9

⇒
n
√
1 + tann t

1 + tan t
< 1− n

2n1
· 2

n3

n
⇒

⇒
n
√
1 + tann t

1 + tan t
<

3

4
; (3.301)

n
√
1 + tann t

1 + tan t
<

3

4
, ← Íåðàâåíñòâî (3.301)

∂l

∂n
< 0 ← Óòâåðæäåíèå 10

⇒ t > 0.3 ïðè n = 11; (3.302)

tmin äëÿ r4 < 0 íàéäåíî.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (Óòâåðæäåíèå 23); ■

Àëãîðèòì ñäâèãà ãðàíèöû t âïðàâî.

Àëãîðèòì 1. Óñëîâèÿ óòâåðæäåíèé 18, 19, 21 âåðíû ⇒ ìîæíî ïðèéòè ê

òîìó, ÷òî ïî óòâåðæäåíèþ 23 t > 1/1000⇔ ∅;
Äåëàåòñÿ ýòî ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.3 è îöåíêè min çíà÷åíèÿ Kn

D è min çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè min Kn
D−Kn

D ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ èç ëåììû 2.3 âèäà cos
φ

3
=

u

2
√
r1
;

È åù¼ ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.3 è îöåíêè max çíà÷åíèÿ Kn
D è max çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè max Kn
D −Kn

D ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ èç ëåììû 2.3 âèäà cos
φ

3
=

u

2
√
r1
;

Ò. ê. öåëü�îöåíèòü Kn
D ñíèçó è ñâåðõó, òî äåëàåì ñëåäóþùåå.
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Ïî óòâåðæäåíèþ 22 t ⩽ 0.40699 âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà r4, ïî

óòâåðæäåíèþ 9 l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
, çíà÷èò ðàç ïî óòâåðæäåíèþ 5 l = 1 −

nθ/2n1 , òî{
t ⩽ 0.40699,

θ = [1− l(t)]2n1/n
⇒ θ ⩽

(
1− 1

1 + tan t

)
2n1

n
⇒ θ ⩽

4−
√
7

9 (1 + 10−n7)
· 2

n

n
;

(3.303)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.303) è óòâåðæäåíèÿ 22 t < 0.40699 ìîæíî ñäåëàòü ñëå-

äóþùèé âûâîä. Â óòâåðæäåíèè 13 ãîâîðèëîñü, ÷òî ∂Kn
D/∂δ > 0 ïðè óñëîâèÿõ

H7 ≡ 2θhn2(1− h)− 2n
hn2 − 1

n
+
θn1 (hn1 − 1)

Kn
D

,

H8 ≡ θ2δ
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2

)
,

h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
, l = 1− nθ/2n1 , ← Óòâåðæäåíèå 5

Kn
D =

2σ1θ
n1

H7 +H8 + 4σ1θ
, ← H7, H8 çàäàþòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ 20

È ïðè óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 12 âèäà r4 ⩾ 0⇒ t ⩽ 0.407; θ ⩽
4−
√
7

9 (1 + 10−n7)
·

· 2
n

n
⇒ òîëüêî ÷òî âûïèñàííûå óñëîâèÿ óòâåðæäåíèé 12, 13 âåðíû âíå çàâè-

ñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà r4 ⇒ óòâåðæäåíèå 18 âèäà ∂Kn
D/∂δ > 0 âåðíî âíå

çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà r4; Ïî óòâåðæäåíèþ 22 t ⩽ 0.40699; Â èòîãå

ïîëó÷àåòñÿK
n
D → min,

∂Kn
D

∂δ
> 0 ïðè ∀ r4 ∈ R

⇒


∂Kn

D

∂δ
> 0,

Kn
D → min, δ → min

(3.304)

K
n
D → max,

∂Kn
D

∂δ
> 0 ïðè ∀ r4 ∈ R

⇒


∂Kn

D

∂δ
> 0,

Kn
D → max, δ → max

(3.305)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.304) è (3.305) âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ.

Êàê ïîëó÷èòü δmin è δmax?

Ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ 14 âèäà

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

;
∂H11

∂t
> 0 ∀ t ∈

(
0;

π

4

)
;

Â ïàðàõ δ, δ(t) è δ, δ(tmin) ôóíêöèè ðàçíûå.

Â ïàðàõ δ, δ(t) è δ, δ(tmax) ôóíêöèè ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå 14. Âàæíî, ÷òî δ(t) è θ(t) ïîäñòàâëÿþòñÿ òîëüêî â ôóíêöèè,

ãäå ÿâíî íàïèñàí arg t â íèæåñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ (3.306); Ôóíêöèè áåç

arg t ïîäñòàâëÿþòñÿ òîëüêî â ôóíêöèè áåç arg t;
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l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
, θ(t) = [1− l(t)]2n1/n, ← Óòâåðæäåíèå 9

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

δ(t) = tan t/θ(t)←⇒ óòâåðæäåíèé 9, 5 y/x = δθ = tan t

H11(t) ≡

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , ← Îïðåäåëåíèå 15

∂H11

∂t
> 0,

∂l

∂t
< 0 ∀ t ∈

(
0;

π

4

)
, ← Óòâåðæäåíèÿ 14, 10

⇒ (3.306)

⇒ δmin ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷¼ò ïîäñòàíîâêè t→ tmin â ñîîòíîøåíèÿ (3.306);

⇒ δmax ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷¼ò ïîäñòàíîâêè t→ tmax â ñîîòíîøåíèÿ (3.306);

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê íàéòè tmin è tmax?

Çà ñ÷¼ò óòâåðæäåíèÿ 23, åñëè r4 ⩾ 0 è r4 < 0;

Çíàÿ tmin, íàõîäèì δmin ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (3.306). Â ðåçóëüòàòå δ

ñòàíåò ôóíêöèåé arg θ, n; Âîò è ïîäñòàâëÿåì ýòî min çíà÷åíèå δ â ñîîò-

íîøåíèÿ (3.230);

Çàìå÷àíèå 15. Âàæíî, ÷òî δ(tmin) ïîäñòàâëÿåòñÿ â H11(tmin) â íèæåñëåäó-

þùèõ ñîîòíîøåíèÿõ (3.307); Ò. å. ôóíêöèè, ó êîòîðûõ íàïèñàí arg tmin ïîäñòàâ-

ëÿþòñÿ òîëüêî â ôóíêöèè, ó êîòîðûõ íàïèñàí arg tmin; Ôóíêöèè áåç êàêèõ-ëèáî

arg ïîäñòàâëÿþòñÿ òîëüêî â ôóíêöèè áåç êàêèõ-ëèáî arg;

Ìîæíî îáîçíà÷èòü minKn
D êàê Kn

D ⩾; Ïîëó÷àåòñÿ

Kn
D ⩾

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn + 1θn1(δθ)n)

S18 + S19
,

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2δθ)n + 4nθ(δθ)n,

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(tmin))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ(tmin) = (1− l(tmin))2
n1/n, ←⇒ óòâåðæäåíèé 9, 10 ∂l/∂t < 0;

δ(tmin) = tan tmin/θ(tmin)←⇒ óòâåðæäåíèé 9, 5 y/x = δθ;

H11(tmin) =

∣∣∣∣∣l(tmin)−
n

2n1
δ(tmin)

(
θ(tmin)−

2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , ∂H11(t)/∂t > 0,

Kn
D ⩾ Kn

D(θ, t, tmin, n) ← Ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ â îáùåì âèäå
(3.307)

Äàëåå äåéñòâóåì ïî àíàëîãèè.

Çíàÿ tmax, íàõîäèì δmax ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (3.306). Â ðåçóëüòàòå δ

ñòàíåò ôóíêöèåé arg θ, n; Âîò è ïîäñòàâëÿåì ýòî max çíà÷åíèå δ â ñîîò-

íîøåíèÿ (3.230);

Çàìå÷àíèå 16. Âàæíî, ÷òî δ(tmax) ïîäñòàâëÿåòñÿ â H11(tmax) â íèæåñëå-

äóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ (3.308); Ò. å. ôóíêöèè, ó êîòîðûõ íàïèñàí arg tmax
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ïîäñòàâëÿþòñÿ òîëüêî â ôóíêöèè, ó êîòîðûõ íàïèñàí arg tmax; Ôóíêöèè áåç

êàêèõ-ëèáî arg ïîäñòàâëÿþòñÿ òîëüêî â ôóíêöèè áåç êàêèõ-ëèáî arg;

Ìîæíî îáîçíà÷èòü maxKn
D êàê Kn

D ⩽; Ïîëó÷àåòñÿ

Kn
D ⩽

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn + 1θn1(δθ)n)

S18 + S19
,

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2δθ)n + 4nθ(δθ)n,

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(tmax))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ(tmax) = (1− l(tmax))2
n1/n,←⇒ èç óòâ.9, óòâ. 10 ∂l/∂t < 0;

δ(tmax) = tan tmax/θ(tmax), ←⇒ èç óòâ.9, óòâ.5 y/x = δθ;

H11(tmax) =

∣∣∣∣∣l(tmax)−
n

2n1
δ(tmax)

(
θ(tmax)−

2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , ∂H11(t)/∂t > 0,

Kn
D ⩽ Kn

D(θ, t, tmax, n) ← Ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ â îáùåì âèäå
(3.308)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.307) è (3.308) âèäíî, ÷òî óñëîâèÿ (3.304), (3.305), (3.306)

âûïîëíÿþòñÿ. Äàëüøå âñå çàâèñèò îò sign ÷èñëà r4;

Íà ýòîò ðàç íàäî çàïèñàòü Kn
D èç ñîîòíîøåíèé (3.230) èíà÷å. Â ñèëó

óòâåðæäåíèé 5 è 9 δθ = tan t, ïîýòîìó â ïåðâîì óðàâíåíèè ñîîòíîøåíèé

(3.230) çàìåíÿåì δθ → tan t, â ðåçóëüòàòå îíî ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä.

Çàìå÷àíèå 17. Âàæíî, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿõ (3.309) θ(t) è δ(t) ïîäñòàâëÿ-

åòñÿ òîëüêî òóäà, ãäå íàïèñàíî θ(t) è δ(t) ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèè áåç arg t

ïîäñòàâëÿþòñÿ òîëüêî â ôóíêöèè áåç arg t; Kn
D = Kn

D(θ, t, n)�ýòî ïîëó÷àåìàÿ

â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ôóíêöèÿ â îáùåì âèäå.



Kn
D =

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − hn1θn1 tan t+ 1θn1 tann t)

S20 + S21
,

S20 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nhn2 tan2 t,

S21 ≡ −4nhn1θ tan t+ 2nhn1θ tan t− 2nhn2θ tan2 t− (2 tan t)n + 4nθ(tan t)n,

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ(t) = [1− l(t)]2n1/n, ←⇒ óòâåðæäåíèÿ 9

δ(t) = tan t/θ(t), ← Óòâåðæäåíèå 14, óòâåðæäåíèå 5 y/x = δθ = tan t

H11(t) =

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , Kn

D = Kn
D(θ, t, n)← Îáùèé âèä

(3.309)
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Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.230) (âûïèñàíû íèæå) è ðàíåå äîêàçàííûõ ôàêòîâ

ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ñ åù¼ îäíèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ÷èñëà Kn
D; Ýòè ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà Kn

D íóæíû,

÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ íåñîïðÿæ¼ííûì êîðíåì u = 2
√
r1 cos (φ/3) èç ôîðìó-

ëèðîâêè ëåììû 2.3, íåâîçìîæíîñòü êîòîðîé ñåé÷àñ äîêàçûâàåòñÿ.

Kn
D =

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn + 1θn1(δθ)n)

S18 + S19
, ← (3.230)

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2δθ)n + 4nθ(δθ)n,

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(t1))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ(t1) = (1− l(t1))2n1/n, ←⇒ óòâåðæäåíèÿ 9

δ(t1) = tan t1/θ(t1)←⇒ óòâåðæäåíèÿ 9, óòâåðæäåíèÿ 5 y/x = δθ

H11(t1) =

∣∣∣∣∣l(t1)− n

2n1
δ(t1)

(
θ(t1)−

2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , t1 = t, Kn

D = Kn
D(t, θ, t1, n)

(3.310)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 43.


K5 ≡ Kn

D(t, θ, t1, n)−Kn
D(θ, t, n),

Kn
D(t, θ, t1, n), ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.310)

Kn
D(θ, t, n) ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.309)

L10, L11 ≡ ÇÍ
[
Kn

D(t, θ, t1, n), K
n
D(θ, t, n)

]
ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 29. ξ3 ≡
θ

tan t · 2n/n
;

Ïî óòâåðæäåíèþ 9 l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
; θ(t) = [1−l(t)]2n1/n, ïîýòîìó ìîæíî

îöåíèòü ξ3 íà max çíà÷åíèå, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 29, çàïèñàâ åãî â ñëåäóþ-

ùåì âèäå

ξ3 ≡
θ

tan t · 2n/n
⇒ ξ3 =

(
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

)
2n1

n

tan t · 2n/n
; (3.311)

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ôóíêöèÿ (3.311) ïðèìåò âèä

ξ3 =

(
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

)
2 tan t

; (3.312)

Íàäî îöåíèòü max ξ3, à ïî óòâåðæäåíèÿì 9 è 10 ñîîòâåòñòâåííî

l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
; ∂l/∂n < 0, çíà÷èò íàäî áðàòü n→∞;

lim
n→∞

(
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

)
= 1− 1

1 + tann t
; (3.313)
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Ïîäñòàâëÿåì ïðåäåë (3.313) â óðàâíåíèå (3.312) è ïîëó÷àåì

ξ3 =

(
1− 1

1 + tan t

)
/ (2 tan t) ; (3.314)

Óïðîùàåì ôóíêöèþ Ë× óðàâíåíèÿ (3.314) è ïîëó÷àåì

ξ3 =
1

2 (1 + tan t)
; (3.315)

Òàêèì îáðàçîì èç óðàâíåíèÿ (3.315) è óòâåðæäåíèÿ 23 è îïðåäåëåíèÿ 29 èìååì

ξ3 ≡
θ

tan t · 2n/n
⇒ ∀ t ∈ [0.001; π/4] , ∀ n ⩾ 11 : θ ⩽ 100/200.1 · tan t · 2

n

n
;

(3.316)

Åñëè ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè K5, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.310),

(3.309) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ t, n, t = t1, θ = θ1 · 2n/n, òî áóäåò âèäíî

èç ãðàôèêà, ÷òî ýòî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ arg θ1 (ñì. Ðèñ. 51); Âàæíî, ÷òî ó

ýòîãî ãðàôèêà åñòü âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà èç-çà òîãî, ÷òî çíàìåíàòåëü

ôóíêöèè Kn
D ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ. Ýòà àñèìïòîòà èìååò âèä

θ = ξ2 (1− l)
2n1

n
; l =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
; ξ2 ∈ (0.75; 1) ;

Ãäå â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 9 l =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
;

Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû ïî óòâåðæäåíèþ 9 l = 1−nθ/2n1 ⇒ θ = (1− l)2n1/n⇒
âûáèðàåì ïðàâóþ âåòêó ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 51); Ïî îïðåäåëåíèþ 26 θ = θ1 ·2n/n;
Äîêàæåì, ÷òî àñèìïòîòà èìååò èìåííî òàêîé âèä.

Åñëè ïîñòðîèòü ýñêèçû ãðàôèêîâ ôóíêöèé L10(t, n), L11(t, n)/200 ïðè t =

t1; l(t) = 1− n
√
1 + tann t/(1+tan t) ïî óòâåðæäåíèþ 9; n = 11 ïðè θ = 3/4

(
1−

l(t)
)
2n1/n, òî îêàæåòñÿ, ÷òî îáå ôóíêöèè > 0 è ìîíîòîííî âîçðàñòàþò (ñì.

Ðèñ. 46);

Çäåñü æåëòûì öâåòîì îòìå÷åíà ôóíêöèÿ L11/200, à ñèíèì�ôóíêöèÿ L10;

Ôóíêöèÿ L11/200 áûëà âûáðàíà èç ñîîáðàæåíèé ìàñøòàáà, ÷òî äàëî âîçìîæ-

íîñòü íàðèñîâàòü ñðàçó äâå ôóíêöèè â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Åñëè ïîñòðîèòü ýñêèçû ãðàôèêîâ ôóíêöèé L10(t, n), L11(t, n) ïðè t =

t1; l(t) = 1 − n
√
1 + tann t/(1 + tan t) ïî óòâåðæäåíèþ 9; n = 11 ïðè θ =[

1 − l(t)
]
2n1/n, òî îêàæåòñÿ, ÷òî îáå ôóíêöèè < 0 è ìîíîòîííî óáûâàþò

(ñì. Ðèñ. 47); Ïðè÷¼ì îíè ðàâíû, ò. ê. ãðàôèêè, êàê âèäíî, íàëîæèëèñü äðóã

íà äðóãà.

Çàìå÷àíèå 18. Ýñêèçû ãðàôèêîâ íå ñïîñîáíû çàìåíèòü ñòðîãîå äîêàçà-

òåëüñòâî. Òåì íå ìåíåå, ó÷èòûâàÿ ñëîæíîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ãðàôèêè

ïîçâîëÿþò íàãëÿäíî îáúÿñíèòü, êàê äîêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ëåììû 2.3;

Äàáû íå çàãðîìîæäàòü ñòàòüþ, àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé áóäåò

ïðèâåäåíî â êîíöå ñòàòüè.
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1

200
L11 and L10

Ðèñ. 46. Ãðàôèêè ôóíêöèé L10(t, θ, n), L11(t, θ, n)/200 ïðè t =

t1; θ = 3/4
[
1− l(t)

]
2n1/n, l(t) = 1− n

√
1 + tann t/(1 + tan t); n = 11;

Ïðè t = 1/1000 èìååì L10 ≈ 1.168 · 10−30 è L11/200 ≈ 2.56 · 10−6; (ñì. Ðèñ. 46);

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

L11 and L10

Ðèñ. 47. Ãðàôèêè ôóíêöèé L10(t, θ, n), L11(t, θ, n) ïðè t = t1; θ =[
1− l(t)

]
2n1/n, l(t) = 1− n

√
1 + tann t/(1 + tan t); n = 11;
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Ïðè t = 1/1000 èìååì L10 ≈ −1.16 ·10−31 è L11 ≈ −1.16 ·10−31; (ñì. Ðèñ. 47);

20 40 60 80 100
n

2.0×1018

4.0×1018

6.0×1018

8.0×1018

1.0×1019

1.2×1019

1.4×1019

L11

Ðèñ. 48. Ãðàôèêè ôóíêöèè L11(t, n) ïðè t = t1; θ = 3/4
[
1 −

l(t)
]
2n1/n, l(t) = 1− n

√
1 + tann t/(1 + tan t); t = 1/1000;

20 40 60 80 100
n

5.0×10202

1.0×10203

1.5×10203

2.0×10203

L11

L10

Ðèñ. 49. Ãðàôèêè ôóíêöèè L11(t, θ, n)/L10(t, θ, n) ïðè t = t1; θ =

3/4
[
1− l(t)

]
2n1/n, l(t) = 1− n

√
1 + tann t/(1 + tan t); t = 0.001;
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50 100 150 200 250 300
n

-1.5×10-157

-1.0×10-157

-5.0×10-158

L10 and L11

Ðèñ. 50. Ãðàôèêè ôóíêöèé L11(t, θ, n) è L10(t, θ, n) ïðè t = t1; θ =[
1− l(t)

]
2n1/n, l(t) = 1− n

√
1 + tann t/(1 + tan t); t = 0.001;
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Ðèñ. 51. Ãðàôèê ôóíêöèè K5 arg θ1 ïðè t = 0.01, t1 = 1/100, n = 11;

Åñëè ïîñòðîèòü ýñêèçû ãðàôèêîâ ôóíêöèé L10(t, n), L11(t, n) ïðè t =

t1; l(t) = 1 − n
√
1 + tann t/(1 + tan t) ïî óòâåðæäåíèþ 9; n = 11 ïðè θ =[

1 − l(t)
]
2n1/n, òî îêàæåòñÿ, ÷òî îáå ôóíêöèè < 0 è ìîíîòîííî óáûâàþò

(ñì. Ðèñ. 47); Ïðè÷¼ì îíè ðàâíû, ò. ê. ãðàôèêè, êàê âèäíî, íàëîæèëèñü äðóã

íà äðóãà.
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Çíà÷èò ÷òîáû ïðîâåðèòü ïîëîæèòåëüíîñòü, îòðèöàòåëüíîñòü ýòèõ

ôóíêöèé ∀ n ⩾ 11, áåðåì min çíà÷åíèå t âèäà tmin = 1/1000 èç óòâåðæäå-

íèÿ 23 è ïîëó÷àåì óæå ôóíêöèè L10, L11 arg n, ïðè÷¼ì â çàâèñèìîñòè îò θ

ïðîèñõîäèò ñëåäóþùåå.

à) Ïðè θ = 3/4
[
1 − l(t)

]
2n1/n, l(t) = 1 − n

√
1 + tann t/(1 + tan t) èìååì

L11(n) > 0, ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (ñì. Ðèñ. 48), à L11/L10 > 0, ìîíîòîííî

âîçðàñòàåò (ñì. Ðèñ. 49), ò. ê. äàæå ïðè n = 11 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî L11(n =

11)/L10(n = 11) ≈ 2.56 · 200 · 10−6/1.68 · 1030; L11(n = 11) ≈ 2.56 · 200 · 10−6 ⇒
L10 > 0, L11 > 0 ∀ n ⩾ 11;

á) Ïðè θ =
[
1− l(t)

]
2n1/n, l(t) = 1− n

√
1 + tann t/(1 + tan t) èìååì L11(n) <

0; L10(n) < 0, ìîíîòîííî óáûâàþò (ñì. Ðèñ. 48), ò. ê. äàæå ïðè n = 11

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî L10(n = 11) ≈ −1.16 · 10−31; L11(n = 11) ≈ −1.16 · 10−31 ⇒
L10 < 0, L11 < 0 ∀ n ⩾ 11;

Çíà÷èò âûøåóïîìÿíóòàÿ âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà ðåàëüíî èìååò âèä

θ = ξ2 (1− l(t)) 2n1/n; l(t) = 1− n
√
1 + tann t/(1 + tan t); ξ2 ∈ (0.75; 1) ;

Çíà÷èò ðåàëüíî íàäî âûáðàòü èìåííî ïðàâóþ âåòêó ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 51);

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 44.
K6 ≡ min Kn

D(t, θ, n, tmin)−Kn
D(t, θ, n),

Kn
D = Kn

D(t, θ, n),← Ñîîòíîøåíèÿ (3.309)

min Kn
D = min Kn

D(t, θ, n, tmin)← Ñîîòíîøåíèÿ (3.307)

Çà÷åì áûëà ââåäåíà ôóíêöèÿ K6 áóäåò ïîíÿòíî èç íèæåñëåäóþùèõ ðàñ-

ñóæäåíèé. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ K6�ýòî min çíà÷åíèå ôóíêöèè

K52; À K52 ≡ ïðàâàÿ âåòêà ãðàôèêà ôóíêöèè K5;

Èäåÿ â òîì, ÷òî íàäî îïðåäåëèòü çíàê ÷èñëà min Kn
D(t, θ, n, tmin) −

Kn
D(t, θ, n), ò. å. ôóíêöèè K6, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.309) è (3.307) è

îöåíêè r4 > 0⇒ t > 1/1000; r4 < 0⇒ t > 0.3 èç óòâåðæäåíèÿ 23;

È åù¼ îïðåäåëèòü çíàê ÷èñëà K7 ≡ max Kn
D −Kn

D, èñïîëüçóÿ îöåíêè r4 ⩾
0 ⇒ t > 1/1000; r4 < 0 ⇒ t > 0.3 èç óòâåðæäåíèÿ 23 (ôóíêöèÿ K7 áóäåò

ñòðîãî ââåäåíà äàëåå); Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 29 è íåðàâåíñòâà (3.316) ìîæíî

çàïèñàòüξ3 ≡
θ

tan t · 2n/n
, ← Îïðåäåëåíèå 29

θ ⩽ 100/200.1 · tan t · 2n/n ← Íåðàâåíñòâî (3.316)
⇒

{
θ = ξ3 · tan t · 2n/n,
ξ3 ⩽ 100/200.1;

Åñëè ïîñìîòðåòü íà ôóíêöèþ K5(θ, t, n, t1) ïðè θ = ξ3 · tan t ·2n/n, ôèêñè-
ðîâàííîì t1 (t1 = t â ñèëó ñîîòíîøåíèé 3.310 ⇒ t1 ìîæíî áðàòü èç îòðåçêà

3.316) èç îòðåçêà 3.316 âèäà [0.001; π/4], è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ξ3, òî âèäíî,

÷òî ýòî áóäåò ôóíêöèÿ arg t, ó êîòîðîé äâå âåòêè, ìåæäó êîòîðûìè òîæå

åñòü âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà (ñì. Ðèñ. 52 äëÿ ïðàâîé âåòêè ãðàôèêà, îíà

áóäåò îáîçíà÷åíà êàê K52; ñì. Ðèñ. 54 äëÿ ëåâîé âåòêè, ëåâàÿ âåòêà äàëåå

áóäåò îáîçíà÷åíà êàê K51);

Ñíà÷àëà èñêëþ÷èì ïðàâóþ åãî âåòâü. Çäåñü äâà ñëó÷àÿ.

1) Ïóñòü r4 ⩾ 0;
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Ðèñ. 52. Ãðàôèê ôóíêöèèK52(θ, t, t1, n) ïðè θ = 100/200.1·tan t·2n/n,
n = 11, t1 = 1/1000;
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Ðèñ. 53. Ãðàôèê ôóíêöèèK52(θ, t, t1, n) ïðè θ = 100/200.1·tan t·2n/n,
t = 0.407, t1 = 1/1000; Ôàêòè÷åñêè ãðàôèê ôóíêöèè K6;

Íàäî ïðåäñòàâèòü ïðàâóþ âåòâü K52 êàê ôóíêöèþ K6 èç îïðåäåëåíèÿ 44;

Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ïîäñòàíîâêîé t1 → tmin, ãäå ïî óòâåðæäåíèþ 23

tmin = 1/1000 äëÿ ñëó÷àÿ r4 > 0, êîòîðûé ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåòñÿ. Òàêàÿ

ïîäñòàíîâêà ñïðàâåäëèâà áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (3.310) è (3.307); Ò. å. åñ-

ëè â ñîîòíîøåíèÿ (3.310) ïîäñòàâèòü t1 → tmin, òî ïîëó÷àòñÿ â òî÷íîñòè

ñîîòíîøåíèÿ (3.307); Çíà÷èò (ñì. Ðèñ. 51) â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.316) âèäà
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θ ⩽ 100/200.1 · tan t · 2n/n áåðåì max çíà÷åíèå θ = 100/200.1 · tan t · 2n/n è

ïîëó÷àåì (ñì. Ðèñ. 52), ÷òî íàäî áðàòü t→ max;

Ïî óòâåðæäåíèþ 20 r4 ⩾ 0 ⇒ t < 40699/100000, ïîñëå ïîäñòàíîâêè äàí-

íîãî çíà÷åíèÿ t â ôóíêöèþ K5 îíà ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé îäíîãî àðãóìåíòà

K5 = K5(n), îíà ïîëîæèòåëüíà è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ∀ n ⩾ 11, ÷òî âèäíî

èç å¼ ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 53);

Èç îïðåäåëåíèÿ 44 ⇒ K6 ≡ min Kn
D(t, θ, n, tmin)−Kn

D(t, θ, n) ⩽ 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëó÷åííîé ôóíêöèè.

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ K52 arg n ïðè θ = 100/200.1 · tan t · 2n/n, t = 0.407, t1 =

1/1000 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (ñì. Ðèñ. 53);

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ K52 arg n ïðè θ = 100/200.1 · tan t · 2n/n, t = 0.407, t1 =

1/1000 äàæå ïðè n = 11 ≈ 1026 > 0; Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå 19. Åñëè ïðè tmin = 0.001 ïîëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èå, òî çíà÷èò

ïðè ∀ tmin > 1/1000 òåì áîëåå áóäåò ïðîòèâîðå÷èå, ò. ê. minKn
D ñòàíåò åù¼

áîëüøå â ñèëó òîãî, ÷òî áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (3.306) δmin ïîëó÷àåòñÿ çà

ñ÷¼ò tmin, è â ñèëó òîãî, ÷òî áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (3.304), (3.305) ∂Kn
D/∂δ >

0 âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà r4 ïðè óñëîâèè, ÷òî K
n
D çàäà¼òñÿ â òî÷íîñòè

òàê, êàê â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ 13, ò. å. â âèäå

H7 ≡ 2θhn2(1− h)− 2n
hn2 − 1

n
+
θn1 (hn1 − 1)

Kn
D

, ← Îïðåäåëåíèå 20

H8 ≡ θ2δ
(
−2hn2

[
h+ δ

(
2n1

n
− θ
)]

+ θn2σ2

)
, ← Îïðåäåëåíèå 20

h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
, l = 1− nθ/2n1 ,

σ1 = hn1 (1 + δθ)− 1− (δθ)
n
,

Kn
D =

2σ1θ
n1

H7 +H8 + 4σ1θ
← H7, H8 èç îïðåäåëåíèÿ 20

Çíà÷èò íåðàâåíñòâî K6 ⩽ 0 èç îïðåäåëåíèÿ 44 ñòàíåò áîëåå ñòðîãèì è îíî

òåì áîëåå ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Ñëó÷àé r4 ⩾ 0 ðàññìîòðåí.

2) Ïóñòü r4 < 0;

Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ r4 > 0; Òîëüêî íà ýòîò

ðàç áóäåò 0.3 < t < 0.40699 â ñèëó óòâåðæäåíèé 23 è 22, ò. å. tmin = 0.3;

Â ñèëó òîãî, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.316) âèäà

∀ t ∈ [0.001; π/4] , ∀ n ⩾ 11 : θ ⩽ 100/200.1 · tan t · 2n/n

âåðíî âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà r4 è ÷òî tmax â ñèëó óòâåðæäåíèé 22

è 20 îäèíàêîâî âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà r4, ò. å. tmax = 0.40699, òî

ìîæíî çàÿâèòü ñëåäóþùåå.

Çàìå÷àíèå 20. Åñëè â ñëó÷àå r4 > 0 ïðè tmin = 0.001 ïîëó÷èëîñü ïðîòè-

âîðå÷èå, òî çíà÷èò ïðè ∀ tmin > 1/1000, â ÷àñòíîñòè äëÿ tmin = 0.3 òåì áîëåå

áóäåò ïðîòèâîðå÷èå, ò. ê. minKn
D ñòàíåò åù¼ áîëüøå â ñèëó òîãî, ÷òî áëàãî-

äàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (3.306) δmin ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷¼ò tmin, è â ñèëó òîãî, ÷òî
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áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (3.304), (3.305) ∂Kn
D/∂δ > 0 âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà

÷èñëà r4; Çíà÷èò íåðàâåíñòâî K6 ≡ min Kn
D(t, θ, n, tmin)−Kn

D(t, θ, n) ⩽ 0 èç

îïðåäåëåíèÿ 44 ñòàíåò áîëåå ñòðîãèì è îíî òåì áîëåå ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Ñëó÷àé r4 < 0 ðàññìîòðåí.

Ïðàâàÿ âåòâü èñêëþ÷åíà.

Òåïåðü èñêëþ÷èì ëåâóþ åãî âåòâü.

Çäåñü òîæå äâà ñëó÷àÿ r4 ⩾ 0 è r4 < 0;

1) Ïóñòü ñíà÷àëà r4 ⩾ 0;

à) Ïóñòü n = 11;

Çäåñü òîæå íàäî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ K6 èç îïðåäåëåíèÿ 44, çäåñü â

êà÷åñòâå tmin òîæå áåðåòñÿ tmin = 1/1000, ò. ê. äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî

äàæå ñ ïîìîùüþ t ⩾ 1/1000 ìîæíî ïîëó÷èòü t > 0.41, çíà÷èò åñëè âçÿòü

áîëüøåå tmin, òî òåì áîëåå ïîëó÷èòñÿ t > 0.41;

Òóò ïðèíöèï òàêîé æå, êàê ñ ïðàâîé âåòâüþ, åäèíñòâåííîå îòëè÷èå â

òîì, ÷òî θ → max âûáèðàåòñÿ èç ñîîáðàæåíèé òîãî, ÷òîáû âûøåóïîìÿíó-

òàÿ âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà áûëà ëåâåå min çíà÷åíèÿ t; çäåñü òîæå tmin =

1/1000 â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 23 äëÿ ñëó÷àÿ r4 > 0, êîòîðûé ñåé÷àñ ðàññìàòðè-

âàåòñÿ. Çíà÷èò äëÿ ëåâîé âåòâè K51 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

θ ⩽ 100/(200+300/100) ·tan t ·2n/n (ñì. Ðèñ. 54); Ïðÿìàÿ âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ

íà ãðàôèêå�ýòî àñèìïòîòà.

0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010
t

-8×1016

-6×1016

-4×1016

-2×1016

2×1016

4×1016

K51

Ðèñ. 54. Ãðàôèê ôóíêöèèK51(θ, t, n) arg t ïðè θ = 100/(200+300/100)·
tan t · 2n/n è n = 11; Ôàêòè÷åñêè ãðàôèê ôóíêöèè K6;

Èòàê

θ ⩽ 100/(200 + 300/100) · tan t · 2n/n; (3.317)l = 1− nθ/2n1 ,← Óòâ.9

l =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
← Óòâ.9

⇒ θ =

(
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

)
2n1

n
; (3.318)
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Ðèñ. 55. Ãðàôèê ôóíêöèè µ3(t, n) ≡ Ï× íåðàâåíñòâà (3.317) ⊖ Ï×

óðàâíåíèÿ (3.318) ïðè n = 11;
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Ðèñ. 56. Ãðàôèê ôóíêöèèK51(θ, t, n) arg t ïðè θ = 100/(200+600/100)·
tan t · 2n/n è n = 11; Âèäåí ñäâèã àñèìïòîòû âïðàâî.

Åñëè áðàòü ìåíüøèå çíà÷åíèÿ θ, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó (3.317) âè-

äà θ = 100/(200 + 350/100) · tan t · 2n/n; θ = 100/(200 + 400/100) · tan t · 2n/n;,
òî áóäåò âèäíî, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà áóäåò ñìåùàòüñÿ ïðàâåå,

÷òî ìîæíî óâèäåòü, åñëè íà÷àòü ñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè (ñì.

Ðèñ. 56 è ñðàâíèòå ñ Ðèñ. 54); Ðåøàåì íåðàâåíñòâî (3.317) îòíîñèòåëüíî t,

èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (3.318); Ò. ê. ðåøåíèåì ýòîãî íåðàâåíñòâà áóäåò ïðîìå-

æóòîê t ⩾, ÷òî âèäíî èç ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 55), òî t äîëæíî áûòü ìèíè-

ìàëüíûì. Çíà÷èò t > 0.01499 . . . ;

Êàê âèäíî, îöåíêà t ñíèçó óëó÷øèëàñü, çíà÷èò ìîæíî íà÷àòü àëãîðèòì

ñíà÷àëà. Íà÷èíàåì êàæäûé ðàç ñíà÷àëà è ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.
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θ ⩽ 100/(200 + 600/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.02999;

θ ⩽ 100/(200 + 1000/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.049958;

θ ⩽ 100/(200 + 1400/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.069886;

θ ⩽ 100/(200 + 1800/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.0897581;

θ ⩽ 100/(200 + 2200/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.1095595;

θ ⩽ 100/(200 + 2600/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.12927500;

θ ⩽ 100/(200 + 3000/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.1488899;

θ ⩽ 100/(200 + 3400/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.16839015;

θ ⩽ 100/(200 + 3800/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.1877619;

θ ⩽ 100/(200 + 4200/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.20699217;

θ ⩽ 100/(200 + 4600/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.22606834;

θ ⩽ 100/(200 + 5000/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.24497856;

θ ⩽ 100/(200 + 5400/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.2637116;

θ ⩽ 100/(200 + 5800/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.2822569;

θ ⩽ 100/(200 + 6200/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.30060477;

θ ⩽ 100/(200 + 6600/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.31874589;

θ ⩽ 100/(200 + 7000/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.3367718;

θ ⩽ 100/(200 + 7400/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.3543746;

θ ⩽ 100/(200 + 7800/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.3718471;

θ ⩽ 100/(200 + 8200/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.3890825;

θ ⩽ 100/(200 + 8600/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.4060743;

θ ⩽ 100/(200 + 9000/100) · tan t · 2n/n⇒ t > 0.422;

Èòîãî ïîâòîðèëè àëãîðèòì 23 ðàçà è ïðèøëè ê òîìó, ÷òî t > 0.42, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèÿì 20 è 22, ãäå t < 0.40699;

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëó÷èëîñü, ÷òî ðàâåíñòâî t1 = t â ñîîòíîøåíèÿõ

(3.310) íåâîçìîæíî.

á) Ïóñòü n ⩾ 13;

Ïóñòü t < 0.0101007; θ = ξ3 · tan t · 2n/n;
Íàäî îïðåäåëèòü min ξ3 ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà θ äâóìÿ ñïîñîáàìè:

÷åðåç ξ3 è ïî óòâåðæäåíèþ 9 θ = (1− l) 2n1/n;

Ïðèðàâíèâàåì ýòè äâà ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ è ïîëó÷àåì

(1− l) 2n1/n = ξ3 · tan t · 2n/n⇔ 1− l = 2ξ3 · tan t;

Ïî óòâåðæäåíèþ 9 l = l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ïîýòîìó ïðîäîëæàåì ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî è ïîëó÷àåì

1−
n
√
1 + tann t

1 + tan t
= 2ξ3 · tan t; (3.319)

Èç óðàâíåíèÿ (3.319) èìååì

ξ3 =

(
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

)
/ (2 tan t) ; (3.320)

Ïî óòâåðæäåíèþ 9, 10 l(t) =

(
1−

n
√
1 + tann t

1 + tan t

)
; ∂l/∂n < 0 ⇒ ðàç íàäî

îöåíèòü min ξ3, òî áåðåì n = 11 è ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.
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Ïî óñëîâèþ t < 0.0101007, ïîýòîìó èç óðàâíåíèÿ (3.320) ïîëó÷àåì îöåíêó

ξ3 ⩾ 0.495; (3.321)

Äàëåå íàäî äåéñòâîâàòü ïîõîæèì îáðàçîì, êàê â ñëó÷àå n = 11 (ñì. ñòð 153);

Ïî àíàëîãèè ñ ôóíêöèåé K6 ââîäèì ôóíêöèþ K7 òàê, ÷òîáû K7 = maxK51;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 45.
K7(t, θ, n, tmax) ≡ max Kn

D(t, θ, n, tmax)−Kn
D(t, θ, n),

θ = ξ3 · tan t · 2n/n, ← â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 29

Kn
D = Kn

D(t, θ, n),← Ñîîòíîøåíèÿ (3.309)

max Kn
D = max Kn

D(t, θ, n, tmax)← Ñîîòíîøåíèÿ (3.308)

Èäåÿ òàêàÿ, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 29 áóäåò θ = ξ3 · tan t · 2n/n;

K7 ≡ max Kn
D(t, θ, n, tmax)−Kn

D(t, θ, n) ⩾ 0; (3.322)

âñëåäñòâèå ÷åãî min çíà÷åíèå t áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ, ïîêà íå ïðåâûñèò îöåí-

êó èç óòâåðæäåíèÿ 22 âèäà t < 0.40699;

Â ñëó÷àå n = 11 (ñì. ñòð. 153) ãîâîðèëîñü, ÷òî ÷åì ìåíüøå ξ3, òåì

ïðàâåå ñìåùàåòñÿ àñèìïòîòà. Çäåñü òàêîé æå ïðèíöèï. Çíà÷èò ÷åì áîëüøå

ξ3, òåì ëåâåå ñìåùàåòñÿ àñèìïòîòà. Â äàííîì ñëó÷àå â ñèëó íåðàâåíñòâà

(3.322) max Kn
D −Kn

D ⩾ 0, çíà÷èò áåðåì min ξ3 èç íåðàâåíñòâà (3.321) âèäà

ξ3 ⩾ 0.495 (â ñëó÷àå n = 11 áûëî max ξ3) è â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.310) t→ max

(â ñëó÷àå n = 11 áûëî t → min); Ýñêèç ãðàôèêà ïîëó÷åííîé ôóíêöèè áóäåò

èìåòü íèæåñëåäóþùèé âèä (ñì. Ðèñ. 57);

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
t

-5×1026

5×1026

1×1027

K7

Ðèñ. 57. Ãðàôèê ôóíêöèè K7(t, θ, n, tmax) ïðè tmax = 0.0101007, ξ3 =

0.495, θ = ξ3 · tan t · 2n/n, n = 13;



ÂÅËÈÊÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ÔÅÐÌÀ 157

20 40 60 80 100
n

-1.2×10216

-1.0×10216

-8.0×10215

-6.0×10215

-4.0×10215

-2.0×10215

K7

Ðèñ. 58. Ãðàôèê ôóíêöèè K7(t, θ, n, tmax) argn ïðè tmax =

0.0101007, t = 0.001, ξ3 = 0.495, θ = ξ3 · tan t · 2n/n;

Ýòîò ýñêèç ïîçâîëÿåò ñäâèíóòü ãðàíèöó t âïðàâî, ÷òî áóäåò âûðàæàòüñÿ

â îöåíêå t > 0.40699; Èç ýòîãî ýñêèçà âèäíî, ÷òî ýòà ëåâàÿ âåòêà�ìîíîòîííî

óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, çíà÷èò, â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.322), íàäî ïðîâåðèòü å¼

çíà÷åíèå ïðè min çíà÷åíèè t, ò. å. ïðè t > 0.001 â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 23;

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî îíî < 0
(
â ðåçóëüòàòå òàêîé ïîäñòàíîâêè ôóíêöèÿ K7

ñòàíåò ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé arg n, ÷òî âèäíî èç ãðàôèêà (ñì.

Ðèñ. 58); K7(t = 0.001, n = 13) ≈ −2.1333 · 10218
)
, òî ýòî áóäåò ïðîòèâî-

ðå÷èòü íåðàâåíñòâó (3.322), ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íà÷àëüíîå

ïðåäïîëîæåíèå t < 0.0101007 ëîæíî, çíà÷èò t > 0.0101007;

Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü íà÷àòü ñíà÷àëà, íà ñåé ðàç ïðåäïîëîæèâ, ÷òî t <

0.04164258, èç ÷åãî â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.320) ⇒ ξ3 ⩾ 0.48; Îïÿòü ïðîâåðÿåì

çíà÷åíèå ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ïðè min çíà÷åíèè t, ò. å. ïðè t > 0.0101007,

îêàæåòñÿ, ÷òî K7(t = 0.0101007, n = 13) ≈ −4.146 · 1019, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íåðàâåíñòâó (3.322); Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íà÷àëüíîå

ïðåäïîëîæåíèå t < 0.04164258 ëîæíî ⇒ t > 0.04164258;

Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü íà÷àòü ñíà÷àëà, íà ñåé ðàç ïðåäïîëîæèâ, ÷òî t <

0.0985806, èç ÷åãî áëàãîäàðÿ óðàâíåíèþ (3.320) ⇒ ξ3 ⩾ 0.455; Îïÿòü ïðîâåðÿåì

çíà÷åíèå ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ïðè min çíà÷åíèè t, ò. å. ïðè t > 0.04164258,

îêàæåòñÿ, ÷òî K7(t = 0.04164258, n = 13) ≈ −1.956 ·1022, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íåðàâåíñòâó (3.322); Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íà÷àëüíîå

ïðåäïîëîæåíèå t < 0.0985806 ëîæíî ⇒ t > 0.0985806;

Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü íà÷àòü ñíà÷àëà, íà ñåé ðàç ïðåäïîëîæèâ, ÷òî t <

0.20202516, èç ÷åãî áëàãîäàðÿ óðàâíåíèþ (3.320) ⇒ ξ3 ⩾ 0.415; Îïÿòü ïðîâåðÿ-

åì çíà÷åíèå ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ïðè min çíà÷åíèè t, ò. å. ïðè t > 0.0985806,

îêàæåòñÿ, ÷òî K7(t = 0.0985806, n = 13) ≈ −3.688 · 1022, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íåðàâåíñòâó (3.322); Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íà÷àëüíîå

ïðåäïîëîæåíèå t < 0.20202516 ëîæíî ⇒ t > 0.20202516;
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Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü íà÷àòü ñíà÷àëà, íà ñåé ðàç ïðåäïîëîæèâ, ÷òî t <

0.30587889, èç ÷åãî áëàãîäàðÿ óðàâíåíèþ (3.320) ⇒ ξ3 ⩾ 0.38; Îïÿòü ïðîâåðÿåì

çíà÷åíèå ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ïðè min çíà÷åíèè t, ò. å. ïðè t > 0.20202516,

îêàæåòñÿ, ÷òî K7(t = 0.20202516, n = 13) ≈ −3.232 ·1011, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íåðàâåíñòâó (3.322); Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íà÷àëüíîå

ïðåäïîëîæåíèå t < 0.30587889 ëîæíî ⇒ t > 0.30587889;

Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü íà÷àòü ñíà÷àëà, íà ñåé ðàç ïðåäïîëîæèâ, ÷òî t <

0.40699, èç ÷åãî áëàãîäàðÿ óðàâíåíèþ (3.320) ⇒ ξ3 ⩾ 0.349; Îïÿòü ïðîâåðÿåì

çíà÷åíèå ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ïðè min çíà÷åíèè t, ò. å. ïðè t > 0.30587889,

îêàæåòñÿ, ÷òî K7(t = 0.30587889, n = 13) ≈ −7.917 ·1023, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íåðàâåíñòâó (3.322); Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íà÷àëüíîå

ïðåäïîëîæåíèå t < 0.40699 ëîæíî ⇒ t > 0.40699; Íî ïî óòâåðæäåíèÿì 20

è 22 t < 0.40699 ⇒ èìååì ïðîòèâîðå÷èå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëó÷èëîñü, ÷òî

ðàâåíñòâî t1 = t â ñîîòíîøåíèÿõ (3.310)(âûïèñàíû íèæå) íåâîçìîæíî.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Ñëó÷àé r4 ⩾ 0 ðàññìîòðåí (ñì. ñòð. 153);

2) Ïóñòü r4 < 0;

Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ r4 ⩾ 0; Òîëüêî íà ýòîò

ðàç áóäåò 0.3 < t < 0.40699 â ñèëó óòâåðæäåíèé 23 è 22;

Äîêàçàíî, ÷òî tmax â ñèëó óòâåðæäåíèé 22 è 20 îäèíàêîâî âíå çàâèñèìîñòè

îò çíàêà ÷èñëà r4, ò. å. tmax = 0.40699, çíà÷èò ìîæíî çàÿâèòü ñëåäóþùåå.

Çàìå÷àíèå 21. Åñëè â ñëó÷àå r4 ⩾ 0 ïðè tmin = 0.001 ïîëó÷èëîñü ïðîòè-

âîðå÷èå, òî çíà÷èò ïðè ∀ tmin > 1/1000 ⇒ tmin = 0.3 òåì áîëåå áóäåò ïðîòèâî-

ðå÷èå, ò. ê. ìîæíî ìåòîä ñëó÷àÿ r4 ⩾ 0 íà÷àòü ñ øàãà ¾Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü

íà÷àòü ñíà÷àëà, íà ñåé ðàç ïðåäïîëîæèâ, ÷òî t < 0.30587889¿ (ñì. ñòð 157)

è òîæå ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëó÷èëîñü, ÷òî ðàâåíñòâî

t1 = t â ñîîòíîøåíèÿõ (3.310) íåâîçìîæíî. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

Kn
D =

n
(
−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn − δnθ2n−1 + 2θn1(δθ)n

)
S18 + S19

,

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2δθ)n + 4nθ(δθ)n,

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(t1))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå. 14

θ(t1) = (1− l(t1))2n1/n,←⇒ èç óòâåðæäåíèÿ 9

δ(t1) = tan t1/θ(t1)←⇒ èç óòâåðæäåíèé 9, 5 y/x = δθ

H11(t1) =

∣∣∣∣∣l(t1)− n

2n1
δ(t1)

(
θ(t1)−

2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , t1 = t,

Kn
D = Kn

D(t, θ, t1, n) ← Îáùèé âèä ïîëó÷àåìîé ôóíêöèè

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Ñëó÷àé r4 < 0 ðàññìîòðåí.
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Ñëó÷àé á) n ⩾ 13 ðàññìîòðåí.

Ëåâàÿ âåòâü èñêëþ÷åíà.

Âñå ñëó÷àè ðàññìîòðåíû. Äîêàçàíî, ÷òî ëåììà 2.3 íåâîçìîæíà. ■
Ñëó÷àé 2 | z ðàññìîòðåí. ■

3.1. Ñëó÷àé y ÷¼òíîå ÷èñëî. Ñëó÷àé 2 | y ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîõîæèì

îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àíàëîãèè ñïðàâåäëèâà ëåììà 3.1.1;

Ëåììà 3.1.1. Óñîâåðøåíñòâóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ëåììû 1.1 äëÿ

x, y, z ÷åðåç Ïèôàãîðîâû òðîéêè.

Ñóùåñòâóþò ÷èñëà a, b, F ∈ N, òàêèå, ÷òî âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

x =
(a+ b) n1

√
n(a+ b)±

√
(a− 3b)2 n1

√
n2(a+ b)2 − 4(2b)nD−n

2
,

y =
(a+ b) n1

√
n(a+ b)∓

√
(a− 3b)2 n1

√
n2(a+ b)2 − 4(2b)nD−n

2
,

z = n1
√
n(a+ b) · (a− b), p = n1

√
n(a+ b) · 2b

n

b = FD/2, nC = n1
√
n(a+ b), 2 | y

×èñëà a+ b, F, D ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå. È åù¼ (a, b) = 1;

Çíàêè ñîãëàñîâàíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî ∀ z, p ∈ R

nn1pn

z + np
= [nn2pn1 −nn3pn2z+nn4pn3z2−nn5pn4z3+ . . .+nzn3p2]− zn2p+

zn1p

z + np
;

(3.1.1)

Äîêàæåì, ÷òî â Ë× òîæäåñòâà (3.1.1) ñòîèò öåëîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.1

x = wn + n · p,
y = mn + n · p,
z = mn + wn + np,

x+ y = nn1Cn,

m, w, C, D ∈ N

⇒

{
x+ y − z = np,

x+ y = nn1Cn
⇒

{
x+ y = z + np,

z + np = nn1Cn

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå

z + np = nn1Cn; C ∈ N; (3.1.2)

Ïî îïðåäåëåíèþ 1 è ëåììå 1.1 p ≡ m · w · A; A = CD, ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå

(3.1.2), îäíî èç ñëàãàåìûõ òîæäåñòâà (3.1.1) ïðèìåò âèä

nn1pn

z + np
=
nn1mnwnCnDn

nn1Cn
= (m · w ·D)n ∈ N,
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ò. ê. ïî ëåììå 1.1 m, w, D ∈ N; Òàêèì îáðàçîì

nn1pn

z + np
= (m · w ·D)n ∈ N ïî ëåììå 1.1; (3.1.3)

Ò. å. äîêàçàíî, ÷òî â Ë× òîæäåñòâà (3.1.1) ñòîèò öåëîå ÷èñëî.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Çíà÷èò â ñèëó òîæäåñòâà (3.1.1), óðàâíåíèÿ (3.1.2) è òîãî, ÷òî ïî ëåììå 1.1 è

îïðåäåëåíèþ 1 p ≡ m · w ·A, A = CD, z = nC(nn2Cn1 −m · w ·D), ïîëó÷àåòñÿ

zn1p

z + np
= m · w ·D (nn2Cn1 −m · w ·D)

n1 ;
zn1p

z + np
∈ N; (3.1.4)

Ïî îïðåäåëåíèþ 3

m0 ≡
nn1pn

z + np
− [nn2pn1−nn3pn2z+nn4pn3z2−nn5pn4z3+nn6pn5z4− . . .+nzn3p2];

Òîãäà òîæäåñòâî (3.1.1) ïðèìåò âèä

zn1p

z + np
= m0 + pzn2 ; (3.1.5)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.1.4) Ë× ðàâåíñòâà (3.1.5) ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, çíà-

÷èò â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (3.1.5) m0 ∈ Z, ò. ê. z, p�íàòóðàëüíûå ïî ëåììå 1.1;
Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî m0 îòðèöàòåëüíîå.

Èç óðàâíåíèÿ (3.1.5) âèäíî, ÷òî

m0 = pzn2 · z − z − np
z + np

⇔ m0 = pzn2 · −np
z + np

< 0⇒ m0 < 0; m0 ∈ Z; (3.1.6)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.1.5) ñëåäóþùèì îáðàçîì

zn1p = (z + np)(pzn2 +m0)⇔ zn1p = pzn1 + np2zn2 +m0z + n · p ·m0 ⇔
⇔ nzn2p2 + n ·m0p+m0 · z = 0;

(3.1.7)

Óðàâíåíèå (3.1.7) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî p, åãî äèñêðèìèíàíò D1;

D1 = n2m2
0 − 4n ·m0 · zn1 = ε21; ε1 ∈ N; (3.1.8)

ε1 ∈ N, ò. ê. â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (3.1.6) m0 ∈ Z, à z ∈ N ïî ëåììå 1.1;

Óðàâíåíèå (3.1.8) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî m0, åãî äèñêðèìèíàíò

D2 èìååò âèä

D2/4 = 4n2z2n1 + n2ε21 = ε22; ε2 ∈ N; (3.1.9)

ε2 ∈ N, ò. ê. â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (3.1.8) ε1 ∈ Z, à z ∈ N ïî ëåììå 1.1, à ε1 íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî, ò. ê. â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (3.1.5) m0 ∈ Z, à z ∈ N ïî ëåììå 1.1;

Óðàâíåíèå (3.1.9) ýòî�Ïèôàãîðîâà òðîéêà, ïîýòîìó âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âî-

ïðîñ.

Êàê íàéòè ε1, ε2?

Ñíà÷àëà íàäî íàéòè êîðíè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé (3.1.7), (3.1.8);

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.1.6) m0 < 0 ⇒ ïî òåîðåìå Âèåòà ïðîèçâåäåíèå êîðíåé
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óðàâíåíèÿ (3.1.7) îòðèöàòåëüíî.

Ïî ëåììå 1.1 p > 0⇒ ïðîèçâåäåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ (3.1.8) îòðèöàòåëüíî.

Çíà÷èò êîðíè íàäî áðàòü ñî çíàêàìè ± äëÿ óðàâíåíèé (3.1.7) è (3.1.8) ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ò. å. ïîëó÷àåòñÿ âîò ÷òî
p =
−n ·m0 + ε1

2n · zn2
,

m0 =
2n · zn1 − ε2

n2

⇔


ε1 = 2n · pzn2 + n ·m0,

ε2 = n2 ·
(
2zn1

n
−m0

)
(3.1.10)

Ìîæíî çàïèñûâàòü Ïèôàãîðîâó òðîéêó (3.1.9) ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ (3.1.10) ;(
2n · zn1

)2
+
(
n2[2p · zn2 +m0]

)2
=
(
n2 · 2zn1 · n−1 − n2m0

)2
; (3.1.11)

Ñåé÷àñ íàäî ïîíÿòü, ìîãóò ëè ÷èñëà Ïèôàãîðîâîé òðîéêè (3.1.11) èìåòü gcd.

Äîêàæåì, ÷òî m0 íå äåëèòñÿ íà n;

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1.3) è îïðåäåëåíèÿ 3 èìååì

m0 ≡
nn1pn

z + np
− [nn2pn1 − nn3pn2z + nn4pn3z2 − . . .+ n · zn3p2];

nn1pn

z + np
= (m · wD)n,

{
ïî ëåììå 1.1

n ∤ m · w ·D
⇒

{
èç îïðåäåëåíèÿ 3

÷èñëà m0

⇒ n ∤ m0;

(3.1.12)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Äîêàæåì, ÷òî m0 äåëèòñÿ íà 2;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.1

x = wn +n ·m ·w ·A; z = mn +wn +n ·m ·w ·A⇒ z−x = mn; m, w, A ∈ N;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1.3) âèäà

nn1pn

z + np
= (m ·w ·D)n,

{
p = m · wCD, ← Ë. 1.1

2 | m · w ← Ë. 3.1.1 2 | y
⇒

{
èç îïð. 3 ÷èñëà m0 ⇒
⇒ 2 | m0; D | m0;

(3.1.13)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (3.1.12), (3.1.13) óðàâíåíèå (3.1.11) ñîêðàùàåòñÿ íà

4n4;

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ â ÏÒ äîëæíû áûòü öåëûå ÷èñëà. Áîëüøå îíî íè íà ÷òî íå

ñîêðàùàåòñÿ, ò. ê. ïî ëåììå 1.1 (z, D) = 1;

Ò. å. èç ñîîòíîøåíèé (3.1.13) ñëåäóåò, ÷òî D | m0, íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

íà äåëèòåëè ÷èñëà D óðàâíåíèå (3.1.11) íå ñîêðàùàåòñÿ, ò. ê. ïî ëåììå 1.1

(z, D) = 1;

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ Ïèôàãîðîâà òðîéêà (3.1.11) èìååò âèä(
zn1

n

)2

+
(
pzn2 +

m0

2

)2
=

(
zn1

n
− m0

2

)2

; (3.1.14)
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Ïî óñëîâèþ ëåììû 3.1.1 2 | y ⇒ ðåøåíèÿ Ïèôàãîðîâîé òðîéêè (3.1.14) èìåþò

âèä

(Âû÷èòàåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû òðåòüå è íàõîäèì m0, äàëüøå èç

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì z)
zn1/n = a20 − b20,
pzn2 +m0/2 = 2a0 · b0,
zn1/n−m0/2 = a20 + b20

⇔


m0 = −4b20,
zn1 = n

(
a20 − b20

)
,

p =
n1
√
n (a20 − b20) · 2b0
n (a0 − b0)

(3.1.15)

Âàæíî ïîíèìàòü,÷òî ÷èñëà a0, b0 ìîãóò ̸∈ N, ò. ê. ÷èñëà â Ïèôàãîðîâîé

òðîéêå (3.1.14) ìîãóò èìåòü ìåæäó ñîáîé gcd;

Ïîýòîìó a0, b0 ∈ R, íî èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä. Ýòîò âèä ïîçâîëèò çàïèñàòü

m0, z, p ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, à

çàòåì íàéòè gcd ÏÒ è x, y ÷åðåç th

Âèåòà. Îí çàïèñàí â ñîîòíîøåíèÿõ

(3.1.16);


a0 =

√
αz · a1, a1, b1 ∈ N,

b0 =
√
αz · b1, αz ≡ gcd ÏÒ,

(a1, b1) = 1, αz ∈ N
(3.1.16)

m0 = −4αz · b21,
zn1 = nαz ·

(
a21 − b21

)
,

p =
2 n1
√
nαz · (a21 − b21) · b1
n · (a1 − b1)

← â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.1.15) è (3.1.16);

(3.1.17)

Çàïèøåì ÷èñëà z, z + np ÷åðåç αz, a1, b1, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.1.17);

z = n1
√
nαz · (a21 − b21)⇒ z + np =

(
1 +

2b1
a1 − b1

)
n1
√
nαz · (a21 − b21)⇒ z + np =

=
a1 + b1
a1 − b1

· n1
√
nαz · (a21 − b21)⇒

zn

z + np
=
n
(
a21 − b21

)
αz

a1 + b1
· (a1 − b1)⇔

⇔ zn

z + np
= n · αz · (a1 − b1)2 ;

Ïåðåïèøåì òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
z + np =

a1 + b1
a1 − b1

· n1
√
nαz · (a21 − b21),

zn

z + np
= n · αz · (a1 − b1)2

(3.1.18)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ÷èñëî
zn

z + np
ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç m, w, C, D ïîñðåä-

ñòâîì ñîîòíîøåíèé ëåììû 1.1 è óðàâíåíèÿ (3.1.2) âèäà

z+np = nn1Cn; z = nC(nn2Cn1−m·wD)⇒ zn

(z + np)
= n(nn2Cn1−m·wD)n ⇒

⇒ zn(z + np)−1 äåëèòñÿ íà n1 ðîâíî, ò. ê. n ∤ m · wD ïî ëåììå 1.1, òîãäà èç

ñîîòíîøåíèé (3.1.18) (âòîðîå óðàâíåíèå) èìååì

zn · (z + np)−1 = n · αz · (a1 − b1)2 ⇒ n ∤ (a1 − b1); (3.1.19)
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Êàê íàéòè αz?

×åðåç ñîîòíîøåíèå äëÿ íåèçâåñòíîé p â ñîîòíîøåíèÿõ (3.1.17);

p ∈ N ïî ë. 1.1, (a1, b1) = 1 â ñèëó ñ. (3.1.16)⇒ αz = (a1 − b1)n2α′
z; α

′
z ∈ N;
(3.1.20)

Êàê íàéòè α′
z?

Èñïîëüçóÿ ôàêò, ÷òî ÷èñëà nn2Cn1 −m ·wD è nn1Cn ÿâëÿþòñÿ âçàèìíîïðî-

ñòûìè. Âîò ïîäðîáíîñòè.

Ïî ëåììå (1.1) (m, C) = (w, C) = (C, D) = 1, n ∤ m · wD ⇒
⇒ (nn2Cn1 −m · wD, nn1Cn) = 1;

Òàêèì îáðàçîì

(nn2Cn1 −m · wD, nn1Cn) = 1; (3.1.21)

Ïîäñòàâëÿåì óðàâíåíèå (3.1.20) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.1.18), èìååì

zn(z + np)−1 = n(a1 − b1)nα′
z,

íî â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1.2) âèäà z+np = nn1Cn è óðàâíåíèÿ z = nC(nn2 ·Cn1−
m · wD) èç ëåììû 1.1, èìååì

zn(z + np)−1 = n(nn2Cn1 −m · w ·D)n ⇒

⇒ (a1 − b1)nα′
z = (nn2Cn1 −m · w ·D)n; (3.1.22)

Ïîäñòàâëÿåì óðàâíåíèå (3.1.20) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.1.18), èìååì

z+np = n1
√
nαz(a1 + b1)(a1 − b1)n1

a1 + b1
a1 − b1

⇔ z+np = (a1+ b1)
n1
√
n (a1 + b1)α′

z;

(3.1.23)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1.2) z+np = nn1Cn; C ∈ N, èç óðàâíåíèé (3.1.19), (3.1.21),
(3.1.22) è (3.1.23), (3.1.16) (âûïèñàíû íèæå) ïîëó÷àåòñÿ

(nn2Cn1 −m · wD, nn1Cn) = 1,

z + np = (a1 + b1)
n1

√
n (a1 + b1)α′

z,

n ∤ (a1 − b1), α′
z ∈ N, (a1, b1) = 1,

(a1 − b1)nα′
z = (nn2Cn1 −m · wD)n

=====⇒
(3.1.21)

α
′
z = 1,

C =
n1

√
n · (a1 + b1)

n

(3.1.24)

Îñòàëîñü çàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ z, p â îêîí÷àòåëüíîì âèäå,

èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.1.17), (3.1.16) (íàïèñàíû íèæå), (3.1.20), (3.1.24);

Äàëåå èíäåêñû ó ÷èñåë a1, b1 îïóñêàþòñÿ, ò. å. äàëåå ïðîñòî a, b;
zn1 = nαz ·

(
a21 − b21

)
, (a, b) = 1,

p =
2 n1
√
nαz · (a21 − b21) · b1
n · (a1 − b1)

,

αz = (a1 − b1)n2α′
z, α

′
z = 1

⇒

z =
n1

√
n(a+ b) · (a− b),

p = n1

√
n(a+ b) · 2b

n

(3.1.25)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.1.25) ïîìîãóò íàéòè mn, wn ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íàäî çàïèñàòümn, wn ÷åðåç a, b, çàòåì íàéòèmn, wn êàê êîðíè êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Âèåòà.
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Ïðîèçâåäåíèå çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèå äëÿ p, à ñóììà � ÷åðåç ñîîò-

íîøåíèå äëÿ z; Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.1.25);

Ïî îïðåäåëåíèþ 1 è ëåììå 1.1 ñîîòâåòñòâåííî

p ≡ m · w ·A, A = CD ⇒ mnwn =
pn

CnDn
⇔ mnwn = (b+ b)nD−n; (3.1.26)

Ïî ëåììå 1.1

z = mn+wn+np⇒ mn+wn = z−np⇒ mn+wn = (−3b+a) n1
√
n(a+ b); (3.1.27)

Èç óðàâíåíèé (3.1.26) è (3.1.27) ìîæíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíî-

ñèòåëüíî mn, wn, à çàòåì å¼ ðåøèòü.

{
mnwn = (2b)nD−n,

mn + wn = (a− 3b) n1

√
n(a+ b)

⇔



mn =
(a− 3b) n1

√
n(a+ b)±

√
D3

2
,

wn =
(a− 3b) n1

√
n(a+ b)∓

√
D3

2
,

D3 ≡ (a− 3b)2 n1
√
n2(a+ b)2 − 4

(2b)n

Dn

(3.1.28)

Â ñèñòåìå (3.1.28) çíàêè ñîãëàñîâàíû.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.1.25), (3.1.28) è ëåììû 1.1 ïîëó÷àåòñÿ


x = wn + np, ← Ëåììà 1.1

y = mn + np, ← Ëåììà 1.1

p = n1
√
na · a− b

n
,← Ñ.(3.1.25)

z = n1
√
na · b← Ñ.(3.1.25)

⇔



x =
(a+ b) n1

√
n(a+ b)±

√
D3

2
,

y =
(a+ b) n1

√
n(a+ b)∓

√
D3

2
,

z = n1
√
n(a+ b) · (a− b),

p = n1
√
n(a+ b) · 2b

n
, (a, b) = 1,

D3 ≡ (a− 3b)2 n1
√
n2(a+ b)2 − 4

(2b)n

Dn

(3.1.29)

Â ñèñòåìå (3.1.29) çíàêè ñîãëàñîâàíû.

Ïî÷åìó b = FD/2?

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1.24)

nC = n1
√
n(a+ b); (3.1.30)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.1.29),

z = n1
√
n(a+ b) · (a− b); (3.1.31)

Ïî ëåììå 1.1

z = nC(nn2Cn1 −m · wD); (3.1.32)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.1.30), (3.1.31), (3.1.32) ñëåäóåò

Ïî îïð. 2 F ≡ mw ⇒ a− b = nn2Cn1 −m ·wD ⇒ a− b = a+ b−FD ⇔ b =
FD

2
;

(3.1.33)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.
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Ïî ëåììå 1.1 ÷èñëà m, w, C, D ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå, n | C, ïîýòîìó
èç ñîîòíîøåíèé (3.1.19), (3.1.25), (3.1.33) âèäà

n ∤ (a− b); (a, b) = 1; b = FD/2

è âûøåíàïèñàííîãî ðàâåíñòâà (3.1.30), F ≡ m ·w, ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà a+b, F, D
òîæå ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 3.1.1 äîêàçàíà. ■

Ïî ëåììå 1.1 x, y, z ∈ N, â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) xn + yn = zn ⇒ z < x + y,

çíà÷èò ∃ òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè x, y, z;
Îïðåäåëåíèå 30. Ïóñòü γ ≡ óãîë ìåæäó ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà x, y;

Îáîçíà÷èì T ≡ cos γ;

Îáîçíà÷èì c ≡ n1

√
n(a+ b);

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1, h2 ×Ñ è ÇÍ äðîáè ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â

ðåçóëüòàòå ñîêðàùåíèÿ äðîáíî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà T ;

Ïî òåîðåìå 1 x, y, z ∈ N⇒ T ∈ Q;

Ëåììà 3.1.2. Â ñèëó óðàâíåíèÿ xn + yn = zn óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðå-

óãîëüíèêà âûïîëíÿþòñÿ, çíà÷èò ìîæíî çàïèñàòü äëÿ íåãî òåîðåìó êîñèíóñîâ

è âûðàçèòü îòòóäà êîñèíóñ óãëà, êîòîðûé íàïðîòèâ ñòîðîíû z, îáîçíà÷èì

åãî T, çàòåì ïîäñòàâëÿåì â íåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ x, y, z èç ëåììû 3.1.1 è

ñîêðàùàåì ïîëó÷åííóþ äðîáü ïî ìàêñèìóìó. Ñ ïîìîùüþ íå¼ ñîñòàâëÿåòñÿ

êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ÷èñëà r2(T + 2/3), ãäå r2 ∈ Z; Òîëüêî ó

ýòîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ µi áóäóò äðóãèìè. Âûâîäèòñÿ

ýòî êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå íåñêîëüêî èíà÷å ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì z�÷¼òíîå

÷èñëî. 

T =
h1
h2
, a =

cn1

n
− FD

2
, c ∈ N,

h1 = F

(
c2D2

2
− Fn2

)
,

h2 =

(
cn1

n
− FD

)
c2D + Fn1 ,

xy = F

[(
cn1

n
− FD

)
c2D + Fn1

]
{
h1 > 0, h2 > 0,

(h1, h2) = 1, T > 0,

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âûøåóïîìÿíóòîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè x, y,

z ñïðàâåäëèâà òåîðåìà êîñèíóñîâ

z2 = x2 + y2 − 2xy · cos γ ⇒ T =
x2 + y2 − z2

2xy
; (3.1.34)

Èäåÿ â òîì, ÷òî íàäî ïîäñòàâèòü ñîîòíîøåíèÿ èç ëåììû 3.1.1 äëÿ x, y, z (îíè

áóäóò âûïèñàíû íèæå) â óðàâíåíèå (3.1.34), ðàñïèñàâ a ÷åðåç îïðåäåëåíèå 30

÷èñëà c;
c ≡ n−1

√
n(a+ b), ← Îïðåäåëåíèå 30

nC = n−1
√
n(a+ b), ← Ëåììà 3.1.1,

b = FD/2, x+ y = nn1Cn ← Ëåììà 1.1, 3.1.1

⇒

a =
cn1

n
− FD

2
,

c ∈ N

(3.1.35)
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Â ñèëó ëåììû 3.1.1 è ñîîòíîøåíèé (3.1.35) b = FD/2; a = cn1/n− FD/2⇒

⇒ a = cn1/n− FD/2; b = FD/2; (3.1.36)

Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (3.1.36) â íàïèñàííûå íèæå ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 3.1.1

äëÿ x, y, z;

x =
(a+ b) n−1

√
n(a+ b)±

√
(a− 3b)2 n−1

√
n2(a+ b)2 − 4(2b)nD−n

2
,

y =
(a+ b) n−1

√
n(a+ b)∓

√
(a− 3b)2 n−1

√
n2(a+ b)2 − 4(2b)nD−n

2
,

z = n−1
√
n(a+ b) · (a− b)

Çàòåì òî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, ò. å. x = x(F, c, D), y = y(F, c, D), z = z(F, c, D)
x =

cn ±√g
2n

, g ≡ (cn − 2n · c · FD)2 − 4n2 · Fn,

y =
cn ∓√g

2n
, ← Çíàêè ñîãëàñîâàíû

z = cn/n− c · FD

ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå (3.1.34); Â èòîãå èìååì ïîñëå óïðîùåíèÿx
2 + y2 − z2 = F 2

(
c2D2 − 2Fn2

)
,

xy =

(
cn1

n
− FD

)
c2DF + Fn

⇔ T =
F 2
(
c2D2 − 2Fn2

)
2

[(
cn1

n
− FD

)
c2DF + Fn

] ;
(3.1.37)

Íà êàêîå ÷èñëî ìàêñèìàëüíî ñîêðàùàåòñÿ äðîáü (3.1.37)?

Î÷åâèäíî íà òî æå ñàìîå ÷èñëî, ÷òî è äðîáü (3.1.34);

Ò. ê. x2+y2− z2 = (x+y)2−2xy− z2 ⇒ îíà ñîêðàùàåòñÿ íà êàêèå-òî äåëèòåëè

÷èñåë x+ y ± z;
Ðàññìîòðèì êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë.

1) Ðàññìîòðèì ÷èñëî x+ y − z;
Ïî ëåììå 1.1 x+y−z = np, p ≡ m·wA, A = CD ⇒ x+y−z = n·m·w·CD; F ≡

m·w ⇒ x+y−z = n·FCD, çíà÷èò äðîáü (3.1.34) ñîêðàùàåòñÿ íà 2F è âîçìîæíî

åù¼ íà êàêèå-òî äåëèòåëè ÷èñëà xy â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1.34);

Å¼ ñîêðàùåíèå íà äåëèòåëè ÷èñåë C, D íåâîçìîæíî, ò. ê. x, y, C, D ïîïàðíî

âçàèìíî ïðîñòûå ïî ëåììå 1.1;

2) Ðàññìîòðèì ÷èñëî x+ y + z;

à) Ïóñòü (x, x+ y + z) > 1⇒ (x, y + z) > 1, íî â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) âèäà

xn + yn = zn ⇔ xn + 2yn = zn + yn ⇒ (xn, 2yn) > 1 ⇒ èìååì ïðîòèâîðå÷èå,

ò. ê. (x, y) = 1 ïî ëåììå 1.1;

Ïî ëåììå 1.1 z − x = mn, ïîýòîìó 4 | F ≡ m · w ⇒ äðîáü (3.1.37) ìàêñèìàëüíî

ñîêðàùàåòñÿ íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è ÷èñëî 2F ;

á) Ïóñòü (y, x+ y + z) > 1⇒ (y, x+ z) > 1, íî â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) âèäà

xn + yn = zn ⇔ yn + 2xn = zn + xn ⇒ (yn, 2xn) > 1 ⇒ èìååì ïðîòèâîðå÷èå,
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ò. ê. (x, y) = 1 ïî ëåììå 1.1;

Ïî ëåììå 1.1 z − x = mn, ïîýòîìó 4 | F ≡ m · w ⇒ äðîáü (3.1.37) ìàêñèìàëüíî

ñîêðàùàåòñÿ íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è ÷èñëî 2F ;

Çíà÷èò äðîáü (3.1.34) ñîêðàùàåòñÿ max íà 2F ⇒ äðîáü (3.1.37) òîæå ñîêðà-

ùàåòñÿ íà òî æå ñàìîå ÷èñëî. Ïîñëå å¼ ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â òî÷íîñòè

ñîîòíîøåíèÿ äëÿ h1, h2 èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû 3.1.2;

Äîêàæåì, ÷òî T > 0;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) xn + yn = zn ⇒ (x/z)n + (y/z)n = 1 ⇒ â ñèëó

ìîíîòîííîñòè ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè èìååì, (x/z)2 + (y/z)2 > 1 ⇒ T > 0 â

ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1.34) ⇒ h1/h2 > 0⇒ h1 > 0, ò. ê. h2 > 0;

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 3.1.2 äîêàçàíà. ■

Îïðåäåëåíèå 31. Îáîçíà÷èì

θ ≡ DF/cn1 ,

KD ≡ D/cn3 ,

Km ≡ m/c,
Kw ≡ w/c,
R ≡

√
x2 + y2,

h ≡ z/x,← åñëè x>y, h ≡ z/y,← åñëè y>x

Îïðåäåëåíèå 32. ξ ≡ Dn

yn3
äëÿ ñëó÷àÿ y > x; ξ ≡ Dn

xn3
äëÿ ñëó÷àÿ x > y;

Ëåììà 3.1.3. Ïåðåïèñûâàåì óðàâíåíèå èç ëåììû 1.1 x+y = nn1Cn â èíîì

âèäå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 1.1 è ïîëó÷àåì îöåíêè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ÷èñåë èç îïðåäåëåíèÿ 31; Äëÿ ñëó÷àÿ x > y ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîò-

íîøåíèÿ

(Äëÿ ñëó÷àÿ y > x äåëàåì çàìåíû x → y, w → m è ïîëó÷àåì òå æå ñîîòíî-

øåíèÿ;) Â ïîñëåäíåé ñèñòåìå�ñòðîãèå îöåíêè Kn
w ñíèçó è ñâåðõó.

Kn
D = (Kn

w + 1θ)n3ξ, D = KD · cn3

Dn = ξ · xn3 , np = 1θcn, c ∈ N,

nC = 1c, F = θc2/KD, Km =
θ

KwKD
,

Kn
w ⩾

(
1n

2n
− θ
)
, Kn

w ⩽

(
1n

n
− 2θ

)

θ ∈

(
0;

1n

2n

)
,

ξ ∈ (1; 4n) , x+ y = cn/n,

Kn
w +Kn

m =

(
1n

n
− 2θ

)


Kn

D ⩾

(
1n

2n

)n3

,

Kn
D ⩽ 4n ·

(
1n

n
− θ
)n3


Kn

m ⩾

(
1n

n
− 2θ

)
− θn(

1n

2n

)n3
(
1n

2n
− θ
) ,

Kn
m ⩽

(
1n

n
− 2θ

)
− θn · (1n/n− 2θ)−1

4n(1n/n− θ)n3

Êðîìå òîãî, ξ < 1.23 ïðè x = R cos t; y = R sin t; t < 0.407;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè y > x⇒ mn+np > wn+np⇔
⇔ m > w â ñèëó ëåììû 1.1 (y = mn + np; x = wn + np);
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Ñäåëàåì çàìåíû, ñëåäóþùèå èç îïðåäåëåíèÿ 31 R ≡
√
x2 + y2;{

x = R sin t, R > 0,

y = R cos t
(3.1.38)

Èç óðàâíåíèÿ (0.1) âèäà xn + yn = zn è ñîîòíîøåíèé (3.1.38) èìååì
x = R sin t, R > 0,

y = R cos t, t ∈ (0; π/4) ,

z = R n
√
sinn t+ cosn t

(3.1.39)

Ïî ëåììå 1.1

(x+ y − z)n = n(x+ y)(z − x)(z − y)⇒ Dn =
(x+ y − z)n

n(x+ y)(z − x)(z − y)
; (3.1.40)

Ïîñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (3.1.39) â óðàâíåíèå (3.1.40);

Dn = Rn3

(
cos t+ sin t− n

√
sinn t+ cosn t

)n
n (cos t+ sin t)

(
n
√
sinn t+ cosn t− sin t

) (
n
√
sinn t+ cosn t− cos t

) ;
(3.1.41)

Îïðåäåëåíèå 33. ν ≡ tan t;

Óòâåðæäåíèå 24. Dn ⩾ Rn3 cosn3 t ∀ t ∈
[
0;

π

4

]
;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî èç ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäå-

íèÿ 24, ÷òîáû ïðîâåðèòü åãî èñòèííîñòü, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîäñòàâèì â íåãî óðàâíåíèå (3.1.41), çàòåì äåëèì îáå åãî ÷àñòè íà Rn3 cosn3 t

è çàïèøåì ïî îïðåäåëåíèþ 33 ν ≡ tan t ≡ sin t/ cos t; Â èòîãå èìååì(
1 + ν − n

√
1 + νn

)n
n(1 + ν)

(
n
√
1 + νn − 1

) (
n
√
1 + νn − ν

) ⩾ 1; (3.1.42)

Îöåíèì n
√
1 + νn ñâåðõó, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî min Ë× íåðàâåíñòâà (3.1.42)⩾ 1;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1)

xn + yn = zn ⇒ hn = 1 + νn ⇒ hn − 1 = νn ⇒

h > 1, ← Îïð.31

(h− 1) ⩽
νn

n

(3.1.43)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 31, óðàâíåíèÿ (0.1), íåðàâåíñòâà (3.1.43) ñîîòâåòñòâåííî

èìååì

h ≡ z

y
⇒ h = n

√
1 + νn ⇒ n

√
1 + νn − 1 ⩽

νn

n
⇔ n
√
1 + νn ⩽ 1 +

νn

n
; (3.1.44)

Ïîäñòàâëÿåì íåðàâåíñòâî (3.1.44) â íåðàâåíñòâî (3.1.42), èìååì(
ν

[
1− νn1

n

])n

n(1 + ν)
νn

n

(
1 +

νn

n
− ν
) ⩾ 1⇔

(
1− νn1

n

)n

(1 + ν)

(
1 +

νn

n
− ν
) ⩾ 1; (3.1.45)
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ν

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

f1 ν

Ðèñ. 59. Ãðàôèê ôóíêöèè f1(ν) ïðè n = 11;

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (3.1.45) äëÿ óäîáñòâà â âèäå(
1− νn1

n

)n

− (1 + ν)

(
1 +

νn

n
− ν
)

⩾ 0; (3.1.46)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 46. f1 (ν) ≡
(
1− νn1

n

)n

− (1 + ν)

(
1 +

νn

n
− ν
)
;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.1.39) èìååì

ν ≡ tan t ⩾ 0; ν ⩽ tan
π

4
= 1; (3.1.47)

Çàäà÷à�ïîêàçàòü, ÷òî min äàííîé ôóíêöèè f1(ν) > 0 ïðè ν ∈ [0; 1];

Åñëè íà÷åðòèòü ãðàôèê ôóíêöèè f1 (ν) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

n ⩾ 11, òî îêàæåòñÿ, ÷òî ýñêèç ïîëó÷àåìûõ ãðàôèêîâ íà ν ∈ (0; 1) îäèíàêîâûé,

à èìåííî äàííàÿ ôóíêöèÿ ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, èìåÿ âûïóêëîñòü âíèç, çàòåì

ìåíÿåò âûïóêëîñòü, ïðîäîëæàÿ âîçðàñòàòü, äîõîäèò äî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà

ν = τ , çàòåì íà÷èíàåò óáûâàòü íà èíòåðâàëå ν ∈ (τ ; 1) â ñèëó ñîîòíîøåíèé

(3.1.47);

Çíà÷èò äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà êîíöàõ îòðåçêà, îäíî èç

çíà÷åíèé è áóäåò å¼min; Ýòî âèäíî íà ãðàôèêå (ñì. Ðèñ.59); Â ñëó÷àå z�÷¼òíîå

÷èñëî òàêàÿ ôóíêöèÿ óæå âñòðå÷àëàñü è å¼ ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå óæå áûëî

ïðîâåäåíî (ñì. Ïðèëîæåíèå 1.1, ñòð. 290);

f1(1) =

(
1− 1

n

)n

− 2

n
, f1(0) = 0; (3.1.48)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 47. f2(n) ≡
(
1− 1

n

)n

− 2

n
;
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Íàéä¼ì min çíà÷åíèå ôóíêöèè f2(n);

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëîæíîïîêàçàòåëü-

íîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ¾ïðîèçâîäíàÿ ïîêà-

çàòåëüíîé ôóíêöèè¿ ⊕ ¾ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè¿;

∂f2(n)

∂n
=

(
1− 1

n

)n1

n

(
1 + (n− 1) ln

[
1− 1

n

])
+

2

n2
; (3.1.49)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 48. f3(n) ≡
(
1 + (n− 1) ln

[
1− 1

n

])
;

×òîáû îïðåäåëèòü çíàê ïðîèçâîäíîé ∂f2(n)/∂n, èññëåäóåì ôóíêöèþ f3(n) èç

óðàâíåíèÿ (3.1.49) íà ìîíîòîííîñòü.

∂f3(n)

∂n
= ln

[
1− 1

n

]
+
n− 1

1− 1

n

· 1

n2
=

1

n
+ ln

[
1− 1

n

]
< 0 ∀ n ⩾ 11; (3.1.50)

Èç íåðàâåíñòâà (3.1.50) è óðàâíåíèÿ (3.1.49) ñëåäóåò, ÷òî

∂f2(n)

∂n
⩾ lim

n→∞

(
1− 1

n

)n1

n

(
1 + (n− 1) ln

[
1− 1

n

])
+

2

n2
= 0; (3.1.51)

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ 47 f2(n) ≡
(
1− 1

n

)n

− 2

n
è íåðàâåíñòâà (3.1.51) ñëåäóåò

f2(n) ⩾ f2(11) =

(
1− 1

11

)11

− 2

11
> 0.16 > 0⇒ f1(1) > 0.16; (3.1.52)

Ñðàâíèâàåì äâà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (3.1.48) è (3.1.52) f1(ν) íà êîíöàõ îòðåçêà

[0; 1] è âèäèì, ÷òî å¼ min çíà÷åíèå ðåàëüíî áîëüøå íóëÿ.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü (Óòâåðæäåíèå 24);

Óòâåðæäåíèå 25. Dn ⩽ 4n ·Rn3 cosn3 t ∀ t ∈
[
0;

π

4

]
;

È åù¼ Dn ⩽
123

100
·Rn3 cosn3 t ∀ t ∈

[
0;

407

1000

]
;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî èç ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäå-

íèÿ 25, ÷òîáû ïðîâåðèòü åãî èñòèííîñòü, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîäñòàâèì â íåãî óðàâíåíèå (3.1.41), ïî àíàëîãèè ñ óòâåðæäåíèåì 24, çàòåì

äåëèì îáå åãî ÷àñòè íà Rn3 cosn3 t è çàïèøåì ν ≡ tan t ≡ sin t/ cos t; Â èòîãå

èìååì (
1 + ν − n

√
1 + νn

)n
n(1 + ν)

(
n
√
1 + νn − 1

) (
n
√
1 + νn − ν

) < 4n; (3.1.53)

Îöåíèì n
√
1 + νn ñíèçó, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî max Ë× íåðàâåíñòâà (3.1.53)< 4n;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1) è íåðàâåíñòâà (3.1.47) èìååì{
xn + yn = zn, h ≡ z/y,
ν < 1← ñîîòíîøåíèÿ (3.1.47)

⇒

{
hn = 1 + νn,

h < 2
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⇒ hn − 1 = νn ⇒

h = n
√
1 + νn, h ⩽ n

√
2,

(h− 1) ⩾
νn

n
√
2n1 · n1 + 1

⇒

h = n
√
1 + νn,

(h− 1) ⩾
νn

n
√
2n · n1 + 1

(3.1.54)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.1.54) èìååì

h− 1 = n
√
1 + νn − 1 ⩾

νn

2n
⇒ n
√
1 + νn ⩾ 1 +

νn

2n
; (3.1.55)

Ïîäñòàâëÿåì íåðàâåíñòâî (3.1.55) â íåðàâåíñòâî (3.1.53), èìååì(
ν − νn

2n

)n

n(1 + ν)
νn

2n

(
n
√
1 + νn − ν

) < νn

2−1n · ν
n

n

(
νn

2n
+ 1− ν

) ⩽
2

νn

2n
+ 1− ν

; (3.1.56)

Ôóíêöèÿ â Ï× íåðàâåíñòâà (3.1.56) âîçðàñòàåò ïðè ν ∈ [0; 1], ïîýòîìó ïîäñòàâ-

ëÿåì â íåãî ν = 1 è ïîëó÷àåì

2
νn

2n
+ 1− ν

⩽ 22n = 4n; (3.1.57)

Èç íåðàâåíñòâà (3.1.57) âèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.1.58)

Dn ⩽ 4n ·Rn3 cosn3 t (3.1.58)

â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ 25 ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì.

Îöåíêà ξ < 1.23 ïðè t < 0.407 âûâîäèòñÿ òàê æå, íî ν ∈ (0; tan 0.407) ;

Ïðåîáðàçóåì Ë× íåðàâåíñòâà èç ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèÿ 25 ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Ïîäñòàâèì â íåãî óðàâíåíèå (3.1.41), çàòåì äåëèì îáå åãî ÷àñòè íà Rn3 cosn3 t

è çàïèøåì ν ≡ tan t ≡ sin t/ cos t; Â èòîãå èìååì(
1 + ν − n

√
1 + νn

)n
n(1 + ν)

(
n
√
1 + νn − 1

) (
n
√
1 + νn − ν

) < 1.23; (3.1.59)

Îöåíèì n
√
1 + νn ñíèçó, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî max Ë× íåðàâåíñòâà (3.1.53)<1.23;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (0.1), n ⩾ 11 ïî óñëîâèþ th 1 è íåðàâåíñòâà t < 0.407 ïî

óñëîâèþ ëåììû 3.1.3, ν ≡ tan t ïî îïðåäåëåíèþ 33, èìååì{
xn + yn = zn,

ν < tan 0.407
⇒

{
hn = 1 + νn,

h < n
√
1 + tann 0.407

⇒ hn − 1 = νn ⇒

⇒

h = n
√
1 + νn,

(h− 1) ⩾
νn

n
√
(1 + tann 0.407)

n1 · n1 + 1

⇒

⇒

h = n
√
1 + νn,

(h− 1) ⩾
νn

n
√
(1 + tann 0.407)

n · n1 + 1
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h− 1 = n
√
1 + νn − 1 ⩾

νn

(1 + tann 0.407)n
⇒ n
√
1 + νn ⩾ 1 +

νn

(1 + tann 0.407)n
;

(3.1.60)

Èç íåðàâåíñòâà (3.1.60) ïîëó÷àåòñÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n ⩾ 11 ïî th 1

n
√
1 + νn ⩾ 1 +

νn

1.0001n
; (3.1.61)

Ïîäñòàâëÿåì íåðàâåíñòâî (3.1.61) â Ë× íåðàâåíñòâà (3.1.59), èìååì(
ν − νn

1.0001n

)n

n(1 + ν)
νn

1.0001n

(
n
√
1 + νn − ν

) < νn(1 + ν)−1

1.0001−1n · ν
n

n

(
νn

1.0001n
+ 1− ν

) ⩽

⩽
1.0001(

νn

1.0001n
+ 1− ν

)
(1 + ν)

; (3.1.62)

Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ïî óñëîâèþ ëåììû 3.1.3 t < 0.407, à ïî îïðåäåëåíèþ 33

ν ≡ tan t, îöåíêó (3.1.62) ìîæíî åù¼ óëó÷øèòü. Ïîëó÷àåòñÿ(
ν − νn

1.0001n

)n

n(1 + ν)
νn

1.0001n

(
n
√
1 + νn − ν

) < 1.0001

(1− ν) (1 + ν)
< 1.23;

À èìåííî ýòî è íàäî áûëî ïîëó÷èòü.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü (Óòâåðæäåíèå 25);

Â ñèëó óòâåðæäåíèé 24 è 25 è ñîîòíîøåíèé (3.1.39) èìååì

Rn3 cosn3 t < Dn < 4n ·Rn3 cosn3 t⇒ â ñèëó ñ-íèé (3.1.39) y = R cos t ⇒

⇒ yn3 < Dn < 4n · yn3 ; (3.1.63)

Òîãäà èç íåðàâåíñòâà (3.1.63) è îïðåäåëåíèÿ 32, ξ ≡ Dn/yn3 ⇒

⇒ ξ ∈ (1; 4n) ; (3.1.64)

À èìåííî ýòî è íàäî áûëî ïîëó÷èòü.

Îöåíèì y ñâåðõó è ñíèçó, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 31 ÷èñëà θ;

θ ≡ DF

cn1
; ïî ë.3.1.1 p = n1

√
n(a+ b) · 2b

n
; b =

FD

2
⇒ np = n1

√
n(a+ b) · FD;

(3.1.65)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî c ≡ n1

√
n(a+ b)/1 ïî îïðåäåëåíèþ 30 è ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ 31

θ ≡ FD

cn1
ñëåäóåò FD = θcn1 , óðàâíåíèå (3.1.65) ïðèìåò âèä

np = 1θcn; (3.1.66)
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c ≡ n1

√
n(a+ b), nC = n1

√
n(a+ b),← Ë.3.1.1

x = wn + np, x+ y =
(nC)n

n
,← Ë.1.1

y = mn + np, 2 | y,← Ë.3.1.1, Ë. 1.1

np = 1θcn, C ∈ N← Ë.1.1, (3.1.66)

⇒

nC = 1c, c ∈ N,

mn + wn =

(
1n

n
− 2θ

)
cn

(3.1.67)

Ïî îïðåäåëåíèþ 31 Km ≡
m

c
; Kw ≡

w

c
⇒ m = Km · c; w = Kw · c⇒ óðàâíåíèå

(3.1.67) ïðèìåò âèä

Kn
w +Kn

m =

(
1n

n
− 2θ

)
; (3.1.68)

Èç óðàâíåíèÿ (3.1.68) âèäíî, ÷òî ò. ê. Km, Kw > 0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 31, òî(
1n

n
− 2θ

)
> 0⇔ θ <

2n2

n
; (3.1.69)

Ïî ëåììå 1.1 y = mn +np⇒ ÷òîáû îöåíèòü y ñâåðõó è ñíèçó, íàäî îöåíèòü mn

ñâåðõó è ñíèçó, èñïîëüçóÿ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.1.67);

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.1.3 áûëî âûáðàíî y >

x⇔ mn + np > wn + np ïî ëåììå 1.1 (⇒ ñîîòíîøåíèé äëÿ x, y)⇔

⇔ 2mn > mn + wn ⇒ 2mn > 4

(
2n2

n
− θ
)
cn, çíà÷èò

mn >

(
1n

2n
− θ
)
cn; (3.1.70)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.1.67) âòîðîå óðàâíåíèå, ñëåäóåò, ÷òî

mn <

(
1n

2n
− θ
)
cn; (3.1.71)

Ïî îïðåäåëåíèþ 31 Km ≡
m

c
⇒ mn = Kn

mc
n; (3.1.72)

Èç óðàâíåíèÿ (3.1.72) è íåðàâåíñòâ (3.1.70), (3.1.71) ñëåäóåò, ÷òî

Km ∈
([

1n

2n
− θ
]
;

[
1n

2n
− θ
])

; (3.1.73)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (3.1.66) âèäà np = 1θcn, (3.1.70), (3.1.71) è y = mn+np

ïî ëåììå 1.1, îöåíèâàåì y;

(Õîòÿ ìîæíî áûëî äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàòü è îöåíêó (3.1.73) è Km ≡ m/c);

np = 1θcn ⇒ y ∈
(
1n

2n
cn;

[
1n

n
− θ
]
cn
)
; (3.1.74)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.1.63) è (3.1.64) ñîîòâåòñòâåííî âèäà

yn3 < Dn < 4n · yn3 ; ξ ∈ (1; 4n) ;
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ïîëó÷àòñÿ ñëåäóþùåå. Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (3.1.74) â îöåíêó (3.1.63), ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî KD ≡ D/cn3 ïî îïðåäåëåíèþ 31 è ïîëó÷àåì îöåíêó èç ôîðìóëèðîâêè

ëåììû 3.1.3 âèäà

Kn
D ⩾

(
1n

2n

)n3

; Kn
D ⩽ 4n · (1n/n− θ)n3 ;

Åù¼ èç ñîîòíîøåíèé (3.1.63) è (3.1.64) ñëåäóåò, ÷òî

KD ≡
D

cn3
⇒ Dn = ξyn3 ⇔ (KDc

n3)
n
= ξ (Kn

m + 1θ)
n3 cn·n3 ⇔

⇔ Kn
D = ξ (Kn

m + 1θ)
n3 ; (3.1.75)

Îïÿòü ïîëó÷èëîñü ðàâåíñòâî èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû 3.1.3, òîëüêî âìåñòî

x, w íàïèñàíî y, m ò. ê. ïî óñëîâèþ y > x áûëî âûáðàíî â íà÷àëå äîêàçàòåëü-

ñòâà ëåììû 3.1.3;

Äîêàæåì, ÷òî F = θc2/KD;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ äâóõ ñïîñîáîâ çàïèñè ÷èñëà np;

Ïåðâûé ñïîñîá�÷åðåç óðàâíåíèå (3.1.66);

Âòîðîé ñïîñîá�÷åðåç îïðåäåëåíèå 31 ÷èñåë Km ≡ m/c, KD ≡ D/cn3 è ëåì-

ìó 1.1 p = m · wCD;{
nC = 1c, ← â ñèëó ñèñòåìû (3.1.67)

np = Kmc ·KDc
n3 · 1c · w ← âòîðîé ñïîñîá çàïèñè

(3.1.76)

Óðàâíåíèÿ (3.1.66) âèäà np = 1θcn è (3.1.76), èõ ïðàâûå ÷àñòè ìîæíî ïðèðàâ-

íÿòü. Ïîëó÷àåòñÿ

1θcn = KmKD · 1wcn1 , íî â ñèëó îïðåäåëåíèé 2, 31 ÷èñåë F,Km,Kw áóäåò

Km ≡ m/c; Kw ≡ w/c; F ≡ m · w ⇔ F = KmKwc
2,

ïîýòîìó

1θcn = KmKwc
2 · ·KD · 1cn2 ⇔ θcn = F ·KD · cn2 ⇔ F =

θc2

KD
;

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíèé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

F =
θc2

KD
; (3.1.77)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èç óðàâíåíèÿ (3.1.77), îïðåäåëåíèÿ 2, îïðåäåëåíèÿ 31 ïîëó÷àåòñÿ

F ≡ m · w, Km ≡
m

c
, Kw ≡

w

c
⇒ F = KmKw · c2 ⇒ Kw =

θ

KmKD
; (3.1.78)

Îñòàëîñü ïîëó÷èòü ñòðîãèå îöåíêè Km;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1.68) Kn
m +Kn

w =

(
1n

n
− 2θ

)
⇒ Kn

m =

(
1n

n
− 2θ

)
−Kn

w ⇒
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â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1.78)

Kn
m =

(
1n

n
− 2θ

)
− θn

Kn
DK

n
m

⇔ â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1.75) (íàïèñàíî íèæå)

Kn
D = ξ (Kn

m + 1θ)
n3 ⇒ Kn

m =

(
1n

n
− 2θ

)
− θn

(Kn
m + 1θ)n3ξ ·Kn

m

;

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíèé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

Kn
m =

(
1n

n
− 2θ

)
− θn

(Kn
m + 1θ)n3ξ ·Kn

m

; (3.1.79)

Ïîäñòàâëÿåì îöåíêè (3.1.64) âèäà ξ ∈ (1; 4n) è îöåíêè (3.1.73) âèäà

Km ∈
([

1n

2n
− θ
]
;

[
1n

n
− 2θ

])
;

â óðàâíåíèå (3.1.79) è ïîëó÷àåì ñòðîãèå îöåíêè äëÿ Km, êàê â ôîðìóëèðîâêå

ëåììû 3.1.3; Îíè èìåþò ñëåäóþùèé âèä äëÿ ñëó÷àÿ y > x;
Kn

m ⩾

(
1n

n
− 2θ

)
− θn(

1n

2n

)n3
(
1n

2n
− θ
) ,

Kn
m ⩽

(
1n

n
− 2θ

)
− θn · (1n/n− 2θ)−1

4n(1n/n− θ)n3

Ïðåäëîæåíèå 3. Ñëó÷àé y < x â ëåììå 3.1.3 äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê

ñëó÷àé y > x, ò. ê. îí ñâîäèòñÿ ê íåìó çàìåíîé ïåðåìåííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. y < x⇒ t ∈ (π/4; π/2) ;

Ïóñòü t1 ≡ π/2− t⇒ t1 ∈ (0; π/4) ;

Çíà÷èò t = π/2− t1, ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (3.1.38) ïðèíèìàþò âèä{
x = R sin t,

y = R cos t
⇒

{
x = R sin (π/2− t1),
y = R cos (π/2− t1)

⇒

{
x = R cos t1,

y = R sin t1

Ò. å. ñëó÷àé y < x ñâåëñÿ ê óæå ðàçîáðàííîìó, òîëüêî âìåñòî t íàïèñàíî t1;

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 3.1.3 äîêàçàíà. ■

3.1.1. Âûâîä êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, è

ñâÿçàííûõ ñ íèì ëåìì. Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ 2 | z, íàäî ñîñòàâèòü êóáè÷åñêîå

óðàâíåíèå ñíà÷àëà òàêîãî âèäà.

Ëåììà 3.1.4. ×èñëî T èç ëåììû 3.1.3 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñëåäóþùåãî êóáè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Fnh32T

3 + 2Fnh32T
2 + Fnh32T − FDc2h1(h1 + h2)

[
FD

h1 + h2
2

− a · h1
]
= 0,

a =

(
cn1

n
− FD

2

)
← Ëåììà 3.1.2
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Íåñîïðÿæ¼ííûé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

T = −2

3
+

2Fn/3h2

3 3

√
2
(
R4 +R50

√
r60
) + 3

√
2
(
R4 +R50

√
r60
)

6h2 · Fn/3
;

Ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè èìåþò âèä

T = −2

3
− 2Fn/3h2

3 3

√
2
(
R4 +R50

√
r60
) − 3

√
2
(
R4 +R50

√
r60
)

12h2 · Fn/3
± Y · i,

Y ≡
√
3 · Fn/3h2

3 3

√
2
(
R4 +R50

√
r60
) −
√
3 · 3

√
2
(
R4 +R50

√
r60
)

12h2 · Fn/3

Ãäå
R4 ≡ 4Fnh32 + 27/n · c · Fh1(h1 + h2)D

[
− 2cnh1 + n · cFD(2h1 + h2)

]
,

R50
√
r60 = 3

√
3/n

√
cFh1(h1 + h2)D

(
− 2cnh1 + n · cFD[2h1 + h2]

)
·R51,

R51 ≡ 8Fnh32n+ 27cFh1(h1 + h2)D
(
− 2cnh1 + n · cFD[2h1 + h2]

)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ñîîòíîøåíèé ëåììû

3.1.2 âèäà

T = h1/h2; h1 = F
(
c2D2/2− Fn2

)
; h2 = (cn1/n− FD)c2D + Fn1

â êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå è ïðîâåðêîé â Wolfram Mathematica, ÷òî T ðåàëüíî

ÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì. Êîðíè ïî ôîðìóëå Êàðäàíî ìîæíî íàéòè è óïðîñòèòü

÷åðåç Wolfram Mathematica.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 3.1.4 äîêàçàíà. ■

Ëåììà 3.1.5. Êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå èç ëåììû 3.1.4 ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü

ê âèäó

u3 − 3r21 · u− 4r4 = 0; u ≡ (T + 2/3)6h2;

Åãî êîðíè èìåþò âèä

u = −2µ1; u = µ1 ± 3
√
µ2; µ2 ∈ N;

È ïî ôîðìóëå Êàðäàíî

r3 ≡ 2r4 + 2
√
r24 − r61/4,

u =
r21
3
√
r3

+ 3
√
r3

u = −1

2

(
r21
3
√
r3

+ 3
√
r3

)
±
√
3

2
i

(
r21
3
√
r3
− 3
√
r3

)
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Ãäå r1 ≡ 2h2 è

r4 = 1/4 · (2Fn1 − 4Dcn+1/n+ c2FD2)r41,

r1 ≡ 2h2, r1 = 2
[
(cn1/n− FD)c2D + Fn1

]
,

r41 ≡
(
8F 2n1 + 40DFn1cn+1/n− 4D2c2n+2/n2 − 28c2D2Fn − 16FD3 c

n+3

n
+

+ 11F 2D4c4
)
, r50 ≡

3D

2
c2
(
2cn1/n− FD

)
·
(
− 4Fn1 + 2Dcn+1/n+ FD2c2

)
,

r50
√
r60 ≡

3D

2
c2
(
2cn1/n− FD

)
·
(
− 4Fn1 + 2Dcn+1/n+ FD2c2

)
·

·
√
−3F (2Fn2 − c2D2)(2Fn1 + 8Dcn+1/n− 5FD2c2)

4
, r50 ∈ N, r60 ∈ Z

Îïðåäåëåíèå 34.µ1 ≡ Fn1 − 2Dcn+1/n+ FD2c2/2, µ1 < 0, µ1 ∈ Z, u ≡ r2(T + 2/3)6h2,

µ2 ≡
F (2Fn2 − c2D2)(2Fn1 + 8Dcn+1/n− 5FD2c2)

4
, µ2 ∈ N

r21 =
(
µ2
1 + µ2 · 3

)
, 1/4 · r61 − r24 + (r50

√
r60)

2 = 0, n | c,
2r4 = −µ1(µ

2
1 − 9µ2), µ

2
1 − µ2 > 0, r60 ≡ −3µ2, r60 < 0,

2r50
√
r60 ≡ 3

√
−3µ2

∣∣µ2
1 − µ2

∣∣ , r50√|r60| = r5
√
r6, r5, r6 ∈ N

×èñëî r6 ≡ r60, ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ. Ò. å. â ðàâåíñòâå r50
√
|r60| = r5

√
r6

ìíîæèòåëè ìàêñèìàëüíî âûíåñåíû çà çíàê êîðíÿ
√
r6;

Äîêàçàòåëüñòâî. I) Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 3.1.2 âèäà

h1 = F
(
c2D2/2− Fn2

)
; h2 = (cn1/n− FD)c2D + Fn1

â ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 3.1.4 äëÿ R4 è R50
√
r60 âèäà

R4 ≡ 4Fnh32 + 27/n · c · Fh1(h1 + h2)D
[
− 2cnh1 + n · cFD(2h1 + h2)

]
,

R50
√
r60 = 3

√
3/n

√
cFh1(h1 + h2)D

(
− 2cnh1 + n · cFD[2h1 + h2]

)
·R51,

R51 ≡ 8Fnh32n+ 27cFh1(h1 + h2)D
(
− 2cnh1 + n · cFD[2h1 + h2]

)
Îíè ïðèìóò âèä

R4 = Fn2/4 · (2Fn1 − 4Dcn+1/n+ c2FD2)R41,

R41 ≡ F 2
(
8F 2n1 + 40Fn1

cn+1

n
− 4D2c2n+2/n2 − 28c2D2Fn − 16FD3 c

n+3

n
+

+ 11F 2D4c4
)
,

R50
√
r60 =

3D · Fn

4n
c2
∣∣2cn1 − FnD

∣∣ · ∣∣4Fn1 − 2Dcn+1/n− FD2c2
∣∣·

·
√
−3F (2Fn2 − c2D2)(2Fn1 + 8Dcn+1/n− 5FD2c2)

(3.1.80)

Ïî ëåììå 3.1.4, íåñîïðÿæ¼ííûé êîðåíü èìååò âèä

T = −2

3
+

2Fn/3h2

3 3

√
2
(
R4 +R50

√
r60
) + 3

√
2
(
R4 +R50

√
r60
)

6h2 · Fn/3
;
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Åãî ìîæíî óïðîñòèòü, ïîäñòàâèâ òóäà ñîîòíîøåíèÿ (3.1.80), â ðåçóëüòàòå ìîæ-

íî áóäåò âûíåñòè ìíîæèòåëü Fn çà çíàê êóáè÷åñêîãî êîðíÿ è ñîêðàòèòü åãî.

Ïîëó÷àåòñÿ

T = −2

3
+

2h2

3 3

√
2
(
r4 + r50

√
r60
) + 3

√
2
(
r4 + r50

√
r60
)

6h2
; (3.1.81)

Ãäå r1 ≡ 2h2 è

r4 = 1/4 · (2Fn1 − 4Dcn+1/n+ c2FD2)r41,

r1 = 2
[
(cn1/n− FD)c2D + Fn1

]
,

r41 ≡
(
8F 2n1 + 40DFn1cn+1/n− 4D2c2n+2/n2 − 28c2D2Fn − 16FD3 c

n+3

n
+

+ 11F 2D4c4
)
, r50 =

3D

2n
c2
∣∣2cn1 − FnD

∣∣ · ∣∣− 4Fn1 + 2Dcn+1/n+ FD2c2
∣∣,

r50
√
r60 =

3D

2n
c2
∣∣2cn1 − FnD

∣∣ · ∣∣− 4Fn1 + 2Dcn+1/n+ FD2c2
∣∣·

·
√
−3F (2Fn2 − c2D2)(2Fn1 + 8Dcn+1/n− 5FD2c2)/4

(3.1.82)

Ðàç êîðåíü èçâåñòåí, ìîæíî ñîñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå, èñïîëüçóÿ

ðàâåíñòâî (3.1.81); Èìååì ñëåäóþùåå.

Ïóñòü u ≡ (T + 2/3)6h2, òîãäà èç ðàâåíñòâà (3.1.81) ïîëó÷àåì

u =
r21

3
√
2 · 3
√
r4 + r50

√
r60

+
3
√
2 · 3

√
r4 + r50

√
r60 ⇒ u3 =

r61
2
(
r4 + r50

√
r60
)+

+ 2
(
r4 + r50

√
r60
)
+ 3r21 · u;

(3.1.83)

×òîáû ïðîäîëæèòü ðàâåíñòâî (3.1.83), íàäî ñäåëàòü âîò ÷òî. Â ñèëó ëåì-

ìû 3.1.4, à èìåííî ôîðìóëû Êàðäàíî, ñïðàâåäëèâî

R2
4 − (4Fn · h32)2 = (R50

√
r60)

2 ⇔ (4Fn · h32)2 −R2
4 + (R50

√
r60)

2 = 0;

Íî âûÿñíèëîñü, ÷òî ìíîæèòåëü Fn ìîæíî ñîêðàòèòü, ïîýòîìó èç ïîñëåäíåãî

ðàâåíñòâà èìååì

1/4 · r61 − r24 + (r50
√
r60)

2 = 0; r1 ≡ 2h2; (3.1.84)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.1.84) ðàâåíñòâî (3.1.83) ïðèíèìàåò âèä

u3 =
r61(r4 − r50

√
r60)

2 · 1/4 · r61
+2
(
r4+r50

√
r60
)
+3r21 ·u⇔ u3−3r21 ·u−4r4 = 0; (3.1.85)

Óðàâíåíèå (3.1.85)�ýòî òî, ÷òî íàäî áûëî ïîëó÷èòü.

II ) Äîêàæåì, ÷òî r60 < 0;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.1.82) çíàê ÷èñëà r60 ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ÷èñëà

−3F (2Fn2 − c2D2)(2Fn1 + 8Dcn+1/n− 5FD2c2)/4;
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Ïî ëåììå 3.1.2

h1 = F
(
c2D2/2− Fn2

)
> 0⇔ −F (2Fn2 − c2D2) > 0; (3.1.86)

×òîáû îïðåäåëèòü çíàê ÷èñëà Ω1 ≡ (2nFn1+8Dcn+1−5nFD2c2), âîñïîëüçóåìñÿ

ñîîòíîøåíèÿìè èç ëåììû 3.1.3 âèäà

D = KD · cn3 ; F = θ · c2/KD;

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ñîîòíîøåíèé â Ω1 èìååì

Ω1 = KD · c2n1 (8− 5n · θ + 2n · θn1/Kn
D) ; (3.1.87)

Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.1.87) ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(8− 5n · θ + 2n · θn1/Kn
D) > 0⇔ Kn

D ⩽
2n · θn1

5n · θ − 8
; r60 > 0; (3.1.88)

Ïî ëåììå 3.1.3 θ < 1/2 · n−1 ⇒ èç íåðàâåíñòâà (3.1.88) èìååì Kn
D < 0, íî ýòî

ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 3.1.3, â êîòîðîé D = KD · cn3 , çíà÷èò âñå æå

(8− 5n · θ + 2n · θn1/Kn
D) < 0⇒ Ω1 < 0⇒ r60 < 0; ‘ (3.1.89)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

III ) Äîêàæåì, ÷òî u = −2µ1�íóæíûé êîðåíü.

Íóæíûé êîðåíü u ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç åãî îïðåäåëåíèå, ò. å.

u ≡ r2(T + 2/3)6h2;

Â åãî îïðåäåëåíèè h1, h2, T çàäàþòñÿ ïî ëåììå 3.1.2, ò. å. ïîëó÷àåòñÿ

h1 = F
(
c2D2/2− Fn2

)
, h2 = (cn1/n− FD)c2D + Fn1 ⇒

⇒ T =
h1
h2

> 0, h2 > 0⇒ u = −2
(
Fn1 − 2Dcn+1/n+ FD2c2/2

)
,

÷òî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñïîñîáó çàïèñè êîðíÿ u ÷åðåç îïðåäåëåíèå 34

÷èñëà µ1, ò. å. êàê u = −2µ1; Çíà÷èò ðåàëüíî u = −2µ1, u > 0, µ1 < 0 íóæíûé

êîðåíü. Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 3.1.2

u ≡ r2(T + 2/3)6h2 ⇒ u = 2(3h1 + 2h2); h1, h2 ∈ N⇒ u/2 ∈ N⇒ µ1 ∈ N;

Ïî îïðåäåëåíèþ 34 è ëåììå 3.1.3{
µ2 ≡ F (2Fn2 − c2D2)(2Fn1 + 8Dcn+1/n− 5FD2c2)/4, nC = c,

2 | y, z − x = mn, F ≡ m · w, C | n← Ëåììà 1.1, ëåììà 3.1.1
⇒

{
n2 | c,
µ2 ∈ N
(3.1.90)

Çíà÷èò r60 = −3µ2 ⇒ r60 ∈ Z⇒ r6 ∈ N;
×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

IV ) Äîêàæåì, ÷òî µ2
1 − µ2 > 0;

Â ñèëó ïîäñòàíîâêè îïðåäåëåíèé 34 ÷èñåë µ1 è µ2 â (µ2
1 − µ2) ïîëó÷àåòñÿ

µ2
1 − µ2 = c2D

(
2cn1/n− FD

)
·
(
2Dcn+1/n+ FD2c2 − 4Fn1

)
; (3.1.91)
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Íàäî äîêàçàòü, ÷òî â ðàâåíñòâå (3.1.91) îáà ñîìíîæèòåëÿ ïîëîæèòåëüíûå. Ïî

ëåììå 1.1 è ëåììå 1.4

z = nC(nn2Cn1 −FD); nC = 1c⇒ z = c(cn1/n−FD) > 0⇒ 2cn1/n−FD > 0;

(3.1.92)

Ëåâûé ñîìíîæèòåëü ðàçîáðàí. Òåïåðü ïðàâûé.

Ïî ëåììå 3.1.3 F = θc2/KD è D = KD · cn3 , ïîýòîìó

Γ ≡ 2Dcn+1/n+ FD2c2 − 4Fn1 =
(
2KD/n+ θKD − 4θn1/Kn1

D

)
c2n1 ; (3.1.93)

Ïî ëåììå 3.1.3 Kn
D ⩾ (2n)−n3 è θ ⩽ 1/2 · 1/n, ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (3.1.93)

èìååì

Γ ⩾

(
2

n
+ θ

)
1

2n
− 4θn1(2n)n3/n · n1 ⇒ Γ ⩾

(
2

n
+

1

2n

)
1

2n
− 4 · (2n)n3/n · n1

(2n)n1
;

Ïðîäîëæàåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è ïîëó÷àåì

Γ ⩾
5

4n2
− 4

(2n)3n1/n
⇒ Γ > 0 ∀ n ⩾ 11; (3.1.94)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.1.91), (3.1.91), (3.1.91) èìååì, ÷òî µ2
1−µ2 > 0; Çíà÷èò ìîäóëè

â ñîîòíîøåíèÿõ (3.1.82) ðàñêðûâàþòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ. Êðîìå òîãî, ðàç â ñèëó

ñîîòíîøåíèÿ 3.1.90

n | c⇒ µ2
1 − µ2 ∈ N⇒ r50 ∈ N⇒ r5 ∈ N;

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 3.1.5 äîêàçàíà. ■

Çàìå÷àíèå 22. Êàê âèäíî, â ñëó÷àå 2 | y ôîðìóëû ïîëó÷èëèñü òåìè æå

ñàìûìè, îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ÷èñëà. Çíà÷èò äàëåå, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ñîïðÿæ¼í-

íûå êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èç ëåììû 3.1.5 âèäà
r3 ≡ 2r4 + 2

√
r24 − r61/4, u3 − 3r21 · u− 4r4 = 0,

u = −1

2

(
r21
3
√
r3

+ 3
√
r3

)
±
√
3

2
i

(
r21
3
√
r3
− 3
√
r3

)
ìîæíî äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì 2 | z è ïðèéòè ê ñëåäóþùåìó.

Çàìåòèì, ÷òî êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî u äëÿ ñëó÷àåâ 2 | y è 2 | z
èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä

u3 − 3r21 · u− 4r4 = 0,

è

u3 − 3r1 · u− 2r4 = 0;

Ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç âòîðîãî çàìåíàìè r4 → 2r4 è r1 → r21; Çíà÷èò

âñå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíåé

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü èç óæå ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ñëó÷àÿ

2 | z ñ ïîìîùüþ âûøåóïîìÿíóòûõ çàìåí. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùåå.
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Îïðåäåëåíèå 35. φ ≡ arccos
2r4
r31

;

Ò. ê. êîðíè u êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èç ëåììû 3.1.5 ìîãóò áûòü çàïèñàíû

ñëåäóþùèì îáðàçîì ïî ôîðìóëå Âèåòà-Êàðäàíî (ñì. [10])

u = 2r1 cos
φ

3
; u = 2r1 cos

φ+ 2π

3
; u = 2r1 cos

φ+ 4π

3
,

è ïî ëåììå 3.1.5

u = −2µ1; µ1 < 0; u = µ1 ± 3
√
µ2; µ2 ∈ N,

òî èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà
−2µ1 = 2r1 cos

(
φ+ 2πk1

3

)
, k1 = 1; 2,

µ1 ± 3
√
µ2 = 2r1 cos

(
φ+ 2πk2

3

)
, k2 = 0; 1; 2

(3.1.95)

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.1.95) èìååì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ õîòÿ

áû îäíî èç ðàâåíñòâ

cos
φ

3
=
µ1 − 3

√
µ2

2r1
; sin

φ

3
=

3 · µ1 − 3µ2

2
√
3r1

(3.1.96)

Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà èìåþò âèä òèïà òàêîãî

cos
φ

3
=
µ1 + 3

√
µ2

2r1
; sin

φ

3
=

3µ1 + 3
√
µ2

2
√
3
√
r1

,

è íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà, ò. ê. ïî íèì íåëüçÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíàê

êîñèíóñà è ñèíóñà. Íî íè îäíî èç ðàâåíñòâ (3.1.96) íåâûïîëíèìî, ïîòîìó ÷òî

ïî îïðåäåëåíèþ 35

φ ≡ arccos
2r4
r31
⇒ cos

φ

3
> 0; sin

φ

3
> 0; (3.1.97)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 3.1.5

u = −2µ1, µ1 < 0⇒ cos
φ

3
< 0; sin

φ

3
< 0; (3.1.98)

Î÷åâèäíî óñëîâèÿ (3.1.97) è (3.1.98) ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Çíà÷èò âîçìî-

æåí òîëüêî òàêîé âàðèàíò
−2µ1 = 2r1 cos

(
φ+ 2πk1

3

)
, k1 = 0,

µ1 ± 3
√
µ2 = 2r1 cos

(
φ+ 2πk2

3

)
, k2 = 1; 2

(3.1.99)

Èç ñèñòåìû (3.1.99) è ëåììû 3.1.5 èìååì

u = −2µ1, µ1 < 0⇒ −2µ1 = µ1 ± 3
√
µ2 ⇔ µ2

1 − µ2 = 0; (3.1.100)
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Íî ðàâåíñòâî (3.1.100) ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 3.1.5, â êîòîðîé µ2
1 − µ2 > 0;

Òàêèì îáðàçîì, ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èç ëåììû 3.1.5 èñ-

êëþ÷åíû.

Îñòàëîñü èñêëþ÷èòü íåñîïðÿæ¼ííûé êîðåíü âèäà u = 2r1 cos
φ

3
;

Èäåÿ, ÷òî íàäî èñïîëüçîâàòü çàìåíû ïåðåìåííûõ, ÷òîáû ñâåñòè ñëó÷àé 2 | y ê
ñëó÷àþ 2 | z;

Îïðåäåëåíèå 36.{
c0 ≡ C/2 · n, θ0 ≡ DF/cn1

0 ,

KD0 ≡ D/cn3
0 , Km0 ≡ m/c0, Kw0 ≡ w/c0

Ëåììà 3.1.6.

Kn
D0 = (Kn

w0 + 2θ0)
n3ξ, x+ y =

(2c0)
n

n
,

Dn = ξ · xn3 , np = 2θ0c
n
0 , c0 ∈ Q+,

nC = 2c0, F = θ0c
2
0/KD0, Km0 =

θ0
Kw0KD0

,

Kn
w0 ⩾ 2

(
2n2

n
− θ0

)
, Kn

w0 ⩽ 4

(
2n2

n
− θ0

)


θ0 ∈

(
0;

2n2

n

)
,

ξ ∈ (1; 4n) , c = 2c0,

Kn
w0 +Kn

m0 = 4

(
2n2

n
− θ0

)


Kn

D0 ⩾

(
2n1

n

)n3

,

Kn
D0 ⩽ 4n ·

(
2n

n
− 2θ0

)n3


Kn

w0 ⩾ 4

(
2n2

n
− θ0

)
− θn0 · (2n1/n− 2θ0)

−1(
2n1

n

)n3
,

Kn
w0 ⩽ 4

(
2n2

n
− θ0

)
− θn0 · (2n2/n− θ0)−1

4 · 4n(2n/n− 2θ0)n3

Êðîìå òîãî, ξ < 1.23 ïðè x = R cos t; y = R sin t; t < 0.407;

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ 36 è ëåììû 3.1.3 èìååì

nC = 2c0; nC = 1c⇒ c = 2c0; c0 ∈ Q+;

Â îñòàëüíîì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1.6 òàêîå æå, êàê è ó ëåììû 1.4, ñ òî÷íî-

ñòüþ äî çàìåí â ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.4

Kn
m → Kn

m0; Kn
w → Kn

w0; Kn
D → Kn

D0; c→ c0;

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 3.1.6 äîêàçàíà. ■

Ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 3.1.6 ïîëó÷èëèñü òàêèìè æå, êàê â ëåììå 1.4, ñ òî÷íîñòüþ

äî çàìåí

Kn
m → Kn

m0; Kn
w → Kn

w0; Kn
D → Kn

D0; c→ c0;

Ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 3.1.6 ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îöåíêà t > 0.001 è

ñäâèã ãðàíèöû t âïðàâî äåëàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â �3 äëÿ ñëó÷àÿ n | z, ñ òî÷-
íîñòüþ äî âûøåíàïèñàííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ, ïîñêîëüêó ðàöèîíàëüíîñòü íå

èñïîëüçîâàëàñü, íå ãîâîðÿ î öåëî÷èñëåííîñòè.

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå�ïî àíàëîãèè, â ñëó÷àå 2 | y îöåíêà t < 0.40699 ïîëó-

÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà u = 2r1 cosφ/3; Ò. å. ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
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t < 0.507; Çàòåì�÷òî t > 0.40699 ⇔ ∅; Ïðîùå âñåãî ýòî ñäåëàòü, ïðåîáðàçîâàâ
íåñîïðÿæ¼ííûé êîðåíü ê âèäó èç ñëó÷àÿ 2 | z, ò. å. ê âèäó

u = 2r1 cosφ/3⇔ u0 = 2
√
r10 cosφ0/3;

Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå êîðíÿ äàñò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü îöåíêó

Âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà r4 : t < 0.40699

ïóò¼ì çàìåíû ïåðåìåííûõ â óòâåðæäåíèÿõ 21 è 22;

×òîáû ïîëó÷èòü òàêîé âèä íåñîïðÿæ¼ííîãî êîðíÿ, äåëàåì ñëåäóþùåå. Ïî

àíàëîãèè ñ ÷èñëàìè µ1, µ2, µ21, µ22, µ23 èç ñëó÷àÿ 2 | z ââîäèì ÷èñëà, äåëàÿ

â íèõ çàìåíó c→ c0 ñëåäóþùåãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå 37.µ10 ≡
(
Fn1 − 2n+2

n
Dcn+1

0 + 2FD2c20

)
c
n5/2
0 ,

µ20 ≡ µ210 + µ220 + µ230

Îïðåäåëåíèå 38.
µ210 ≡ 2n5cn5

0 F 2n1 ,

µ220 ≡ 22n1Fn1c2n2
0 · D

n
⊖ 2n3 · 3Fncn3

0 D2,

µ230 ≡ 22n−1Fc2n1
0

D3

n
− 11 · 2n3F 2cn1

0 D4 + F 3D5n

Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì 2 | z ââîäèì ÷èñëà ñëåäóþùåãî âèäà, äåëàÿ çàìåíó

µ1 → µ10 è µ2 → µ20;

Îïðåäåëåíèå 39.{
r10 ≡ 2n5µ2

10 + 3µ20,

r40 ≡ −2n5/2µ10

(
2n5µ2

10 − 9µ20

)
Îïðåäåëåíèå 40.{

T0 ≡ h10/h20, h10 ≡ h1(c = 2c0),

h20 ≡ h2(c = 2c0)

u0 ≡ r20
(
T0 +

2

3

)
,

r20 ≡ 2n3/2 · h20 · cn5/2
0

h1 è h2 çàäàþòñÿ ïî ëåììå 3.1.2, â âèäå
h1 = F

(
c2D2

2
− Fn2

)
,

h2 =

(
cn1

n
− FD

)
c2D + Fn1

ïîýòîìó

h10 ≡ F
(
(2c0)

2D2

2
− Fn2

)
; h20 ≡

(
(2c0)

n1

n
− FD

)
(2c0)

2D + Fn1 ;
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Åñëè â ñîîòíîøåíèÿõ äëÿ h1 è h2 äëÿ ñëó÷àÿ 2 | z èç ëåììû 1.3 âèäà

h1 = F
(
2c2D2 − Fn2

)
; h2 =

(
2n1cn1

n
− FD

)
4c2D + Fn1 ;

ñäåëàòü çàìåíó c→ c0, òî ïîëó÷àòñÿ ÷èñëà h10 è h20 èç îïðåäåëåíèÿ 40.

Îïðåäåëåíèå 41. r30 ≡ r40 + r500
√
r600; φ0 ≡ arccos

r40
r10
√
r10

;

Òåïåðü ñîñòàâëÿåì ïî àíàëîãèè êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå âèäà

r1 → r10; r4 → r40; u→ u0 ⇒ u30 − 3r10 · u0 − 2r40 = 0;

Åãî êîðíè èìåþò âèä â àëãåáðàè÷åñêîì âèäå, ïî àíàëîãèè ñ 2 | z[
u0 = −2n3/2µ10, µ10 < 0, u > 0, u ∈ Q

u0 = 2n5/2µ10 ± 3
√
µ20

Ïî ôîðìóëå Êàðäàíî êîðíè èìåþò âèä, ïî àíàëîãèè ñ 2 | z
u0 =

r1
3
√
r30

+ 3
√
r30, r30 ≡ r40 + r500

√
r600

u0 = −1

2

(
r10
3
√
r30

+ 3
√
r30

)
±
√
3

2
i

(
r10
3
√
r30
− 3
√
r30

)
Ýòè êîðíè ìîæíî ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì 2 | z çàïèñàòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìå. Â ñèëó ôîðìóëû Âèåòà-Êàðäàíî (ñì. [10]), èõ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê

âèäó

u0 = 2
√
r10 cos

(
φ0 + 2πk0

3

)
; k0 = 0; 1; 2;

À ïîòîì èñêëþ÷èòü ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Âèåòà-Êàðäàíî

ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì 2 | z ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ïåðåìåííûõ â �2 ñëó÷àÿ

2 | z. Â èòîãå îñòàíåòñÿ îäèí êîðåíü âèäà

u0 = 2
√
r10 cosφ0/3; u0 = −2n3/2µ10, µ10 < 0;

Ïîëó÷åííûé êîðåíü ñîâïàäàåò ñ êîðíåì èç ñëó÷àÿ 2 | z ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû

ïåðåìåííûõ

u→ u0; r1 → r10; r4 → r40; φ→ φ0; µ1 → µ10;

Çíà÷èò äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî ïðåîáðàçîâàíèå

u = 2r1 cosφ/3⇔ u0 = 2
√
r10 cosφ0/3;

Çíà÷èò ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äîêàçàòåëüñòâîì óòâåðæäåíèé 21, 22 èç ñëó÷àÿ

2 | z, ïðîñòî çàìåíèâ ïåðåìåííûå

u→ u0; r1 → r10; r4 → r40; φ→ φ0;

è

Kn
m → Kn

m0; Kn
w → Kn

w0; Kn
D → Kn

D0; c→ c0;

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèÿ 21 è 22 äîêàçàíû è äëÿ ñëó÷àÿ 2 | y;
Ò. å. â óòâåðæäåíèÿõ 11, 12 îöåíêó t < 0.40699 ìîæíî ñ÷èòàòü óæå èçâåñòíîé.
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Ñëó÷àé 2 | y ðàññìîòðåí. ■
Ñëó÷àé n | z ðàññìîòðåí. ■
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. ■

Òåîðåìà 2. Óðàâíåíèå

xn + yn = zn, n ⩾ 11

íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñëàõ ïðè óñëî-

âèè n ïðîñòîå ÷èñëî. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè xy äåëèòñÿ íà n;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé n | xy ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1;
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. ■

� 4. Ñëó÷àé Âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà íè îäíî

èç ÷èñåë íå äåëèòñÿ íà ïîêàçàòåëü ñòåïåíè

Òåîðåìà 3. Óðàâíåíèå

xn + yn = zn, n ⩾ 11 (4.1)

íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñëàõ ïðè óñëî-

âèè n ïðîñòîå ÷èñëî. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè xyz íå äåëèòñÿ íà n;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∃ x, y, z ∈ N | óêàçàííûå óñëîâèÿ òåîðåìû 3

âûïîëíÿþòñÿ, òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà 4.1;

Îïðåäåëåíèå 42. k ≡ z − x− y; u0 ≡ x+ k; v0 ≡ y + k; p ≡ m · wA;

Ëåììà 4.1. Åñòü óðàâíåíèå x21+y
2
1 = z21 ; Îíî èìååò èçâåñòíûå ðåøåíèÿ â

íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå. Ïî àíàëîãèè ìîæíî ïîëó÷èòü

ïîõîæèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãèïîòåòè÷åñêèõ ðåøåíèé, êîãäà n > 3, n ̸= 4;

x = wn + n · p,
y = mn + n · p,
z = mn + wn + n · p,
p ≡ m · w ·A, A = CD,

z = C(Cn−1 − n ·m · wD),

m, w, C, D ∈ N



x+ y = Cn, x+ y − z = np,

(x+ y − z)n = nn(x+ y)(z − x)(z − y)Dn,

x, y, C, D ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå,

(z, D) = 1, n ∤ C, 2 ∤ D,
n ∤ m · w, (m, C) = (w, C) = 1

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âûâîäèì ñîîòíîøåíèÿ â ñèñòåìå ñëåâà.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 3 ñïðàâåäëèâî n ∤ xyz, çàïèñûâàåì ôîðìóëû Àáåëÿ,

òàêæå èçâåñòíûå êàê ñîîòíîøåíèÿ Áàðëîó (ñì. [2]);

n ∤ xyz ⇒ z − x = mn; z − y = wn; m, w ∈ N; (4.2)

Ò. ê. óðàâíåíèå (4.1) ⇔ xn = zn − yn; yn = zn − xn, à åäèíñòâåííûì âîçìîæ-

íûì gcd ÷èñåë

(
z − y, zn − yn

z − y

)
è

(
z − x, zn − xn

z − x

)
ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëü

ñòåïåíè, ò. å n, ëèáî åäèíèöà, òî ðåàëüíî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (4.2), ò. ê.
n ∤ xyz ïî óñëîâèþ òåîðåìû 3;
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Ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå äâà òîæäåñòâà x = (z − y) + (x+ y − z) è
y = (z−x)+(x+y−z), â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.2) èõ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì {

x = (z − y) + (x+ y − z),
y = (z − x) + (x+ y − z),

⇔

{
x = wn + (x+ y − z),
y = mn + (x+ y − z)

(4.3)

Äîêàæåì, ÷òî m · w | x+ y − z è x+ y − z = n ·m · w ·A;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ 42 k ≡ z − x− y ⇒ z = x+ y + k;

Ïî îïðåäåëåíèþ 42 v0 ≡ y + k; u0 ≡ x+ k;

Òîãäà óðàâíåíèå (4.1) âèäà xn + yn = zn ìîæíî çàïèñàòü êàê

xn + yn = (x+ y + k)n; (4.4)

Óðàâíåíèå (4.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå è ïîëó÷èòü ïî ÌÒÔ, ÷òî

{
xn + yn = (x+ v0)

n,

xn + yn = (y + u0)
n

⇒


yn − vn0
n · v0

∈ Z, v0 ∤ n,

xn − un0
n · u0

∈ Z, u0 ∤ n
⇒

{
n | y − v0, n | x− u0,
v0 | yn, u0 | xn

(4.5)

Èç îïðåäåëåíèÿ 42 ÷èñåë u0 ≡ x+ k, v0 ≡ y + k ⇒ v0 − y = u0 − x = k, òîãäà â

ñèëó ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñèñòåìû (4.5) è îïðåäåëåíèÿ 42 ÷èñëà k, èìååì, ÷òî

n | y − v0, n | x− u0; k ≡ z − x− y ⇒ n | k ⇒ n | x+ y − z; (4.6)

È ÷òî v0 = z − x; u0 = z − y, ñëåäîâàòåëüíî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.2) âèäà

z − x = mn, z − y = wn

èìååì{
v0 = mn,

u0 = wn
⇒

{
ñîîòíîøåíèÿ (4.5)

ïðèìóò âèä

{
mn | yn,
wn | xn

⇒

{
m | y,
w | x

(4.7)

(x, y) = 1, n ∤ xyz ïî óñëîâèþ òåîðåìû 3 ⇒ â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.7) èìååì

(m,w) = 1; n ∤ m · w; (4.8)

Èç ñîîòíîøåíèé (4.3), (4.6) , (4.7) , (4.8) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå:

â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.3){
x = wn + (x+ y − z),
y = mn + (x+ y − z)

⇒

{
n · w | x+ y − z,
n ·m | x+ y − z

←

{
â ñèëó ñîîòíîøåíèé

(4.6), (4.7), (4.8)

çíà÷èò ïîëó÷àåòñÿ

{
x+ y − z = n ·mhy,
x+ y − z = n · whx

⇒

{
(m, w) = 1, n ∤ m · w
ñì. ñîîòíîøåíèÿ (4.8)

⇒


hy = wA, hx = mA,

x+ y − z = n ·m · wA,
A, hx, hy ∈ N

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.
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Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûé òîëüêî ÷òî ðåçóëüòàò â áîëåå óäîáíîì âèäå{
x+ y − z = n ·m · w ·A,
A, m, w ∈ N

(4.9)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.9), çàïèñûâàåì ñîîòíîøåíèÿ (4.3) ÷åðåç m, w, A;

Ïðè ýòîì z ìîæíî íàéòè êàê ñëåä-

ñòâèå ñîîòíîøåíèé (4.2), ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü ëþáîå èç íèõ, ò. å. ëèáî

z − x = mn, ëèáî z − y = wn; Èç ñîîò-

íîøåíèé (4.10) ïîëó÷àåì x+y−z = np;


y = mn + np, p ≡ m · w ·A,
x = wn + np, m, w ∈ N,
z = mn + wn + np, A ∈ N

(4.10)

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 3 è â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.1) èìååì

n ∤ xyz, xn + yn = zn ⇒
(
x+ y,

xn + yn

x+ y

)
= 1⇒ x+ y = Cn; C ∈ N; (4.11)

Äîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (4.10) ïîëó÷àåòñÿ

A = C ·D, z = C(Cn−1 − n ·m · w ·D);

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèé (4.10)⇒ ÷òî â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.11)

ïîëó÷àåòñÿ

mn + wn + 2n ·m · w ·A = Cn ⇔ mn + wn + n ·m · w ·A = Cn − n ·m · w ·A⇔
⇔ z = Cn − n ·m · w ·A â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.10) (óðàâíåíèå äëÿ z);

Ïåðåïèøåì òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

z = Cn − n ·m · w ·A; (4.12)

Äîêàæåì, ÷òî A = C ·D;
Â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.1) xn+yn = zn ⇒ zn

x+ y
∈ N⇒ â ñèëó óðàâíåíèé (4.11),

(4.12) èìååì

(Cn − n ·m · w ·A)n

Cn
=

(
Cn−1 − n ·m · w · A

C

)n

=
zn

x+ y
∈ N⇒

⇒ Cn | (m · w ·A)n ⇒ C | m · w ·A; (4.13)

à) Ïóñòü (C, m) > 1 ⇒ (C, y) > 1 â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.10) ⇒ â ñèëó óðàâ-

íåíèÿ (4.11) (C, x) > 1, íî (x, y) = 1⇒ èìååì ïðîòèâîðå÷èå, ò. ê. ïîëó÷èëîñü,

÷òî gcd[(C, x), (C, y)] > 1; Çíà÷èò (C, m) = 1;

á) Ïóñòü (C, w) > 1⇒ (C, x) > 1 â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.9) ⇒ â ñèëó óðàâíå-

íèÿ (4.11), (C, y) > 1, íî (x, y) = 1 ⇒ èìååì ïðîòèâîðå÷èå, ò. ê. ïîëó÷èëîñü,

÷òî gcd[(C, x), (C, y)] > 1;

Çíà÷èò (C, w) = 1;
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Çíà÷èò â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.12) è ðåçóëüòàòîâ ïóíêòîâ à) (ñì. ñòð. 187), á)

(ñì. ñòð. 187) èìååì

(C, m) = (C, w) = 1⇒ C ∤ m · w ⇒ C | A⇒ A = C ·D; D ∈ N; (4.14)

Áëàãîäàðÿ óðàâíåíèþ (4.14) óðàâíåíèå (4.12) ïðèìåò âèä

z = Cn − n ·m · w · CD ⇔ z = C(Cn−1 − n ·m · w ·D); n ∤ C; (4.15)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Ñîîòíîøåíèÿ èç ëåâîé ñèñòåìû â ôîðìóëèðîâêå ëåììû 4.1 ïîëó÷åíû.

2) Âûâîäèì ñîîòíîøåíèÿ â ñèñòåìå, çàïèñàííîé ñïðàâà.

Èç óðàâíåíèÿ (4.15) âèäíî, ÷òî (x, C) = (y, C) = 1, ò. ê. (z, x) = (z, y) = 1

ïî óñëîâèþ òåîðåìû 3;

Äàëåå âîçìîæíî êàê n | D, òàê è n ∤ D;
Çàïèøåì òîæäåñòâî

(n ·m · w · C ·D)n = (n ·m · w · C ·D)n; (4.16)

Î÷åâèäíî òîæäåñòâî (4.16) ⇔

⇔ (n ·m · w · C ·D)n = n · nn−1mnwnCnDn; (4.17)

Èç óðàâíåíèé (4.10), (4.14) è îïðåäåëåíèÿ 42 âèäà

y = mn + np, x = wn + np; z = mn + wn + np; p ≡ m · w ·A⇒

⇒ x+ y − z = n ·m · w · C ·D; (4.18)

Óðàâíåíèå (4.18) íàäî ïîäñòàâèòü â Ë× òîæäåñòâà (4.17);

Â ñèëó óðàâíåíèé (4.2) è (4.11) âèäà

z − x = mn; z − y = wn; x+ y = Cn,

Ï× òîæäåñòâà (4.17) èçìåíèòñÿ è îíî ïðèìåò âèä

(x+ y − z)n = nn(x+ y)(z − x)(z − y)Dn; (4.19)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (4.1) è (4.19) ìîæíî íàéòè Dn, ò. å.

(x+ y − z)n − (xn + yn − zn) = nn(x+ y)(z − x)(z − y)Dn; (4.20)

Dn íàõîäèòñÿ êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ (4.20); Îí èìååò âèä

Dn =
(x+ y − z)n − (xn + yn − zn)

nn(x+ y)(z − x)(z − y)
; (4.21)

Òî, ÷òî D ∈ N âèäíî èç óðàâíåíèÿ (1.20) áëàãîäàðÿ òåîðåìå Áåçó è ñâîéñòâàì

áèíîìà Íüþòîíà, ÷òî n | (x+ y − z)n − (xn + yn − zn);
È åù¼ âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ n | xyz,

n ∤ D; D ≡ 0 (mod n);
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Èç óðàâíåíèÿ (4.19) èìååì

Dn =
(x+ y − z)n

nn(x+ y)(z − x)(z − y)
; (4.22)

Äîêàæåì, ÷òî 2 ∤ D;

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü z ÷¼òíîå, çíà÷èò â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.1) xn +

+ yn = zn èìååì, ÷òî ÷èñëî x+ y äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî

è zn, çíà÷èò x+ y − z äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è z, çíà÷èò
(x + y − z)n äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è zn, çíà÷èò â ñèëó

óðàâíåíèÿ (4.22) èìååì, ÷òî D íå÷¼òíîå.

2) Ïóñòü z íå÷åòíîå, ñëåäîâàòåëüíî D íå÷åòíîå. Äîêàæåì ýòî.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè y ÷¼òíîå, çíà÷èò z − x ÷¼òíîå, z − y íå÷åòíîå,

x + y íå÷åòíîå, çíà÷èò â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.1) âèäà yn = zn − xn ÷èñëî z − x
äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è yn, çíà÷èò x + y − z äåëèòñÿ

ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è y, ïîýòîìó (x + y − z)n äåëèòñÿ ðîâíî

íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è yn, íî â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.1) zn − xn = yn,

ïðè÷¼ì (zn−xn)/(z−x)�íå÷åòíîå, ïîòîìó â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.22) èìååì, ÷òî
D íå÷¼òíîå.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè x, y, z

2 ∤ D; (4.23)

Äîêàæåì, ÷òî (x, D) = (y, D) = (z, D) = 1;

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü (x, D) > 1; òîãäà â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.14) è â

ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.10) íèæåñëåäóþùåãî âèäà èìååì

A = CD; x = wn + n ·m · w ·A⇒ x = wn + n ·m · w · CD ⇒ (w, D) > 1;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.2) z − y = wn, çíà÷èò ïîäñòàâëÿåì ýòî ðàâåíñòâî â

óðàâíåíèå (4.21) âèäà

Dn =
(x+ y − z)n − (xn + yn − zn)

nn(x+ y)(z − x)(z − y)
⇔ Dn =

(x− wn)n − xn − yn + (y + wn)n

nn(x+ y)(z − x) · wn
,

óïðîùàÿ åãî ÷åðåç ôîðìóëû ðàçíîñòè ñòåïåíåé âèäà

(x− wn)n − xn = −wn
[
(x− wn)n−1 + (x− wn)n−2x+ . . .+ xn−1

]
è

(y + wn)n − yn = wn
[
(y + wn)n−1 + (y + wn)n−2y1 + . . .+ yn−1

]
;

Ïðè ýòîì ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå x, ó÷èòûâàþòñÿ, ò. ê. â ñèëó ñîîòíîøå-

íèé (4.10), (4.14), (4.23) ñïðàâåäëèâî

x = wn + np; p ≡ m · w ·A; w, p ∈ N; A = CD; 2 ∤ D,
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ïîëó÷èòñÿ, ÷òî z − y = wn â ñèëó ñîîòíîøåíèé (1.1) è
w | x, (m, w) = 1, n ∤ m · w ← ñîîòíîøåíèÿ (4.8), (4.10)

y = mn + np, p ≡ m · wA, ← ñîîòíîøåíèÿ (4.10)

Dn =
wn+1 · L+ [(y + wn)n − yn]

nn(x+ y)(z − x) · wn
, L ∈ Z

⇒


(w, D) = 1,

(x, D) = 1,

(x, y) = 1

Çíà÷èò èìååì ïðîòèâîðå÷èå ñ èçíà÷àëüíûì ïðåäïîëîæåíèåì (x, D) > 1;

á) Ïóñòü (y, D) > 1; â ðàññóæäåíèè äëÿ ñëó÷àÿ à) Ïóñòü (x, D) > 1 äåëàåì

çàìåíû x→ y, y → x, w → m è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

â) Ïóñòü (z, D) = D∗ > 1;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.23) è (4.15)

2 ∤ D; n ∤ C ⇒ 2n ∤ D∗;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.15), z = Cn − n ·m ·wCD, çíà÷èò ðàç (z, D) = D∗ > 1, òî

(C, D) = D∗ > 1;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.21) èìååì

Dn =
(x+ y − z)n − (xn + yn − zn)

nn(x+ y)(z − x)(z − y)
;

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

(x+ y − z)n + zn = (x+ y)
[
(x+ y − z)n−1 − (x+ y − z)n−2z + . . .+ zn1

]
; (4.24)

È ðàâåíñòâîì

xn + yn = (x+ y)(xn−1 − xn−2y + xn−3y2 + . . .+ yn−1); (4.25)

Ðàâåíñòâî (4.25) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

x, y ∈ N⇒ xn + yn = (x+ y)
[
N(x+ y)± n · (x · y)n/2−1/2

]
; N ∈ N; (4.26)

Ôîðìóëà (4.26) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû Âàðèíãà âèäà

xn + yn = (x+ y)R,

ãäå â ôîðìóëå (4.26) çíàê ± âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò n è

R ≡

n−1
2∑

k=0

(−1)k · n

n− k
· Ck

n−k · (x+ y)n−1−2k · (xy)k;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.24) è (4.26) óðàâíåíèå (4.21) ïðèìåò âèä
A1 ≡ (x+ y)

[
(x+ y − z)n−1 − (x+ y − z)n−2z + . . .+ zn−1

]
,

A2 ≡ (x+ y)
[
N(x+ y)± n · xn/2−1/2 · yn/2−1/2

]
, N ∈ N,

Dn =
A1 −A2

nn(x+ y)(z − x)(z − y)

(4.27)
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Íî â ñèëó óðàâíåíèé (4.11) è (4.15) âèäà

x+ y = Cn; z = C(Cn−1 − n ·m · w ·D)

ìîæíî ïåðåïèñàòü ðàâåíñòâî (4.27) â âèäå

A1 ≡ Cn
[
(n ·m · wCD)n−1 − (n ·m · wCD)n−2z + . . .+

+Cn−1(Cn−1 − n ·m · w ·D)n−1
]
,

A2 ≡ Cn
[
N · Cn ± n · xn/2−1/2 · yn/2−1/2

]
,

Dn =
A1 −A2

nn · Cn(z − x)(z − y)
, (x, C) = (y, C) = 1

(4.28)

Èç ñîîòíîøåíèé (4.28) è (4.23), (4.15) âèäíî, ÷òî

2 ∤ D; n ∤ C ⇒ Cn+1 | A1; Cn | A2;

Çíà÷èò è ×Ñ, è ÇÍ äðîáè (4.28) äåëÿòñÿ íà Cn ðîâíî, ïîòîìó ÷òî

(x, C) = (y, C) = 1⇒ (C, n · x · yn−2) = 1⇒ (D∗, n · x · yn−2) = 1

â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.28) è ó äðîáè (4.28) Cn â ×Ñ è ÇÍ ìîæíî ïîýòîìó

ñîêðàòèòü. Íî òîãäà ïîñëå ñîêðàùåíèÿ áóäåò (C, D) = 1⇒ (z, D) = 1⇒ D∗ =

1, çíà÷èò èçíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî D∗ > 1 ëîæíî, çíà÷èò (z, D) = 1;

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 4.1 äîêàçàíà. ■

Îïðåäåëåíèå 43. Îáîçíà÷èì F ≡ m · w;
Îáîçíà÷èì ni ≡ n− i, i ∈ N;

Îïðåäåëåíèå 44. m0 ≡
nn1pn

z + np
− [nn2pn1 −nn3pn2z+nn4pn3z2−nn5pn4z3+

+ nn6pn5z4 − . . .+ nzn3p2];

Ëåììà 4.2. Óñîâåðøåíñòâóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ëåììû 4.1 äëÿ x,

y, z ÷åðåç Ïèôàãîðîâû òðîéêè.

Ïóñòü 2 | y; Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà a, b, F ∈ N, òàêèå, ÷òî âåðíû ñëåäóþ-

ùèå ñîîòíîøåíèÿ

x =

(a+ b) n−1
√

(a+ b)±

√
(a+ b)2/n1(a− 3b)2 − 4

(
2b

n

)n

D−n

2
,

y =

(a+ b) n−1
√

(a+ b)∓

√
(a+ b)2/n1(a− 3b)2 − 4

(
2b

n

)n

D−n

2
,

z = n−1
√

(a+ b) · (a− b), p = n−1
√
a+ b · 2b

n
b = nFD/2, C =

n1
√
a+ b

×èñëà a+ b, F, D ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå. È åù¼ (a, b) = 1;
Çíàêè ñîãëàñîâàíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî ∀ z, p ∈ R

nn1pn

z + np
= [nn2pn1 −nn3pn2z+nn4pn3z2−nn5pn4z3+ . . .+nzn3p2]− zn2p+

zn1p

z + np
;

(4.29)

Äîêàæåì, ÷òî Ë× òîæäåñòâà (4.29)�ýòî öåëîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4.1

x = wn + n · p,
y = mn + n · p,
z = mn + wn + np,

x+ y = Cn,

m, w, C, D ∈ N

⇒

{
x+ y − z = np,

x+ y = Cn
⇒

{
x+ y = z + np,

z + np = Cn

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå

z + np = Cn; C ∈ N; (4.30)

Ïî îïðåäåëåíèþ 1 è ëåììå 4.1 p ≡ m · w · A; A = CD, ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå

(4.30), îäíî èç ñëàãàåìûõ òîæäåñòâà (4.29) ïðèìåò âèä

pn

z + np
=
mnwnCnDn

Cn
= (m · w ·D)n ∈ N ò. ê. ïî ëåììå 4.1 m, w, D ∈ N;

Òàêèì îáðàçîì
pn

z + np
= (m · w ·D)n ∈ N ïî ëåììå 4.1; (4.31)

Ò. å. äîêàçàíî, ÷òî â Ë× òîæäåñòâà (4.29) ñòîèò öåëîå ÷èñëî.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Çíà÷èò â ñèëó òîæäåñòâà (4.29) (ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå), óðàâíåíèÿ (4.30) è òîãî,

÷òî ïî ëåììå 4.1 è îïðåäåëåíèþ 1

p ≡ m · w ·A; A = CD, z = C(Cn1 − n ·m · w ·D),

ïîëó÷àåòñÿ

zn1p

z + np
= m · w ·D (Cn1 − n ·m · w ·D)

n1 ;
zn1p

z + np
∈ N; (4.32)

Ïî îïðåäåëåíèþ 44

m0 ≡
nn1pn

z + np
− [nn2pn1−nn3pn2z+nn4pn3z2−nn5pn4z3+nn6pn5z4− . . .+nzn3p2];

Òîãäà òîæäåñòâî (4.29) ïðèìåò âèä

zn1p

z + np
= m0 + p · zn2 ; (4.33)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.32) Ë× ðàâåíñòâà (4.33) ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, çíà÷èò

â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (4.33) m0 ∈ Z;
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Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî m0 < 0;

Èç óðàâíåíèÿ (4.33) âèäíî, ÷òî

m0 = pzn2 · z − z − np
z + np

⇔ m0 = pzn2 · −np
z + np

< 0; m0 ∈ Z; (4.34)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (4.33) ñëåäóþùèì îáðàçîì

zn1p = (z + np)(pzn2 +m0)⇔ zn1p = p · zn1 + n · p2zn2 +m0 · z + n · p ·m0 ⇔

⇔ n · zn2p2 + n ·m0p+m0z = 0; (4.35)

Óðàâíåíèå (4.35) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî p, åãî äèñêðèìèíàíò D1;

D1 = n2m2
0 − 4n ·m0 · zn1 = ε21; ε1 ∈ N; (4.36)

ε1 ∈ N, ò. ê. â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (4.33) m0 ∈ Z, à z, p ∈ N ïî ëåììå 4.1;

Óðàâíåíèå (4.36) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî m0, åãî äèñêðèìèíàíò

D2;

D2/4 = 4n2z2n1 + n2ε21 = ε22; ε2 ∈ N; (4.37)

ε2 ∈ N, ò. ê. â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (4.33) m0 ∈ Z, à z ∈ N ïî ëåììå 4.1, à ε1
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ò. ê. â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (4.33) m0 ∈ Z, à z, p ∈ N ïî

ëåììå 4.1;

Óðàâíåíèå (4.37) ýòî Ïèôàãîðîâà òðîéêà, ïîýòîìó âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âî-

ïðîñ.

Êàê íàéòè ε1, ε2?

Ñíà÷àëà íàäî íàéòè êîðíè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé (4.35), (4.36);

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.34) m0 < 0 ⇒ ïî òåîðåìå Âèåòà ïðîèçâåäåíèå êîðíåé

óðàâíåíèÿ (4.35) îòðèöàòåëüíî.

Ïî ëåììå 4.1 p > 0⇒ ïðîèçâåäåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ (4.36) îòðèöàòåëüíî.

Çíà÷èò êîðíè íàäî áðàòü ñî çíàêàìè ± äëÿ óðàâíåíèé (4.35) è (4.36) ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ò. å. ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå
p =
−n ·m0 + ε1

2n · zn2
,

m0 =
2n · zn1 − ε2

n2

⇔

ε1 = 2n · pzn2 + n ·m0,

ε2
n2

=
2zn1

n
−m0

(4.38)

Ìîæíî çàïèñûâàòü Ïèôàãîðîâó òðîéêó (4.37) ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ (4.38) ;

(2n · zn1)2 + [n2(2p · zn2 +m0)]
2 = (n2 · 2zn1 · n−1 − n2m0)

2; (4.39)

Ñåé÷àñ íàäî ïîíÿòü, ìîãóò ëè ÷èñëà Ïèôàãîðîâîé òðîéêè (4.39) èìåòü êàêîé-òî

îáùèé äåëèòåëü.

Äîêàæåì, ÷òî m0 äåëèòñÿ íà n ïðè n | D è n ∤ m0 ïðè n ∤ D;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4.1 n ∤ m · wC ⇒ â ñèëó óðàâíåíèé (4.33) è

(4.36) (ïî ëåììå 4.1 p ≡ m · wA; A = CD) äåëèìîñòü n | m0 çàâèñèò îò ÷èñëà

D, à ïî ëåììå 4.1 n | D, ëèáî n ∤ D, ïîýòîìó[
n | D ⇒ n | m0

n ∤ D ⇒ n ∤ m0

(4.40)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.
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Äîêàæåì, ÷òî m0 äåëèòñÿ íà 2;

m0 ≡
nn1pn

z + np
− [nn2pn1−nn3pn2z+nn4pn3z2−nn5pn4z3+nn6pn5z4− . . .+nzn3p2];

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.31) (âûïèñàíî íèæå) è p ≡ m ·wA;
z − x = mn ïî ëåììå 4.1, èìååì

nn1pn

z + np
= nn1(m · wD)n

{
2 ∤ D, ← Ëåììà 4.1

2 | m · w ← Ë 4.2 2 | y
⇒

{
èç îïðåäåëåíèÿ 44

÷èñëà m0 ⇒ 2 | m0;

(4.41)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (4.40), (4.41) óðàâíåíèå (4.39) ñîêðàùàåòñÿ íà 2n;

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ â ÏÒ äîëæíû áûòü öåëûå ÷èñëà. Áîëüøå îíî íè íà ÷òî íå

ñîêðàùàåòñÿ, ò. ê. ïî ëåììå 4.1 äîëæíî áûòü (z, D) = 1;

Ò. å. èç óðàâíåíèé (4.32), (4.33) âèäà

zn1p

z + np
= m · w ·D (Cn1 − n ·m · w ·D)

n1 ;
zn1p

z + np
∈ N;

zn1p

z + np
= m0 + pzn2 ;

è òîãî, ÷òî p ≡ m · wA, A = CD ïî ëåììå 4.1 ñëåäóåò, ÷òî D | m0, íî òîãäà

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íè íà êàêèå äåëèòåëè ÷èñëàD óðàâíåíèå (4.39) íå ñîêðàùàåòñÿ,

ò. ê. ïî ëåììå 4.1 äîëæíî áûòü (z, D) = 1;

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ Ïèôàãîðîâà òðîéêà (4.39) èìååò âèä

(zn1)
2
+ n2(p · zn2 +m0/2)

2 = (zn1 − n ·m0/2)
2
; (4.42)

Ïî óñëîâèþ ëåììû 4.2 2 | y ⇒ ðåøåíèÿ Ïèôàãîðîâîé òðîéêè (4.42) èìåþò âèä


zn1 = a20 − b20,
n(pzn2 +m0/2) = 2a0 · b0,
zn1/n− n ·m0/2 = a20 + b20

⇔


m0 = −(4b0)2/n,
z = n1

√
a20 − b20,

p =
2b0(a0 + b0)

n(a20 − b20)n2/n1

(4.43)

Âàæíî ïîíèìàòü,÷òî ÷èñëà a0, b0 ìîãóò ̸∈ N, ò. ê. ÷èñëà â Ïèôàãîðîâîé òðîé-
êå (4.42) ìîãóò èìåòü ìåæäó ñîáîé gcd. Ïîýòîìó a0, b0 ∈ R, íî èìåþò ñïåöè-
àëüíûé âèä. Ýòîò âèä ïîçâîëèò çàïèñàòü

m0, z, p ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, à

çàòåì íàéòè gcd ÏÒ è x, y ÷åðåç

òåîðåìó Âèåòà. Îí çàïèñàí â

ñîîòíîøåíèÿõ (4.44);


a0 =

√
αz · a1, a1, b1 ∈ N,

b0 =
√
αz · b1, αz ≡ gcd ÏÒ,

(a1, b1) = 1, αz ∈ N
(4.44)

m0 = −4αz · b21/n,

z = n1

√
αz · (a21 − b21),

p =
2 n1
√
αz · b1(a1 + b1)

n(a21 − b21)n2/n1

← â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.43) è (4.44); (4.45)
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Çàïèøåì ÷èñëà z, z + np ÷åðåç αz, a1, b1, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.45);

z = (nαz · a1b1)1/n1 ⇒ z + np = n1

√
αz(a21 − b21) ·

a1 + b1
a1 − b1

⇒

⇒ zn

z + np
=

[
(a21 − b21)αz

]n/n1

n1
√
(a21 − b21)αz

· a1 − b1
a1 + b1

⇔ zn

z + np
= αz(a1 − b1)2;

Ïåðåïèøåì òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
z + np = n1

√
αz(a21 − b21) ·

a1 + b1
a1 − b1

,

zn

z + np
= αz(a1 − b1)2

(4.46)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ÷èñëî
zn

z + np
ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåçm, w, C, D ïîñðåäñòâîì

ñîîòíîøåíèé ëåììû 4.1 è óðàâíåíèÿ (4.30), ò. å.

z + np = Cn; z = C(Cn1 − n ·m · w ·D)⇒ zn

(z + np)
= (Cn1 − n ·m · w ·D)n,

íî ïî ëåììå 4.1 n ∤ C, çíà÷èò èç ñîîòíîøåíèé (4.47) èìååì n ∤ αz(a1 − b1)2;
Òàêèì îáðàçîì

n ∤ αz(a1 − b1)2; (4.47)

Êàê íàéòè αz?

×åðåç ñîîòíîøåíèå äëÿ íåèçâåñòíîé p â ñîîòíîøåíèÿõ (4.45);

p ∈ N ïî ë. 4.1, (a1, b1) = 1 â ñèëó ñ. (4.44)⇒ αz = (a1 − b1)n2α′
z; α

′
z ∈ N;

(4.48)

Êàê íàéòè α′
z?

Èñïîëüçóÿ ôàêò, ÷òî ÷èñëà Cn1−n·m·w·D è Cn ÿâëÿþòñÿ âçàèìíîïðîñòûìè.

Ïî ëåììå 4.1

(m, C) = (w, C) = (C, D) = 1, n ∤ m · w ⇒ (Cn1 − n ·m · wD, Cn) = 1;

Òàêèì îáðàçîì

(Cn1 − n ·m · w ·D, Cn) = 1; (4.49)

Ïîäñòàâëÿåì óðàâíåíèå (4.48) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.46), ïîëó÷àåòñÿ

zn(z + np)−1 = (a1 − b1)nα′
z,

íî â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.30) è óðàâíåíèÿ èç ëåììû 4.1 âèäà

z + np = Cn; z = C(Cn1 − n ·m · wD),

èìååì
zn

(z + np)
= (Cn1 − n ·m · wD)n,

çíà÷èò

bn1α
′
z = (Cn1 − n ·m · wD)n; (4.50)
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Ïîäñòàâëÿåì óðàâíåíèå (4.48) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.46), èìååì

z + np = n1
√
(a1 + b1)α′

z · (a1 + b1); (4.51)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.30) âèäà

z + np = Cn; C ∈ N;

èç óðàâíåíèé (4.44), (4.47), (4.48), (4.49), (4.50) è (4.51) (âûïèñàíû íèæå) èìååì
n ∤ αz(a1 − b1)2, z + np = n1

√
(a1 + b1)α′

z · (a1 + b1),

(Cn1 −m · wD, nn1Cn) = 1, bn1α
′
z = (Cn1 −mwD)n,

αz = (a1 − b1)n2α′
z, (a1, b1) = 1

====⇒
(4.49)

{
α′
z = 1,

C = n1
√
a1 + b1

(4.52)

Îñòàëîñü çàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ z, p â îêîí÷àòåëüíîì âèäå,

èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.45), (4.48), (4.44) è (4.52) (âûïèñàíû íèæå);

Äàëåå èíäåêñû ó ÷èñåë a1, b1 îïóñêàþòñÿ, ò. å. äàëåå ïðîñòî a, b;
αz = (a1 − b1)n2α′

z, α
′
z = 1,

z = n1

√
αz · (a21 − b21), (a1, b1) = 1,

p =
2 n1
√
αz · b1(a1 + b1)

n(a21 − b21)n2/n1

⇒

z =
n1
√
a+ b · (a− b), (a, b) = 1,

p =
n1
√
a+ b · 2b

n

(4.53)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.53) ìîæíî íàéòè mn, wn ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íàäî çàïèñàòü mn, wn ÷åðåç a, b, çàòåì íàéòè mn, wn êàê êîðíè êâàäðàò-

íîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Âèåòà.

Ïðîèçâåäåíèå çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèå äëÿ p, à ñóììà� ÷åðåç ñîîòíî-

øåíèå äëÿ z; Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.53);

Ïî îïðåäåëåíèþ 1 è ëåììå 4.1

p ≡ m · w ·A, A = CD ⇒ mnwn =
pn

CnDn
⇔ mnwn = (2b/n)nD−n; (4.54)

Ïî ëåììå 4.1

z = mn + wn + np⇒ mn + wn = z − np⇒ mn + wn = (a− 3b)
n1
√
a+ b; (4.55)

Èç óðàâíåíèé (4.54) è (4.55) ìîæíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

mn, wn, à çàòåì åå ðåøèòü.

{
mnwn = (2b/n)nD−n,

mn + wn = (a− 3b) n1
√
a+ b

⇔



mn =
(a− 3b) n1

√
a+ b±

√
D3

2
,

wn =
(a− 3b) n1

√
a+ b∓

√
D3

2
,

D3 ≡ (a− 3b)2 n1
√

(a+ b)2 − 4
(2b/n)n

Dn

(4.56)
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Â ñèñòåìå (4.56) çíàêè ñîãëàñîâàíû.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.53), (4.56) è ëåììû 4.1 ïîëó÷àåòñÿ


x = wn + np, ← Ëåììà 4.1

y = mn + np, ← Ëåììà 4.1

z = n1
√
a+ b · (a− b),

p = n1
√
a+ b · 2b

n
← (4.53)

⇔



x =
(a+ b) n1

√
a+ b±

√
D3

2
,

y =
(a+ b) n1

√
a+ b∓

√
D3

2
,

z =
n1
√
a+ b · (a− b), p = n1

√
a+ b · 2b

n
,

D3 ≡ (a− 3b)2 n1
√
(a+ b)2 − 4

(2b/n)n

Dn

(4.57)

Â ñèñòåìå (4.57) çíàêè ñîãëàñîâàíû.

Äîêàæåì, ÷òî b = FD/2;

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.52)

C =
n1
√
a+ b; (4.58)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.57),

z =
n1
√
a+ b · (a− b); (4.59)

Ïî ëåììå 4.1

z = C(Cn1 − n ·m · w ·D); (4.60)

Èç ñîîòíîøåíèé (4.58), (4.59), (4.60) ñëåäóåò{
z = n1

√
a+ b · (a− b),

C = n1
√
a+ b

⇒

{
z = C(Cn1 − n ·m · w ·D),

(Cn1 − n ·m · w ·D) = a− b
⇒

⇒ a+ b− n ·m · w ·D = a− b⇔ 2b = nFD ⇔ b = nFD/2; (4.61)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Ïî ëåììå 4.1 ÷èñëà m, w, C, D ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå, ïîýòîìó èç ñî-

îòíîøåíèé (4.53) âèäà (a, b) = 1, (4.61) è âûøåíàïèñàííîãî ðàâåíñòâà (4.58)

âèäà

C =
n1
√
a+ b; F ≡ m · w

ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà a+ b, F, D òîæå ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 4.2 äîêàçàíà. ■

Ïî ëåììå 4.1 x, y, z ∈ N, â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.1) âèäà xn+yn = zn ⇒ z < x+y,

çíà÷èò ∃ òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè x, y, z;

Îïðåäåëåíèå 45. Ïóñòü γ ≡ óãîë ìåæäó ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà x, y;

Îáîçíà÷èì T ≡ cos γ;

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1, h2 ×Ñ è ÇÍ äðîáè ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â

ðåçóëüòàòå ñîêðàùåíèÿ äðîáíî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà T ;

Ïî ëåììå 4.1 x, y, z ∈ N⇒ T ∈ Q;
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Ëåììà 4.3. Â ñèëó óðàâíåíèÿ xn + yn = zn óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðå-

óãîëüíèêà âûïîëíÿþòñÿ, çíà÷èò ìîæíî çàïèñàòü äëÿ íåãî òåîðåìó êîñèíóñîâ

è âûðàçèòü îòòóäà êîñèíóñ óãëà, êîòîðûé íàïðîòèâ ñòîðîíû z, îáîçíà÷èì

åãî T; çàòåì ïîäñòàâëÿåì â íåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ x, y, z èç ëåììû 4.2 è

ñîêðàùàåì ïîëó÷åííóþ äðîáü ïî ìàêñèìóìó. Îíà ïîìîæåò â ïîñòðîåíèè êó-

áè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ÷èñëà r2(T + 2/3), ãäå r2 ∈ Z;
T =

h1
h2
,

h1 = F
(
n2C2D2/2− Fn2

)
,

h2 = nC2D (Cn1 − nFD) + Fn1 ,

xy = F
(
Fn1 + nDCn+1 − n2D2FC2

)
{
h1 > 0, h2 > 0,

(h1, h2) = 1, T > 0,

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âûøåóïîìÿíóòîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè x, y,

z ñïðàâåäëèâà òåîðåìà êîñèíóñîâ

z2 = x2 + y2 − 2xy · cos γ ⇒ T =
x2 + y2 − z2

2xy
; (4.62)

Â ñèëó ëåììû 4.2 b = nFD/2; C = n1
√
a+ b⇒

⇒ b = nFD/2; (2b/n)nD−n = Fn; a = Cn1 − nFD/2; (4.63)

Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (4.63) â ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 4.2 äëÿ x, y, z âèäà

x =
(a+ b) n−1

√
(a+ b)±

√
(a+ b)2/n1(a− 3b)2 − 4(2b/n)nD−n

2
,

y =
(a+ b) n−1

√
(a+ b)∓

√
(a+ b)2/n1(a− 3b)2 − 4(2b/n)nD−n

2
,

z = n−1
√
(a+ b) · (a− b), p = n−1

√
a+ b · 2b

n

Çàòåì òî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, ò. å.
x =

Cn +
√
(Cn − 2C · FnD)2 − 4Fn

2
,

y =
Cn −

√
(Cn − 2C · FnD)2 − 4Fn

2
, z = Cn − CFnD

ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå (4.62); Â èòîãå èìååì ïîñëå óïðîùåíèÿ â Wolfram

Mathematica{
x2 + y2 − z2 = 2F 2

(
n2C2D2/2− Fn2

)
,

2xy = nFDC (2Cn − 2nFDC) + 2Fn
⇔ T =

2F 2
(
n2C2D2/2− Fn2

)
nFDC (2Cn − 2nFDC) + 2Fn

;

(4.64)

Íà êàêîå ÷èñëî max ñîêðàùàåòñÿ äðîáü (4.64)?

Î÷åâèäíî íà òî æå ñàìîå ÷èñëî, ÷òî è äðîáü (4.62);

Ò. ê. x2+y2− z2 = (x+y)2−2xy− z2 ⇒ îíà ñîêðàùàåòñÿ íà êàêèå-òî äåëèòåëè
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÷èñåë x+ y ± z;
À ïî ëåììå 4.2 è ïî ëåììå 4.1 ñîîòâåòñòâåííî

2 | y; y = mn + np⇒ 4 | F ≡ m · w ⇒

⇒ äðîáü (4.64) ìàêñèìàëüíî ñîêðàùàåòñÿ íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è ÷èñëî

2F ;

Ðàññìîòðèì êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë.

1) Ðàññìîòðèì ÷èñëî x+ y − z;
Ïî ëåììå 4.1 x+y−z = np, p ≡ m ·wA, A = CD ⇒ x+y−z = n ·m ·wCD ⇒

⇒ x+ y − z = nFCD, çíà÷èò äðîáü (4.62) ñîêðàùàåòñÿ íà 2F è âîçìîæíî åù¼

íà êàêèå-òî äåëèòåëè ÷èñëà xy â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.62);

Å¼ ñîêðàùåíèå íà äåëèòåëè ÷èñåë C, D íåâîçìîæíî, ò. ê. x, y, C, D ïîïàðíî

âçàèìíî ïðîñòûå ïî ëåììå 4.1;

2) Ðàññìîòðèì ÷èñëî x+ y + z;

à) Ïóñòü (x, x+ y + z) > 1⇒ (x, y + z) > 1, íî â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.1)

xn + yn = zn ⇔ xn + 2yn = zn + yn ⇒ (xn, 2yn) > 1 ⇒ èìååì ïðîòèâîðå÷èå,

ò. ê. (x, y) = 1 ïî ëåììå 4.1; Ïî ëåììå 4.1 z − x = mn, ïîýòîìó

4 | F ≡ m·w ⇒ äðîáü (4.64) ìàêñèìàëüíî ñîêðàùàåòñÿ íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè,

÷òî è ÷èñëî 2F ;

á) Ïóñòü (y, x+ y + z) > 1⇒ (y, x+ z) > 1, íî â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.1)

xn + yn = zn ⇔ yn + 2xn = zn + xn ⇒ (yn, 2xn) > 1 ⇒ èìååì ïðîòèâîðå÷èå,

ò. ê. (x, y) = 1 ïî ëåììå 4.1; Ïî ëåììå 4.1 z − x = mn, ïîýòîìó

4 | F ≡ m·w ⇒ äðîáü (4.64) ìàêñèìàëüíî ñîêðàùàåòñÿ íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè,

÷òî è ÷èñëî 2F ;

Çíà÷èò äðîáü (4.62) ñîêðàùàåòñÿ max íà 2F ⇒ äðîáü (4.64) òîæå ñîêðàùà-

åòñÿ íà òî æå ñàìîå ÷èñëî. Ïîñëå å¼ ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ èç

ôîðìóëèðîâêè ëåììû 4.3;

Äîêàæåì, ÷òî T > 0;

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.1) xn + yn = zn ⇒ (x/z)n + (y/z)n = 1 ⇒ â ñèëó ìîíî-

òîííîñòè ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè èìååì (x/z)2 + (y/z)2 > 1 ⇒ T > 0 â ñèëó

óðàâíåíèÿ (4.62);

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 4.3 äîêàçàíà. ■

Îïðåäåëåíèå 46. Îáîçíà÷èì
θ ≡ DF/Cn1 ,

KD ≡ D/Cn3 , Km ≡ m/C, Kw ≡ w/C,
R ≡

√
x2 + y2, ν ≡ tan t,

h ≡ z/x ← åñëè x>y, h ≡ z/y,← åñëè y>x

Îïðåäåëåíèå 47. ξ ≡ Dn

yn3
äëÿ ñëó÷àÿ y > x; ξ ≡ Dn

xn3
äëÿ ñëó÷àÿ x > y;

Ëåììà 4.4. Ïåðåïèñûâàåì óðàâíåíèå èç ëåììû 4.1 âèäà x+ y = Cn â èíîì

âèäå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ x, y èç ëåììû 4.1 è ïîëó÷àåì îöåíêè ÷èñåë

èç îïðåäåëåíèÿ 46;
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Äëÿ ñëó÷àÿ x > y ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (äëÿ ñëó÷àÿ x < y äåëàåì çà-

ìåíû w → m, m→ w è ïîëó÷àåì òàêèå æå ñîîòíîøåíèÿ)

mn + wn = (1− 2θn)Cn,

Kn
m +Kn

w = (1− 2θn),

F =
θC2

KD
,

Kn
w >

1− 2θn

2



p = θCn, Dn = ξxn3 ,

D = KDC
n3 , ξ > n−n1 ,

θ ∈
(
0;

1

2n

)
,

Kn
m <

1− 2θn

2

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî îïðåäåëåíèþ 46 θ ≡ DF/Cn1 ⇒ FD = θCn1 , íî

ïî ëåììå 4.1 p ≡ m · wA, A = CD, F ≡ m · w ïî îïðåäåëåíèþ 43, çíà÷èò

p = θCn; (4.65)

Ïî ëåììå 4.1 x + y = Cn; x = wn + np; y = mn + np ⇒ mn + wn + 2np = Cn,

çíà÷èò â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.65) ïîëó÷àåòñÿ

mn + wn = Cn − 2np⇔ mn + wn = (1− 2θn)Cn; (4.66)

Èç îïðåäåëåíèÿ 46 èìååì m = KmC; w = KwC ⇒ óðàâíåíèå (4.66) ïðèìåò âèä

Kn
m +Kn

w = (1− 2θn); (4.67)

Èç óðàâíåíèÿ (4.67) èìååì θ < 1/(2n);

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

2) Ïî óñëîâèþ ëåììû 4.4 x > y ⇒ â ñèëó ëåììû 4.1 wn + np > mn + np ⇔
w > m ⇒ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 46 Kw > Km ⇔ Kn

w > Kn
m, òîãäà èç óðàâíåíèÿ

(4.67) èìååì

Kn
m +Kn

w > 2Kn
m ⇔ 1− 2θn > 2Kn

m ⇔ Kn
m < 1/2− θn; (4.68)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.68) èç óðàâíåíèÿ (4.67) ïîëó÷àåòñÿ

Kn
w > 1/2− θn; (4.69)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

3) Äîêàæåì, ÷òî F = θC2/KD; D = KDC
n3 ;

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 46

KD ≡ D/Cn3 ⇒ D = KDC
n3 ; (4.70)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.65) è ëåììû 4.1 ïîëó÷àåòñÿ (F ≡ m ·w ïî îïðåäåëåíèþ 43){
p = θCn, F ≡ m · w,
p = m · w ·A, A = CD

⇒ θCn = FCD;

Ñ äðóãîé ñòîðîíû θCn ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å{
D = KDC

n3 , ← Óðàâíåíèå (4.70)

θCn = KDFC
n2
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Ïðèðàâíèâàåì äâà ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ θCn è ïîëó÷àåì

F = θC2/KD; (4.71)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

4) Äîêàæåì, ÷òî Dn = ξxn3 ; ξ > n−n1 ;

Ïî óñëîâèþ ëåììû 4.4 x > y ⇒ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 47 ξ ≡ Dn

xn3
⇒

⇒ ξ = Dn/xn3 ⇒ Dn = ξxn3 ; (4.72)

Ïî óñëîâèþ ëåììû 4.4 x > y; R ≡
√
x2 + y2 ïî îïðåäåëåíèþ 46; xn + yn = zn

â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.1) ⇒

⇒

{
R ≡

√
x2 + y2,

xn + yn = zn
⇒


x = R cos t, R > 0,

y = R sin t, t ∈ (0; π/4) ,

z = n
√
cosn t+ sinn t

(4.73)

Ïî ëåììå 4.1 Dn(x+ y)(z − x)(z − y)nn = (x+ y − z)n ⇒

⇒ Dn =
(x+ y − z)n

(x+ y)(z − x)(z − y)nn
; (4.74)

Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (4.73) â óðàâíåíèå (4.74), áóäåò

Dn =
Rn3

(
cosn t+ sinn t− n

√
cosn t+ sinn t

)n · n−1

nn1(cos t+ sin t)
(

n
√
cosn t+ sinn t− sin t

) (
n
√
cosn t+ sinn t− cos t

) ; (4.75)
Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.73) x = R cos t ⇒ íàäî äîêàçàòü, ÷òî Ï× óðàâíåíèÿ

(4.75) > (R cos t)n3/nn1 ∀ n ⩾ 11;

Çàïèñûâàåì ýòîò ôàêò â âèäå íåðàâåíñòâà è ïðîâåðÿåì åãî íà èñòèííîñòü.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 46 ν ≡ tan t, ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ
Dn =

(
1 + ν − n

√
1 + νn

)n
n−1

nn1(1 + ν)
(

n
√
1 + νn − ν

) (
n
√
1 + νn − 1

) ,(
1 + ν − n

√
1 + νn

)n
n(1 + ν)

(
n
√
1 + νn − ν

) (
n
√
1 + νn − 1

) > 1

(4.76)

Íåðàâåíñòâî (4.76) íàäî ïðîâåðèòü íà èñòèííîñòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà min
Ë× íåðàâåíñòâà (4.76) > 1; Äëÿ ýòîãî îöåíèì n

√
1 + νn ñâåðõó.

Ïî îïðåäåëåíèþ 46 h ≡ z/x, ò. ê. x > y ïî óñëîâèþ ëåììû 4.4; Â ñèëó

óðàâíåíèÿ (4.1) è ñîîòíîøåíèé (4.73) èìååì{
xn + yn = zn,

x = R cos t, y = R sin t
⇒ hn = 1 + νn ⇔ hn − 1 = νn,

íî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 46 h ≡ z/x⇒ h > 1⇒

⇒ h− 1 ⩽
νn

n
⇔ h ⩽ 1 +

νn

n
; (4.77)
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Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 46, óðàâíåíèÿ (4.1) è íåðàâåíñòâà (4.77) ñîîòâåòñòâåííî

èìååì

h ≡ z

x
; xn + yn = zn ⇒ hn = 1 + νn ⇔ h = n

√
1 + νn,

ïîýòîìó â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.77) áóäåò

h ⩽ 1 +
νn

n
⇒ n
√
1 + νn ⩽ 1 +

νn

n
; (4.78)

Ïîäñòàâëÿåì íåðàâåíñòâî (4.78) â íåðàâåíñòâî (4.76), ïîëó÷àåòñÿ

(ν − νn/n)n

n(1 + ν) (1 + νn/n− ν) νn/n
> 1⇔ (1− νn1/n)

n

(1 + ν) (1 + νn/n− ν)
> 1; (4.79)

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (4.79) äëÿ óäîáñòâà â âèäå

(1− νn1/n)
n − (1 + ν) (1 + νn/n− ν) ⩾ 0; (4.80)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 49. f1(ν) ≡ Ë× íåðàâåíñòâà (4.80);

f1(ν) ≡ (1− νn1/n)
n − (1 + ν) (1 + νn/n− ν) ;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.73) t ∈ (0; π/4) è îïð.46 ν ≡ tan t⇒ ν ∈ (0; 1); (4.81)

Çàäà÷à�ïîêàçàòü, ÷òî min f1(ν) > 0 ïðè ν ∈ (0; 1), ∀ n ⩾ 11;

Åñëè íà÷åðòèòü ãðàôèê ôóíêöèè f1(ν) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

n ⩾ 11, òî îêàæåòñÿ, ÷òî ýñêèç ïîëó÷àåìûõ ãðàôèêîâ îäèíàêîâûé, à èìåííî

f1(ν) ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, èìåÿ âûïóêëîñòü âíèç, çàòåì ìåíÿåò âûïóêëîñòü,

ïðîäîëæàÿ âîçðàñòàòü, äîõîäèò äî ëîêàëüíîãî max ν = τ , çàòåì óáûâàåò íà

ν ∈ (τ ; 1) â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.81); Çíà÷èò äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè íà êîíöàõ îòðåçêà, îäíî èç íèõ è áóäåò å¼ min çíà÷åíèåì (ñì. Ðèñ.60);

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ν

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

f1 ν

Ðèñ. 60. Ãðàôèê ôóíêöèè f1(ν) ïðè n = 11;
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f1(1) = (1− 1/n)
n − 2/n; f1(0) = 0; (4.82)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 50. f2(n) ≡ f1(1);

Íàéäåì min çíà÷åíèå ôóíêöèè f2(n);

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîïîêàçàòåëüíîé

ôóíêöèè, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ïðîèçâîäíàÿ ¾ñòåïåííîé¿

⊕ ïðîèçâîäíàÿ ¾ïîêàçàòåëüíîé¿ ôóíêöèè. Ò. å. ïîëó÷àåòñÿ

∂f2(n)

∂n
=

(1− 1/n)n1

n
·
[
1 + (n− 1) ln

(
1− 1

n

)]
+

2

n2
; (4.83)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 51. f3(n) ≡ 1 + (n− 1) ln (1− 1/n);

×òîáû îïðåäåëèòü çíàê ∂f2(n)/∂n, íàäî îïðåäåëèòü sign f3(n), äëÿ ýòîãî èñ-

ñëåäóåì ôóíêöèþ f3(n) íà ìîíîòîííîñòü.

∂f3(n)

∂n
= ln

(
1− 1

n

)
+

n− 1

1− 1/n
· 1

n2
=

1

n
+ ln

(
1− 1

n

)
< 0 ∀ n ⩾ 11; (4.84)

Èç íåðàâåíñòâà (4.84) è óðàâíåíèÿ (4.83) ñëåäóåò

∂f2(n)

∂n
> lim

n→∞

(
1− 1

n

)n1

n

(
1 + (n− 1) ln

[
1− 1

n

])
+

2

n2
= 0; (4.85)

Òîãäà íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà (4.85) èç îïðåäåëåíèÿ 50 f2(n) ≡ f1(1) ñëåäóåò

f2(n) ⩾ f2(11) = (1− 1/n)11 − 2/11 > 0.16 > 0⇒ f1(1) > 0.16; (4.86)

Ñðàâíèâàåì äâà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f1(ν) íà êîíöàõ îòðåçêà â íåðàâåíñòâàõ

(4.86) è (4.82) è ïîëó÷àåì, ÷òî min f1(ν) > 0 ïðè ν ∈ (0; 1); Íî òîãäà íåðàâåí-

ñòâî (4.76) èñòèííî, çíà÷èò â ñèëó ðàâåíñòâà (4.75) ïîëó÷àåòñÿ

Dn > xn3 · n−n1 ∀ n ⩾ 11⇔ Dn = ξxn3 ; ξ > n−n1

â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.72), à èìåííî ýòî íàäî áûëî ïîëó÷èòü.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 4.4 äîêàçàíà. ■

Ëåììà 4.5. 3 | FCD;

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1) Ïóñòü 3 ∤ xyz; Òîãäà ðàç ïî ëåììå 4.1

x+ y = Cn; z = C(Cn−1 − n ·m · w ·D),

òî 3 | x−y, ïîýòîìó â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.1) ïîëó÷àåòñÿ xn+yn = zn ⇔ xn−yn =

zn − 2yn ⇒ ðàç ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà (xn ± yn)/(x± y); x, y ∈ N èìåþò âèä

(nl + 1); l ∈ N, òî 3 | zn − 2yn ⇒ 3 | zn + yn ⇒ 3 | z + y;

Ïîâòîðÿÿ òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì xn + yn = zn ⇔ yn − xn =

zn − 2xn ⇒ ðàç ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà (xn ± yn)/(x± y); x, y ∈ N èìåþò âèä
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(nl + 1); l ∈ N, òî 3 | zn − 2xn ⇒ 3 | zn + xn ⇒ 3 | z + x;

Òàêèì îáðàçîì

3 | z + x; 3 | z + y;

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ðåçóëüòàòîâ èìååì 3 | 2z + x+ y, íî ïî ëåììå 4.1

F ≡ m · w ⇒ x+ y = Cn; z = C(Cn1 − nFD)⇒

⇒ ïðîäîëæàÿ ïîëó÷àåì

2z + x+ y = 3Cn − 2nFDC ⇒ 3 | 3Cn − 2nFDC ⇒ 3 | nFDC ⇒ 3 | FD; (4.87)

Ïî ëåììå 4.1 è îïðåäåëåíèþ 2

x = wn + np; y = mn + np; p ≡ m · w ·A⇒ F | xy,

çíà÷èò ðàç ïî óñëîâèþ 3 ∤ xy, òî ìîæíî óëó÷øèòü ñîîòíîøåíèå (4.87) è ïîëó-

÷èòü 3 | D;

2) Ïóñòü 3 | xyz ⇒ ðàç ïî ëåììå 4.1 è â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.1)

x+ y = Cn; z − x = mn; z − y = wn; xn + yn = zn

è ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà (qn± sn)/(q± s); q, s ∈ N èìåþò âèä (nl+1); l ∈ N,
òî 3 | (x + y)(z − x)(z − y) ⇒ 3 | FC; F ≡ m · w â ñèëó âûøåóïîìÿíóòûõ

ñîîòíîøåíèé ëåììû 4.1;

Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû ïóíêòîâ 1) è 2) èìååì 3 | FCD;

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 4.5 äîêàçàíà. ■

Ëåììà 4.6. Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëü-

íî T ïîñðåäñòâîì Ïèôàãîðîâûõ òðîåê è çàïèñàòü åãî êîðíè ïî ôîðìóëå Êàðäà-

íî, çàòåì îïðåäåëèòü ñðåäè íèõ íóæíûé è âûâåñòè ïðîòèâîðå÷èå, èñïîëüçóÿ

äâà ñïîñîáà åãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

T ÿâëÿåòñÿ êîðíåì òàêîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

n2h32F
nT 3 + 2n2h32F

nT 2 + n2h32F
nT + h1n

2CFD(h1 + h2)nC/2 · (2h1 [Cn1−
−nFD/2]− nFD [h1 + h2]) = 0;

Ó íåãî îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü è äâà êîìïëåêñíûõ.

Äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü
T = −2

3
+

2r1
r2 3
√
r3

+
3
√
r3

2r2r1
,

r1 ≡ Fnh32, r2 ≡ 3,
√
r60 ∈ J,

r3 ≡ r4 + r50
√
r60, r60 > 0

Êîìïëåêñíûå êîðíè

T = −2

3
−
[

r1
r2 3
√
r3

+
3
√
r3

4r2 · r1

]
±
√
3 · i ·

[
−r1
r2 3
√
r3

+
3
√
r3

4r2 · r1

]
;
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Êðîìå òîãî
r4 = 8F 3nh92 − 108Cn+1F 2n+1h31h

6
2nD − 108Cn+1F 2n+1nDh21h

7
2 + 108C2·

· F 2n+2h31h
6
2n

2D2 + 162C2F 2n+2h21h
7
2n

2D2 + 54C2F 2n+2h1h
8
2n

2D2,

r50 = 1, (2r1)
6 − r24 + r250r60 = 0, r60 = r24 − (2r1)

6, r50
√
r60 = r5

√
r6

Çäåñü r6 ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ, r1, r4, r5, r6, r50, r60 ∈ N;

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êóáè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 4.3 äëÿ T, h1, h2 â äàííîå êóáè÷åñêîå óðàâíå-

íèå, óïðîùàåì åãî è óáåæäàåìñÿ, ÷òî ðåàëüíî T ÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì ñ ïîìîùüþ

ïðîãðàììû Wolfram Mathematica.

2) Èññëåäóåì êîðíè äàííîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Åãî êîðíè ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå Êàðäàíî â Wolfram Mathematica. Èñïîëü-

çóÿ âèä åãî êîðíåé, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè r60 > 0, òî ó íåãî îäèí äåéñòâèòåëüíûé

êîðåíü è äâà êîìïëåêñíûõ.

Êàê îïðåäåëèòü çíàê r60?

r60 íàïèñàíî â ÿâíîì âèäå â ôîðìóëå Êàðäàíî, çíà÷èò ïîäñòàâëÿåì â íåãî ñî-

îòíîøåíèÿ äëÿ h1, h2 èç ëåììû 4.3 âèäà

h1 = F
(
n2C2D2/2− Fn2

)
; h2 = nC2D (Cn1 − nFD) + Fn1

è ïîñëå ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
r60 = r61 · r62 · r63,
r61 ≡ −27/4 · C2F 6n−16 · n2D2(2Cn − nCFD)2(2Fn − n2C2F 2D2),

r62 ≡ (2Fn + 8nFDCn+1 − 5n2F 2D2C2)(4Fn − 2nFDCn+1 − n2C2F 2D2)2,

r63 ≡ (Fn + nFDCn+1 − n2F 2D2C2)12

(4.88)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.88) z − x = mn ⇒ 2 | F ⇒ r60 ∈ Z, è ÷òîáû îïðåäåëèòü

çíàê r60, íàäî îïðåäåëèòü çíàê ÷èñëà Ω, îíî íàïèñàíî íèæå.

Îïðåäåëåíèå 48.

Ω ≡ (2Fn − n2C2F 2D2) · (2Fn + 8nFDCn+1 − 5n2F 2D2C2);

Â îïðåäåëåíèå 48 ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 4.4 âèäà

F = θC2/KD; D = KDC
n3

è ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì

Ω = θ3
(
2θn1

Kn
D

+ 8n− 5θn2

)
·
(
2θn2

Kn
D

− n2

)
C4n; (4.89)

Íàäî îöåíèòümin èmax çíà÷åíèå ëåâîãî è ïðàâîãî ñîìíîæèòåëåé ñîîòâåòñòâåí-

íî â ðàâåíñòâå (4.89); Äëÿ ýòîãî íàäî îöåíèòü Kn
D ñíèçó. Êàê ýòî ñäåëàòü?

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x > y;
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Äëÿ ñëó÷àÿ x < y äåëàåì çàìåíû x→ y, w → m è ïîëó÷àåì òî æå ñàìîå.

Ïî ëåììå 4.1 x = wn + np; ïî ëåììå 4.4

w = KwC; p = θCn; D = KDC
n3 ; Dn = ξxn3 ; ξ > n−n1 ; Kw > 1/2− θn,

ïîýòîìó

Dn = ξxn3 = Kn
DC

nn3 ⇔ (Kn
wC

n + np)
n3 · ξ = Kn

DC
nn3 ⇔ Kn

D = (Kn
w + θ)n3ξ ⇒

⇒ ïîäñòàâëÿåì âûøåíàïèñàííûå îöåíêè äëÿ Kn
w, ξ ñíèçó èç ëåììû 4.4 è ïî-

ëó÷àåì

Kn
D ⩾ n−n1 · (1/2)n3 ; (4.90)

Ïî ëåììå 4.4 θ < 1/(2n), ó÷èòûâàÿ îöåíêó (4.90), ïîëó÷àåì îöåíêè ïðàâîãî è

ëåâîãî ñîìíîæèòåëåé ÷èñëà Ω èç îïðåäåëåíèÿ 48 ñîîòâåòñòâåííî
2θn2

Kn
D

− n2 ⩽
2(2n)−n2

n−n12−n3
− n2 =

2−n3n

2−n3
− n2 = n− n2,← ÏÑ îïðåäåëåíèÿ 48

8n− 5θn2 > 0⇒
(
2θn1

Kn
D

+ 8n− 5θn2

)
> 0 ← ËÑ îïðåäåëåíèÿ 48

(4.91)

Áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (4.91), èç óðàâíåíèÿ (4.89) èìååì

Ω < 0; (2Fn − n2C2F 2D2) < 0; (4.92)

çíà÷èò èç îïðåäåëåíèÿ 48 èìååì Ω < 0, çíà÷èò èç ñîîòíîøåíèé (4.88) èìååì

r61 · r62 > 0⇒ r60 > 0;

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

3) Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî
√
r60 ∈ J;

Ïóñòü
√
r60 ∈ N; Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.88) è îïðåäåëåíèÿ 48 ïîëó÷àåòñÿ,

÷òî ÷èñëî (−27Ω) äîëæíî äåëèòüñÿ íà ÷¼òíóþ ñòåïåíü òðîéêè, ò. å.

l ∈ N; 32l+1 | F 3/4·
(
2Fn2 − n2C2D2

) (
2Fn1 + 8nDCn+1 − 5n2FD2C2

)
; (4.93)

Ïî ëåììå 4.5 3 | FCD; Ò. å. âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ à) è á) ñëåäóþùåãî âèäà.

à) Ïóñòü 3 | DC ⇒ â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.93) èìååì 3 | F ⇒ èìååì ïðîòèâî-

ðå÷èå ñ ëåììàìè 4.2, 4.1 â êîòîðûõ C, F, D ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà,

ò. å. F ≡ m · w; (C, D) = (F, D) = (C, F ) = 1⇒ ïðîòèâîðå÷èå.

á) Ïóñòü 3 | F ; Â êíèãå Ï. Ðèáåíáîéìà [2] äîêàçàíî, ÷òî 4 | z − x⇒ 4 | m⇒
4 | F ; Ò. ê. √r60 ∈ N ïî ïðåäïîëîæåíèþ, òî èç ôîðìóëû Êàðäàíî äëÿ êîðíåé

êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû 4.6 ïîëó÷àåòñÿ ÏÒ âèäà

r50 = 1⇒ (r50
√
r60)

2 + (2r1)
6 = r24 ⇔ (

√
r60)

2 + (2r1)
6 = r24; (4.94)

Íàéä¼ì gcd ÷èñåë â ÏÒ (4.94);

×èñëà â ýòîé ÏÒ çàäàþòñÿ òàê{
r1 ≡ Fnh32, r60 çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì (4.88)

h2 = nC2D (Cn1 − nFD) + Fn1 ← ïî ëåììå 4.3
(4.95)
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Çíà÷èò gcd èìååò âèä 2 â ñòåïåíè óìíîæèòü íà äåëèòåëè ÷èñëà Fnh32;

Íàéäåì, íà êàêóþ min ñòåïåíü äâîéêè, òðîéêè è ÷èñëà F äåëèòñÿ r60;

Â ñèëó ëåìì 4.2, 4.1

4 | F ; (C, D) = (F, D) = (C, F ) = 1,

è ñîîòíîøåíèé (4.88) ñïðàâåäëèâû äâà ñëó÷àÿ.

i) F äåëèòñÿ íà 4 ðîâíî. Òîãäà r60 äåëèòñÿ ðîâíî íà íèæåñëåäóþùóþ ñòåïåíü

äâîéêè

1/4 · F 6n−16 · 4F 2 · 4F · (2F )2 · F 12 | r60 ⇔ F 6n · 26 | r60;

Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà r1 ≡ Fnh32 è òîãî, ÷òî 2 ∤ h2,
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî (2r1)

6 äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è ÷èñëî

26F 6n; Ò. å. ÷èñëà r60 è (2r1)
6 äåëÿòñÿ íà îäèíàêîâûå ñòåïåíè äâîéêè, ÷òî

íåâîçìîæíî â Ë× ÏÒ. Ïîäðîáíîñòè ïðî 2 ∤ h2�ïîñëå ñëó÷àÿ ii);
ii) 8 | F ; Òîãäà

1/4 · F 6n−16 · 4F 2 · 8F · (2F )2 · F 12 | r60,

íî ò. ê. 4 | F (ñì. Ï. Ðèáåíáîéì [2]) ⇒ 25F · F 6n | r60 ⇒ 25 · 22F 6n | r60, íî ïî
ïðåäïîëîæåíèþ

√
r60 ∈ N⇒

⇒ 28F 6n | r60; (4.96)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà r1 ≡ Fnh32 è òîãî, ÷òî 6 ∤ h2,
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî (2r1)

6 äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè è òðîéêè, ÷òî è

÷èñëî 26F 6n; Ïîäðîáíîñòè íèæå.

Äîêàæåì, ÷òî h2 íå äåëèòñÿ íà 6;

Ò. ê. ñëó÷àé 3 | F ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåòñÿ, òî 12 | F , çíà÷èò h2 ≡ nC2DCn1

(mod F ), íî 6 ∤ CDn, ò. ê. n ⩾ 11 ïî óñëîâèþ th 3, à ïî ëåììàì 4.2, 4.1 C, F, D

ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, ò. å. F ≡ m ·w; (C, D) = (F, D) = (C, F ) = 1;

Çíà÷èò

h2 ≡ nC2DCn1 (mod F ); 6 ∤ CDn⇒ 6 ∤ h2 ⇒

⇒ ò. ê. â ñèëó (4.96) 24F 3n | √r60, òî gcd ÏÒ (4.94) äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå

ñòåïåíü äâîéêè è òðîéêè, ÷òî è ÷èñëî 8F 3n, çíà÷èò n0 ≡ gcd ÏÒ(4.94) èìååò

âèä

n0 = F 3n · 8m1; 6 ∤ m1; m1 ∈ N; (4.97)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (4.96) 24F 3n | √r60 ∈ N è r1 ≡ Fnh32, 4 | F , çíà÷èò ðåøåíèÿ
ÏÒ (4.94) çàïèñûâàþòñÿ êàê

(
√
r60)

2 + (2r1)
6 = r24 ⇒


r4 = n0(m

2
2 + n2

2), m2 ∈ N, (m2, n2) = 1,

(2r1)
3 = n0(m

2
2 − n2

2), 6 | m2n2,
√
r60 = n0 · 2m2 · n2, n2 ∈ N

(4.98)

2 ∤ h2, ïîýòîìó
√
r60/n0 ÷¼òíîå ÷èñëî ⇒ èç ñîîòíîøåíèé (4.98) èìååì 2 | m2n2;

3 ∤ h2, ïîýòîìó
√
r60/n0�÷èñëî, êðàòíîå òðåì ⇒ èç ñîîòíîøåíèé (4.98) èìååì

3 | m2n2;



208 À.À. ÊÓÐÌÀ×ÅÂ

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 4.3 âèäà h1 = h1(F, D, C), h2 = h2(F, D, C)

ìîæíî íàéòè m2
2 è n

2
2 èç ñîîòíîøåíèé (4.98) è (4.97); Âîò ïîäðîáíîñòè.{

h1 = F
(
n2C2D2/2− Fn2

)
, ← Ëåììà 4.3

h2 = nC2D (Cn1 − nFD) + Fn1
r1 ≡ Fnh32, h2 = nC2D (Cn1 − nFD) + Fn1 , ← Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.95)

r4 ≡ 8F 3nh92 − 108Cn+1F 2n+1h31h
6
2nD − 108Cn+1F 2n+1nDh21h

7
2 + 108C2·

· F 2n+2h31h
6
2n

2D2 + 162C2F 2n+2h21h
7
2n

2D2 + 54C2F 2n+2h1h
8
2n

2D2,
(4.99)

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (4.99) â ñèñòåìó (4.98) è ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå. Ìû

èìååì ïðàâî ñëîæèòü è âû÷åñòü ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.98)
2n0 ·m2

2 = 8F 3n(2Fn1/4 + 2nDCn+1 − 5C2F/4 · n2D2)·
· (2Fn1 − nDCn+1 − n2C2D2F/2)2h62,

2n0 · n2
2 = −27/2 · C2F 3n−7n2D2(−2Cn + CFnD)2(2Fn − F 2C2n2D2)F 6h62

(4.100)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.97) è (4.98) âèäà

n0 = F 3n · 8m1; 6 ∤ m1; 6 | m2n2; h2 ∤ 3; m1 ∈ N,

è (4.100) èìååì 3 ∤ m1m2; 3 | n2, ïðè÷¼ì n2 äåëèòñÿ íà òó æå ñòåïåíü òðîéêè,

÷òî è F 1, ò. ê. ñëó÷àé 3 | F ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåòñÿ. Èç ñîîòíîøåíèé (4.100)

⇒ ÷òî ÷èñëî 2n0 · n2
2 äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è ÷èñëî

1/2 · F · F 3n · 4 = F/4 · 8F 3n, íî òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.97) âèäà n0 =

F 3n · 8m1; 2 ∤ m1 èìååì 2n22 äåëèòñÿ ðîâíî íà òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî è

F/4⇒ F äåëèòñÿ íà íå÷¼òíóþ ñòåïåíü äâîéêè ⩾ 3, òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (4.93)

âèäà

l ∈ N; 32l+1 | F 3/4 ·
(
2Fn2 − n2C2D2

) (
2Fn1 + 8nDCn+1 − 5n2FD2C2

)
èìååì: ñîìíîæèòåëü

(
2Fn1 + 8nDCn+1 − 5n2FD2C2

)
> 0 â ñèëó ñîîòíîøåíèé

(4.92) è îïðåäåëåíèÿ 48; Îí äåëèòñÿ íà ñòåïåíü äâîéêè âèäà 22l1+1, l1 ∈ N,
ò. ê. ïî ïðåäïîëîæåíèþ

√
r60 ∈ N; ×èñëà F ≡ m · w, C, D�ïîïàðíî âçàèìíî

ïðîñòûå ïî ëåììå 4.1, 8 | F , çíà÷èò Ω äîëæíî áûòü óòðîåííûì êâàäðàòîì

ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ñ îáðàòíûì çíàêîì, ò. ê. ïî ïðåäïîëîæåíèþ
√
r60 ∈ N,

à â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.92) Ω < 0;

Çíà÷èò âî-ïåðâûõ, ðàç 3 | F , òî

n2C2D2 ≡ 1 (mod 3)⇔ −n2C2D2 + 2Fn2 ≡ −1 (mod 3);

Âî-âòîðûõ,

F = 24F 2
1 ; F1 ∈ N; Ω < 0⇒

(
2Fn1 + 8nDCn+1 − 5n2FD2C2

)
−2 (2Fn2 − n2C2D2)

−1 = Φ2; Φ ∈ Z⇒

⇒ Φ2 ≡ 1 (mod 3)⇒ 8

2
nDCn+1 ≡ 1 (mod 3)⇔ nDCn+1 ≡ 1 (mod 3);

(4.101)
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Äîêàæåì, ÷òî n0 = 8F 3n · h62, ò. å. ÷òî m1 = h62 â ñîîòíîøåíèÿõ (4.97);

Âîîáùå ãîâîðÿ, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ÷èñëî n0 ≡ gcd ÏÒ, ñîäåðæèò

ñîìíîæèòåëü h32, äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü íà ñîîòíîøåíèÿ (4.99), òàì êàê ðàç h32
ïðèñóòñòâóåò êàê îáùèé ìíîæèòåëü ó ÷èñåë r1 è r4, ò. å. åãî ìîæíî âûíåñòè çà

ñêîáêè. Åñòü ëè ó ÷èñëà n0 åù¼ êàêèå-ëèáî ìíîæèòåëè? Îêàæåòñÿ, ÷òî íåò.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.98) âèäà

(2r1)
3 = n0(m

2
2 − n2

2), 6 | m2n2

âñå ïðîñòûå íå÷¼òíûå äåëèòåëè ÷èñëà n0/h
6
2 ∈ N (îáîçíà÷èì èõ êàê Q) äîëæíû

áûòü â ÷èñëå h32, ò. ê. r1 ≡ Fnh32 ⇔ r31 = F 3n · h92, à íà ìíîæèòåëü h62 ìîæíî

ðàçäåëèòü êàæäîå ÷èñëî, ñòîÿùåå ïîä çíàêîì êâàäðàòà â ÏÒ (4.94) âèäà

(
√
r60)

2 +
(
[2r1]

3
)2

= r24

â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.99);

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.100) âòîðîå óðàâíåíèå (ñì. íèæå)

2n0 · n2
2 = −27/2 · C2F 3n−7n2D2(−2Cn + CFnD)2(2Fn − F 2C2n2D2)F 6h62,

ýòè íå÷¼òíûå äåëèòåëè ÷èñëà n0/h
6
2 ∈ N äîëæíû áûòü òîëüêî â ÷èñëå

(2Cn1 − nFD)⇒ 2Cn1 ≡ nFD (mod Q);

×èñëî (2Fn−F 2C2n2D2)F 6 = −2h1F 8 íå ïîäõîäèò, ò. ê. (h1, h2) = (F, h2) = 1

ïî ëåììå 4.4;

Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.100), ïåðâîå óðàâíåíèå (åãî äâà ñîìíîæèòåëÿ âû-

ïèñàíû íèæå), ýòè äåëèòåëè äîëæíû áûòü ëèáî â ÷èñëå

2Fn1/4 + C2Fn2D2 − 5C2Fn2D2/4 = 1/2 · (Fn1 − 1/2 · Fn2D2) ≡ h1 (mod Q),

ò. ê. â ñèëó ëåììû 4.3 h1 = F
(
n2C2D2/2− Fn2

)
; Ëèáî â ÷èñëå

2Fn1 − 1/2 · C2Fn2D2 − 1/2 · C2Fn2D2 = 2Fn1 − C2Fn2D2 ≡ h1 (mod Q)

â ñèëó ëåììû 4.3, à èìåííî ðàâåíñòâà äëÿ h1, íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

gcd(Q, h1) > 1 ⇒ gcd(h1, h2) > 1, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 4.3, â êîòîðîé

h1, h2 âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Çíà÷èò ðåàëüíî n0 = 8F 3n · h62, ò. å. m1 = h62 â

ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.97) âèäà n0 = F 3n · 8m1;

Òàêèì îáðàçîì

n0 = 8F 3n · h62; (4.102)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (4.100) âòîðîå óðàâíåíèå, âèäà

2n0 · n2
2 = −27/2 · C2F 3n−7n2D2(−2Cn + CFnD)2(2Fn − F 2C2n2D2)F 6h62,

ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå. Ò. ê. 4 | F , â ñèëó ëåìì 4.2, 4.1 F, C, D ïîïàðíî

âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, h1 > 0 ïî ëåììå 4.3, òî C2n2D2 − 2Fn2 = ε23; ε3 ∈ N;
Íî ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé 3 | F ⇒ â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (4.93) âèäà

l ∈ N; 32l+1 | F 3/4 ·
(
2Fn2 − n2C2D2

) (
2Fn1 + 8nDCn+1 − 5n2FD2C2

)
,
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F äåëèòñÿ íà íå÷¼òíóþ ñòåïåíü òðîéêè, çíà÷èò âòîðîå óðàâíåíèå ñîîòíîøåíèé

(4.100) çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå. Â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.102) n0 = 8F 3n ·
h62, ïîýòîìó ðàâåíñòâî

2n0 · n2
2 = −27

2
· C2F 3n−7n2D2(−2Cn + CFnD)2(2Fn − F 2C2n2D2)F 6h62

ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

2 ·8F 3n ·h62 ·n2
2 = −27

2
·C2F 3n−7n2D2(−2Cn+CFnD)2(2Fn−F 2C2n2D2)F 6h62 ⇔

⇔ 2 · 8F 3n · n2
2 = −27/2 · C2F 3n−7n2D2(−2Cn + CFnD)2(2Fn − F 2C2n2D2)F 6;

(4.103)

Äîêàæåì, ÷òî îäèí èç ñîìíîæèòåëåé óðàâíåíèÿ (4.103) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü

ê âèäó

C2n2D2 = ε23 + 3ε24; ε3, ε4 ∈ N; (4.104)

Óðàâíåíèå (4.104) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óðàâíåíèå (4.103) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå

2 · 8n2
2 = −27/2C2 · F · n2D2 · (−2Cn + CFnD)2 · (2Fn2 − C2n2D2); (4.105)

Äîêàçàíî, ÷òî F ìàêñèìàëüíî äåëèòñÿ íà íå÷¼òíóþ ñòåïåíü äâîéêè è íà íå÷¼ò-

íóþ ñòåïåíü òðîéêè, ò. å. F = 24F 2
1 ; F1 ∈ N â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (4.101);

Çíà÷èò ñîìíîæèòåëü óðàâíåíèÿ (4.103) (2Fn2 − C2n2D2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.92) äîëæíî áûòü (2Fn−n2C2F 2D2) <

0, ïîýòîìó ðàç óæå èçâåñòíî, ÷òî â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (4.101) F = 24F 2
1 ; F1 ∈ N,

òî èç óðàâíåíèÿ (4.105) ⇒

⇒ (2Fn2 − C2n2D2) < 0⇒ C2n2D2 − 2
(
24F 2

1

)n2
= ε23; ε3 ∈ N;

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå êàê

C2n2D2 − 2 · 24
(
24n3/2Fn2

1

)2
= ε23; ε3 ∈ N;

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ε4 ≡ 4 · 24n3/2Fn2
1 , òîãäà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

C2n2D2 = ε23 + 3ε24; ε3, ε4 ∈ N;

À ýòî è åñòü â òî÷íîñòè óðàâíåíèå (4.104);

Íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå (4.104) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

à)

{
CnD − ε3 = ε25, ε5 ∈ N,
CnD + ε3 = 3ε26, ε6 ∈ N

⇔ CnD =
ε25 + 3ε26

2
⇒ ò. ê. ε25 ≡ 1 (mod 3), òî

CnD ≡ −1 (mod 3)⇔ Cn+1nD ≡ −1 (mod 3); (4.106)

á)

{
CnD − ε3 = 3ε25, ε5 ∈ N,
CnD + ε3 = ε26, ε6 ∈ N

⇔ CnD =
ε26 + 3ε25

2
⇒ ò. ê. ε26 ≡ 1 (mod 3), òî

CnD ≡ −1 (mod 3)⇔ Cn+1nD ≡ −1 (mod 3); (4.107)
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Ñðàâíåíèÿ (4.106) è (4.107) îäèíàêîâûå è îáà îíè ïðîòèâîðå÷àò ñðàâíåíèþ

(4.101) âèäà nDCn+1 ≡ 1 (mod 3), çíà÷èò èçíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî√
r60 ∈ N ëîæíî, ⇒ √r60 ∈ J;

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷åíû. Ëåììà 4.6 äîêàçàíà. ■

Ëåììà 4.7. Ïóñòü ∃ A1, A2, A3, A4 ∈ Q;
√
A2,

√
A4 ∈ J;

√
A2

√
A4 ∈ J;

A2, A4 âûáðàíû òàê, ÷òî
√
A2,

√
A4 ñâîáîäû îò êâàäðàòîâ.

Ïóñòü A1

√
A2 +A3

√
A4 = 0⇒ A1 = A3 = 0;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ëåììû 4.7 A1

√
A2 +A3

√
A4 = 0⇒ A2

1A2 +

+ A2
3A4 + 2A1A3

√
A2

√
A4 = 0 ⇒ ðàç

√
A2

√
A4 ∈ J, òî A1A3 = 0, çíà÷èò ëèáî

A1 = 0, íî òîãäà A3

√
A4 = 0⇒ A3 = 0, ëèáî A3 = 0, íî òîãäà

A1

√
A2 = 0⇒ A1 = 0; Òàêèì îáðàçîì A1 = A3 = 0;

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 4.7 äîêàçàíà. ■

Îïðåäåëåíèå 49. ρ1 ≡ 2r1/(r2 3
√
r3); ρ2 ≡ 3

√
r3/(2r2r1); ρ12 ≡ ρ1, ρ2;

Ëåììà 4.8. 
R2 ⩾

− 3
√
2r5

3
√
r6 · 12r1

,

R2 ⩾
−2r5
144r31

{
ρ12 = R1 ±R2

√
r6,

R2 < 0, R1, R2 ∈ Q

r5
√
r6

32 · 27r31
+
R2
√
r6

12
= −R3

2r6
√
r6;

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî ëåììå 4.6 è îïðåäåëåíèþ 49

r2 ≡ 3; T = −2

3
+

2r1
r2 3
√
r3

+
3
√
r3

2r2r1
⇒ T + 2/3 = ρ1 + ρ2;

Ïî ëåììå 4.7 T ∈ Q ⇒ ρ1 + ρ2 ∈ Q; Èç îïðåäåëåíèÿ 49 ⇒ ρ1ρ2 = r−2
2 ⇒ â

ñèëó ëåììû 4.6 r2 ≡ 3⇒ ρ1ρ2 = 1/9 ∈ Q, íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ρ1, ρ2 ìîæ-
íî íàéòè êàê êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè çàïèñàòü åãî ðàöèîíàëüíûå

êîýôôèöèåíòû ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Âèåòà, ò. å.

ρ12 = R1 ±R2

√
R3; R1, R2, R3 ∈ Q; (4.108)

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíûå êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èç ëåììû 4.6 âèäà

T = −2

3
−
[

r1
r2 3
√
r3

+
3
√
r3

4r2 · r1

]
±
√
3 · i ·

[
−r1
r2 3
√
r3

+
3
√
r3

4r2 · r1

]
,

çàïèñàâ ImT äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïî ôîðìóëå Êàðäàíî, èñïîëüçóÿ ëåììó 4.6 è

÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ (4.108); Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìàImT = ±
√
3

(
3
√
r3

4r2r1
− r1
r2 3
√
r3

)
,

ImT = ±
√
3 ·R2

√
R3, r2 ≡ 3

(4.109)



212 À.À. ÊÓÐÌÀ×ÅÂ

Çíàêè â ñèñòåìå (4.109) íå ñîãëàñîâàíû.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 49 âèäà

r2 ≡ 3; ρ1 ≡ 2r1/(r2 3
√
r3); ρ2 ≡ 3

√
r3/(2r2r1); ρ12 ≡ ρ1, ρ2,

èç ñèñòåìû (4.109) ⇒ ρ2/2− ρ1/2 = ±R2

√
R3 ⇔ (ρ2/2− ρ1/2)3 = ±R3

2R3

√
R3 ⇔

⇔ (ρ2/2)
3 − (ρ1/2)

3 − 3ρ1/2 · ρ2/2 · (ρ2/2− ρ1/2) = ±R3
2R3

√
R3; (4.110)

Íî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.108) ρ1 − ρ2 = ±2R2

√
R3, ïîýòîìó âîçìîæíû äâà

ñëó÷àÿ.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè R2 < 0; Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî èç óðàâíåíèÿ (4.110) ìîæíî

ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.108){
ρ1 = R1 ±R2

√
R3, R1, R2, R3 ∈ Q,

ρ2 = R1 ∓R2

√
R3

(4.111)

Â ñèñòåìå (4.111) çíàêè ñîãëàñîâàíû.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ ñèñòåìû (4.111) ïî î÷åðåäè.

1) ρ1 = R1+R2

√
R3; ρ2 = R2−R2

√
R3 ⇒ ρ2−ρ1 = −2R2

√
R3, ïîýòîìó â Ï×

óðàâíåíèÿ (4.110) íàäî âûáðàòü çíàê ⊖ è îíî ïðèìåò âèä

ρ1 ≡ 2r1/(r2 3
√
r3); ρ2 ≡ 3

√
r3/(2r2r1)⇒

⇒ r3
64r32r

3
1

− r31
r32r3

− 3 · 1

4r22

(
⊖2R2

√
R3 · 1/2

)
= −R3

2R3

√
R3; (4.112)

Ïî ëåììå 4.6 r3 ≡ r4 + r50
√
r60; r60 > 0; r50

√
r60 = r5

√
r6; r2 ≡ 3, ïîýòîìó

óðàâíåíèå (4.112) ïðèíèìàåò âèä

r4 + r5
√
r6

64 · 27r31
− r31

27(r4 + r5
√
r6)

+
R2

√
R3

12
= −R3

2R3

√
R3; (4.113)

Ïî ëåììå 4.6 (2r1)
6−r24+r250r60 = 0; r5

√
r6 = r50

√
r60, ïîýòîìó ïîñëå óïðîùåíèÿ

óðàâíåíèå (4.112) ïðèìåò âèä

r24 − r25r6 = −(2r1)6 ⇒
r5
√
r6

32 · 27r31
+
R2

√
R3

12
= −R3

2R3

√
R3; (4.114)

Â óðàâíåíèè (4.114) âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

à) Ïóñòü
√
R3 ∈ Q⇒ r5 = 0;

á) Ïóñòü
√
R3 ∈ J;

√
R3
√
r6 ∈ J⇒ r5 = 0 â ñèëó ëåììû 4.7;

â) Ïóñòü
√
R3 ∈ J;

√
R3
√
r6 ∈ Q ⇒ èìååì R3 = r6, ò. ê. r6 ñâîáîäíî îò

êâàäðàòîâ, à R2 < 0 äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áûëî òàê âûáðàíî, çíà÷èò
r5
√
r6

32 · 27r31
+
R2
√
r6

12
⩾ 0,

r5
√
r6

32 · 27r31
+R3

2 · r6
√
r6 ⩾ 0

⇔


R2 ⩾

−r5
72r31

,

R2 ⩾
− 3
√
2r5

12r1 3
√
r6
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×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Îñòàëîñü âûÿñíèòü, âîçìîæíî ëè r5 = 0;

Ïî ëåììå 4.7 r50 = 1; r50
√
r60 = r5

√
r6; r60 > 0⇒ r5 > 0;

2) Ïóñòü ρ1 = R1 −R2

√
R3; ρ2 = R1 +R− 2

√
R3 ⇒ ρ2 − ρ1 = 2R2

√
R3, ïîýòîìó

â óðàâíåíèè (4.114) ìåíÿåì çíàêè è ïîëó÷àåì

r5
√
r6

32 · 27r31
−R2

√
R3

12
= R3

2R3

√
R3 ⇔

r5
√
r6

32 · 27r31
= R2

(√
R3

12
+R2

2R3

√
R3

)
⇒ r5 < 0,

ò. ê. R2 < 0 áûëî âûáðàíî äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, çíà÷èò èìååì ïðîòèâîðå÷èå ñ

ëåììîé 4.6, â êîòîðîé r5 ∈ N;
Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 4.8 äîêàçàíà. ■

Â ñèëó ëåììû 4.8 âîçìîæíû òàêèå äâà ñëó÷àÿ.∣∣∣∣ −r572r31

∣∣∣∣ ⩾ ∣∣∣∣ − 3
√
2r5

12r1 3
√
r6

∣∣∣∣ ; ∣∣∣∣ −r572r31

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣ − 3
√
2r5

12r1 3
√
r6

∣∣∣∣ ; (4.115)

Ïðåæäå, ÷åì èõ ðàññìàòðèâàòü, íàäî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ r1, r4, r5;

Îá ýòîì â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 4.9.
(2r1)

2 = 4r21 · r22(R2
1 −R2

2r6), T = 2(R1 − 1/3),

r4 = 8(R3
1 + 3R2

2R1r6)r
3
2 · r31, r2 ≡ 3,

r5 = (3R2
1R2 +R3

2r6)(−8r32 · r31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 4.8 è îïðåäåëåíèÿ 49 áóäåò äâà ñëó÷àÿ.

Èäåÿ ó íèõ â òîì, ÷òî äâà ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1, ρ2 íàäî ïðèðàâíÿòü.

1)

{
ρ2 = R1 −R2

√
r6,

ρ2 ≡ 2 3
√
r3/(4r2 · r1)

⇒ 2 3
√
r3/(4r2 · r1) = R1 −R2

√
r6 ⇔

⇔ 3
√
r3 = 2r2 · r1(R1 −R2

√
r6); r3 ≡ r4 + r50

√
r60; r2 ≡ 3;

Íî ïî ëåììå 4.6
√
r6 ∈ J ⇒ ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êóá

ïîëó÷àåì ñèñòåìó{√
r6 ∈ J, ← Ëåììà 4.6

r50
√
r60 = r5

√
r6 ← Ëåììà 4.6

⇒

{
r4 = 8(R3

1 + 3R2
2R1r6)r

3
2 · r31,

r5 = (3R2
1R2 +R3

2r6)(−8r32 · r31)
(4.116)

Ïîëó÷èëîñü êàê â ôîðìóëèðîâêå.

Ïî ëåììå 4.6 ñïðàâåäëèâî

(2r1)
6 − r24 + r250r60 = 0; r5

√
r6 = r50

√
r60 ⇒

⇒ â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.116) áóäåò

(2r1)
2 = 4r21 · r22(R2

1 −R2
2r6);

Ò. å. êàê â ôîðìóëèðîâêå äîêàçûâàåìîé ëåììû.
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2)

{
ρ1 = R1 −R2

√
r6,

ρ1 = 2r1/(r2 3
√
r3)

⇒ 2r1
r2 3
√
r3

= R1 −R2
√
r6; r2 ≡ 3;

Ïî ëåììå 4.6 {
(2r1)

6 − r24 + r25r6 = 0, r50
√
r60 = r5

√
r6,

r3 ≡ r4 + r50
√
r60, r2 ≡ 3

Ïîýòîìó

8r31
r32(r4 + r5

√
r6)

=
(
R1 −R2

√
r6
)3 ⇔ 8r31(r4 − r5

√
r6)

r32(2r1)
6

=
(
R3

1 + 3R1R
2
2r6
)
−

−
(
3R2

1R2 +R3
2r6
)√
r6 ⇒

⇒ íî ïî ëåììå 4.6
√
r6 ∈ J⇒

⇒

{
r4 = 8r31 · r32(R3

1 + 3R1 ·R2
2r6), r2 ≡ 3,

r5 = 8r31 · r32(3R2
1R2 +R3

2 · r6)
⇒ r5 < 0,

ò. ê. R2 < 0 ïî ëåììå 4.8, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 4.6, â êîòîðîé r5 ∈ N;
Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 4.9 äîêàçàíà. ■

Äàëåå�ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåâ èç ñîâîêóïíîñòè (4.115);

I)

∣∣∣∣ −r572r31

∣∣∣∣ ⩾ ∣∣∣∣ − 3
√
2r5

12r1 3
√
r6

∣∣∣∣⇔ r5
72r31

⩾
3
√
2r5

12r1 3
√
r6
⇔ r21 ⩽

3
√
r6

6 3
√
2
· r2/35 ⇒

⇒ ïðîòèâîðå÷èå áóäåò ïðè îöåíêå r21 ⩾
3
√
r6

6 3
√
2
· r2/35 ; (4.117)

Êàê ïîëó÷èòü îöåíêó (4.117)?

1) Ïîéäåì îò îáðàòíîãî. Ò. å. ïóñòü îöåíêà (4.117) èçâåñòíà, ò. å. ïóñòü

r21 ⩾
3
√
r6

6 3
√
2
· r2/35 , ïî ëåììå 4.6

(2r1)
6 − r24 + r25r6 = 0⇔ r21 =

3
√
r24 − r25r6

4
⇔

3
√
r24 − r25r6

4
⩾

3
√
r6

6 3
√
2
· r2/35 ⇔

⇔ r24
43

⩾

(
1

43
+

1

63 · 2

)
r25r6 ⇔ r24 ⩾

31

27
r25r6;

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíèé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

r24 ⩾
31

27
r25r6; (4.118)

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî (4.118) èñòèííî, òî èìååì ïðîòèâîðå÷èå.

2) Çàïèøåì ÷èñëî r24 − 31/27 · r25r6 ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 4.9 âèäà

r5 = (3R2
1R2 +R3

2r6)(−8r32 · r31); r4 = 8(R3
1 + 3R2

2R1r6)r
3
2 · r31; r2 ≡ 3;

Ïîñëå óïðîùåíèÿ â Wolfram Mathematica ïîëó÷èòñÿ

r24 − 31/27 · r25r6
(8r32 · r31)2

= R6
1− 13/3 ·R4

1R
2
2 · r6 +19/9 ·R4

2R
2
1 · r26 − 31/27 ·R6

2r
3
6; (4.119)
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Îïðåäåëåíèå 50. θ1 ≡ R2
2r6;

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 50 R2
2 = θ1/r6, ïîýòîìó âûðàæåíèå (4.119) ïðèìåò âèä

(r24 − 31/27 · r25r6)
(8r32 · r31)2

= R6
1 − 13/3 ·R4

1θ1 + 19/9 ·R2
1θ

2
1 − 31/27 · θ31; (4.120)

Îïðåäåëåíèå 51. H ≡ θ1R−2
1 ;

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 51 âûðàæåíèå (4.120) ïðèìåò âèä

(r24 − 31/27 · r25r6)
(8r32 · r31)2

·R−6
1 = 1− 13/3 ·H + 19/9 ·H2 − 31/27 ·H3; (4.121)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 52. f4(H) ≡ Ï× óðàâíåíèÿ (4.121); Ò. å.

f4(H) ≡ 1− 13/3 ·H + 19/9 ·H2 − 31/27 ·H3;

M ≡ H : f4(H) = 0;

Ïóñòü f4(H) = 0⇒M =
19− 212 3

√
2(93
√
93− 457)−1 + 4/ 3

√
2(93
√
93− 457)−1

31
;

M ≈ 0.25881;

f ′4(H) = −31/9 ·H2 + 38/9 ·H − 13/3;

f ′4(H) = 0⇒ 31H2 − 38H +39 = 0⇔ ∅ ⇒ f ′4(H) < 0 ∀ H ∈ R⇒ ôóíêöèÿ f4(H)

óáûâàåò íà R;
Çíà÷èò ïðè H ⩽ M áóäåò f4(H) ⩾ 0, íî ò. ê. ìû ïîëó÷èëè ñëåäñòâèå èç

íåðàâåíñòâà (4.116), òî èìååì ïðîòèâîðå÷èå äëÿ ñëó÷àÿ I);

3) Ïóñòü H ⩾ M ; Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü òî÷íåå îöåíèòü T

ñíèçó, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî H ⩾M ;

Ñ îäíîé ñòîðîíû ïî ëåììå 4.9 ñïðàâåäëèâî

(2r1)
2 = 4r21 · r22(R2

1 −R2
2r6); r2 ≡ 3⇒ R2

1 −R2
2r6 = 1/9⇒

⇒ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 50 âèäà

θ1 ≡ R2
2r6 ⇒ R2

1 − θ1 = 1/9⇔ θ1 = R2
1 − 1/9⇒

⇒ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 51 âèäà

H ≡ θ1R−2
1 ⇒ R2

1 −R2
1H = 1/9⇔ R2

1 = 9−1(1−H)−1 ⇔ R1 = 3−1(1−H)−1/2;

Íî ñëó÷àé H ⩾ M ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåòñÿ ⇒ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 52 ÷èñëà M

âèäà

M ≡ H : f4(H) = 0; M ≈ 0.25881,

áóäåò

R2
1 > 9−1(1−M)−1 ⇔ R1 > 0.38718; (4.122)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ëåììû 4.6 è îïðåäåëåíèÿ 49 áóäåò

ρ1 ≡
2r1
r2 3
√
r3

; ρ2 ≡
3
√
r3

2r2 · r1
; T = −2

3
+

2r1
r2 3
√
r3

+
3
√
r3

2r2 · r1
⇒
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⇒ T + 2/3 = ρ1 + ρ2, çíà÷èò â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.108) âèäà

ρ12 = R1 ±R2

√
R3; R1, R2, R3 ∈ Q

èìååì T + 2/3 = 2R1 âíå çàâèñèìîñòè îò ñî÷åòàíèÿ çíàêîâ, çíà÷èò

T = 2(R1 − 1/3); (4.123)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.122) è óðàâíåíèÿ (4.123) èìååì

T > 0.107; (4.124)

Ïðîâåðèì, ïðè êàêîì óñëîâèè íåðàâåíñòâî (4.124) âûïîëíÿåòñÿ.

Ïî ëåììå 4.3

T = h1/h2; h1 = F
(
n2C2D2/2− Fn2

)
; h2 = nC2D (Cn1 − nFD) + Fn1 ⇒

⇒ íåðàâåíñòâî (4.124) ïîñëå ïîäñòàíîâêè è óïðîùåíèÿ ïðèìåò âèä

607n2C2FD2 − 107Cn+1 · nD − 1107Fn1 ⩾ 0; (4.125)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 53. f5(D) ≡ Ë× íåðàâåíñòâà (4.125);

f5(D) ≡ 607n2C2FD2 − 107Cn+1 · nD − 1107Fn1 ;

Ïî th Âèåòà ïðîèçâåäåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî D âèäà f5(D) = 0

îòðèöàòåëüíîå, ýòî ïàðàáîëà, âåòâè ââåðõ, çíà÷èò ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (4.125)

ýòî D ⩾, ëèáî îòðèöàòåëüíûé äèñêðèìèíàíò ó ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì êàæäûé èç âàðèàíòîâ.

Î÷åâèäíî äèñêðèìèíàíò íå ìîæåò áûòü < 0, ò. ê. ïðîèçâåäåíèå êîðíåé < 0;

Çíà÷èò îöåíèâàåì D ñâåðõó, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü îöåíèòü C ñâåðõó.
mn + wn + 2np = Cn,← Ëåììà 4.1

p ≡ m · wA, F ≡ m · w, ← Îïð.43, 42

A = CD ← Ëåììà 4.1

⇒

{
mn + wn = C(Cn1 − 2nFD),

Cn1 − 2nFD > 0
⇔

⇔ D <
Cn1

2nF
; (4.126)

Î÷åâèäíî íåðàâåíñòâî D > maxD ⇔ ∅; À ò. ê. óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèå íåðà-

âåíñòâà (4.125) ýòî D ⩾, òî èìååò ñìûñë èññëåäîâàòü ðàñïîëîæåíèå êîðíåé

êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà f5(D) îòíîñèòåëüíî ÷èñëà D∗ ≡ max D; Êîðíè êâàä-

ðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ÷èñëà D∗ ≡ max D ⇔
f5(max D) < 0; Â ðîëè max D âûñòóïàåò îöåíêà D ñâåðõó èç íåðàâåíñòâà

(4.126), ò. å. èìååì íåðàâåíñòâî
f5(max D) = 607n2C2F

C2n1

(2nF )2
− 107nCn+1 C

n1

2nF
− 1107Fn1 ,

max D =
Cn1

2nF
, f5(max D) < 0

(4.127)
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Íàäî îöåíèòü C ñâåðõó òàê òî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ (4.127);

Ïóñòü C2n = 11Fn ⇒ â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.127) f5(max D) = −26.25Fn1 < 0;

Çíà÷èò ïðè C2n ⩽ 11Fn íåðàâåíñòâî (4.125) ëîæíî, çíà÷èò ïðè C2n ⩾ 11Fn

íåðàâåíñòâî (4.125) èñòèííî, çíà÷èò

C2n ⩾ 11Fn; (4.128)

Ëåììà 4.10. Ñòðîèì åù¼ îäíî ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.1) âèäà

xn + yn = zn, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî w = 1; w = 3;

y =
−(a3 − b3)n/n1 +

√
D4

2
, a3, b3 ∈ N, (a3, b3) = 1,

z =
(a3 − b3)n/n1 +

√
D4

2
,

x = (a3 + b3)
n−1
√
a3 − b3, mCD = 2b3/n, 4 | m,

D4 ≡ (a3 + 3b3)
2 n−1
√
(a3 − b3)2 + 4

(
2b3
D

)n

· 1
n

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Çàïèñûâàåì òîæäåñòâî äëÿ ÷èñëà x òàêèì æå îáðà-

çîì, êàê äëÿ ïåðåìåííîé z â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.2 ñëåäóþùåãî âèäà

−pn

x− np
=
pn1

n
+
pn2x

n2
+
pn3x2

n3
+ . . .+

p · xn2

nn1
+

(
xn1

nn
+

xn

nn(np− x)

)
; (4.129)

Çàìåíÿåì ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ â òîæäåñòâå (4.129) íà òàêîå ñëàãàåìîå(
xn1

nn
+

xn

nn(np− x)

)
=
xn1

nn

(
1 +

x

np− x

)
=

p · xn1

nn1(np− x)
;

Çàòåì óìíîæàåì îáå ÷àñòè òîæäåñòâà íà nn1 , èìååì

−nn1pn

x− np
=
(
nn2pn1 + nn3pn2x+ nn4pn3x2 + . . .+ n · p2xn3

)
+ p · xn2 +

p · xn1

np− x
;

(4.130)

Îïðåäåëåíèå 52.

mx ≡ −
(
nn2pn1 + nn3pn2x+ nn4pn3x2 + . . .+ n · p2xn3

)
− nn1pn

x− np
;

Çàïèøåì Ë× òîæäåñòâà (4.130) ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 4.1; Èìååì

−nn1pn

x− np
=
−nn1mnwnAn

wn
= −nn1mnAn ∈ N ← ×¼òíîå; (4.131)

Ýòî âåðíî â ñèëó ëåììû 4.1 ⇒ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 52

mx ∈ Z; (4.132)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 52 òîæäåñòâî (4.130) ïðèìåò âèä

−p · xn1

x− np
= mx − p · xn2 ⇔ (p · xn2 −mx)(np− x) = −p · xn1 ⇔
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⇔ n · xn2 · p2 − n ·mx · p+mx · x = 0; (4.133)

Óðàâíåíèå (4.133) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî p, åãî äèñêðèìèíàíò D5

èìååò âèä

D5 = n2m2
x − 4n ·mx · xn1 = ε27; ε7 ∈ N,

ò. ê. óðàâíåíèå (4.133) èìååò öåëî÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû â ñèëó ëåììû 4.1

è ñîîòíîøåíèé (4.132); Ïðîäîëæàÿ ïîëó÷àåì

n2m2
x − 4n ·mx · xn1 − ε27 = 0; ε7 ∈ N; (4.134)

Óðàâíåíèå (4.134) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî mx, åãî äèñêðèìèíàíò

D6 èìååò âèä

D6/4 = (2nxn1)2 + n2ε27 = ε28; ε8 ∈ N,

ò. ê. óðàâíåíèå (4.134) èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû â ñèëó ëåììû 4.1 è òîãî,

÷òî ε7 ∈ N â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.134); Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ÏÒ âèäà

(2n · xn1)2 + (n · ε7)2 = (ε8)
2; ε7, ε8 ∈ N; (4.135)

Îñòàëîñü íàéòè ε7, ε8 è ÏÒ ïîñòðîåíà. Èç îïðåäåëåíèÿ 52 âèäà

mx ≡ −
(
nn2pn1 + nn3pn2x+ nn4pn3x2 + . . .+ n · p2xn3

)
− nn1pn

x− np

âèäíî, ÷òî mx < 0 ⇒ â êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿõ (4.133), (4.134) ïî òåîðåìå

Âèåòà ïðîèçâåäåíèå êîðíåé < 0⇒ ïðè íàõîæäåíèè èç êîðíåé áåðåì çíàêè ⊕ è

⊖ ñîîòâåòñòâåííî. Èìååìp =
n ·mx + ε7
2n · xn2

,

mx = (2n · xn1 − ε8)/n2
⇔

{
ε7 = n(2p · xn2 −mx),

ε8 = n(2xn1 − n ·mx)
(4.136)

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (4.136) â óðàâíåíèå (4.135) è ïîëó÷àåì ÏÒ âèäà

(2n · xn1)2 + n2 · n2(2p · xn2 −mx)
2 = n2(2xn1 − n ·mx)

2; (4.137)

Èç ñîîòíîøåíèé (4.131) è (4.132) âèäíî, ÷òî mx ÷¼òíîå ÷èñëî â ñèëó îïðåäåëå-

íèÿ 52 âèäà

−nn1pn

x− np
= nn1mnAn; 2 | nn1mnAn ⇒ 2 | nn1pn; mx ∈ Z;

mx ≡ −
(
nn2pn1 + nn3pn2x+ . . .+ n · p2xn3

)
− nn1pn

x− np
;

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 42 âèäà p ≡ m · w · A, y ÷¼òíîå ïî óñëîâèþ ëåììû 4.2,

z−x = mn ïî ëåììå 4.1 ⇒ ÏÒ (4.137) ñîêðàùàåòñÿ íà 4n2 è ïîñëå ñîêðàùåíèÿ

ïðèíèìàåò âèä(
xn1
)2

+ n2
(
p · xn2 −mx/2

)2
=
(
xn1 − n ·mx/2

)2
; (4.138)
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Ðåøåíèÿ ÏÒ (4.138) èìåþò âèä


xn1 = a22 − b22,
n(p · xn2 −mx/2) = 2a2 · b2,
xn1 − n ·mx/2 = a22 + b22

⇔


xn1 = a22 − b22,
mx = −4b22/n,

p =
2b2 · n1

√
a22 − b22

n(a2 + b2)

(4.139)

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî a2, b2 ìîãóò íå áûòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ò. ê. ÷èñ-

ëà â ÏÒ (4.138) â ïàðàõ ìîãóò èìåòü êàêîé-òî gcd, îáîçíà÷èì åãî αx; Òîãäà

ñîîòíîøåíèÿ (4.139) ïðèìóò âèä
a2 =

√
αx · a3, a3 ∈ N,

b2 =
√
αx · b3, b3 ∈ N,

(a3, b3) = 1)

⇒


x = n1

√
a23 − b23 · n1

√
αx, (a3, b3) = 1,

p =
2b3 · n1

√
a3 − b3 · n1

√
αx

n(a3 + b3)n2/n1

(4.140)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (4.140) íàäî íàéòè αx ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïî ëåììå 4.1 è â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.140) èìååì{
p ∈ N,
(a3, b3) = 1

⇒

{
αx = α

′

x(a3 + b3)
n2 ,

α
′

x ∈ N
⇒

p = 2b3 · n1

√
(a3 − b3)α′

x/n,

x = n1

√
a23 − b23 ·

n1

√
(a3 + b3)n2α′

x

Ïðîäîëæàÿ ïîëó÷àåìx = n1

√
a23 − b23 ·

n1

√
(a3 + b3)n2α′

x,

x− np = (a3 − b3)n/n1 · n1

√
α′
x

(4.141)

Èç ñîîòíîøåíèé (4.141) ìîæíî áóäåò íàéòè α
′

x, èñïîëüçóÿ ôàêò, ÷òî x − np è
xn(x − np)−1 ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè. ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, çàïèøåì

èõ ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 4.1;

{
x = wn + np,

p ≡ m · w ·A
⇒

{
x− np = wn,

xn(x+ np)−1 ∈ N
⇒

⇒

{
(x, x− np) = wn,(
x− np, xn/[x− np]

)
= 1

⇒ â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.141) èìååì α
′

x = 1,

ò. å. ñîîòíîøåíèÿ (4.140) ïðèíèìàþò âèä{
x = (a3 + b3) · n1

√
a3 − b3, (a3, b3) = 1,

p = 2b3
n1
√
a3 − b3/n

(4.142)

Òåïåðü íàäî âûðàçèòü ÷èñëà m, C ÷åðåç a3, b3;

Áëàãîäàðÿ ëåììå 4.1 è ñîîòíîøåíèÿì (4.142) ïîëó÷àåòñÿ{
wn = x− np = (a3 − b3)n/n1 ,

p ≡ m · w ·A, A = CD
⇒

{
w = n1

√
a3 − b3,

p = m · wCD = 2b3 · n1
√
a3 − b3/n

⇒

⇒

{
mCD = 2b3/n, z − x = mn, y = mn + n ·m · wA, ← Ëåììà 4.1

b3 ÷¼òíîå, ò. ê. 2 | y ïî ëåììå 4.2, 4 | y â ñèëó [2]
(4.143)
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Ïî ëåììå 4.1 x + y = Cn ⇒ x +mn + np = Cn ⇔ x + np = Cn −mn ⇒ â ñèëó

ñîîòíîøåíèé (4.142)

x+ np = (a3 + 3b3)
n1
√
a3 − b3; (4.144)

Îáúåäèíÿåì ñîîòíîøåíèÿ (4.144) è (4.143) â ñèñòåìó è íàõîäèì mn, Cn êàê

êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Âèåòà{
Cn −mn = (a3 + 3b3)

n−1
√
a3 − b3,

mCD = 2b− 3/n
(4.145)

Ñèñòåìà (4.145) èìååò òàêèå ðåøåíèÿ

D4 ≡ (a3 − 3b3)
2 · n−1

√
(a3 − b3)2 +

4(2b3/D)n

n
,

Cn =
(a3 − 3b3) · n−1

√
a3 − b3 +

√
D4

2
,

mn =
−(a3 − 3b3) · n−1

√
a3 − b3 +

√
D4

2

(4.146)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 4.1 âèäà y = mn + np, z = mn + wn + np è

ñîîòíîøåíèÿ (4.142) (âûïèñàíû íèæå) è (4.146) ìîæíî íàéòè y, z;
x = (a3 + b3) · n−1

√
a3 − b3,

p = 2b3
n−1
√
a3 − b3/n,

x+ y − z = np ← Ëåììà 4.1

⇒


y =
−(a3 − b3)n/n1 +

√
D4

2
,

z =
(a3 − b3)n/n1 +

√
D4

2

(4.147)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (4.147) è (4.142) ïîëó÷åíî òî, ÷òî òðåáóåòñÿ.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 4.10 äîêàçàíà. ■

Òåïåðü çàäà÷à�äîêàçàòü, ÷òî w = 1; w = 3;

Ëåììà 4.11.

w = 1; w = 3; mn + wn ⩽ 2.397Fcn/n1 ; η > 0.5846/n; η <
√
11/(2n);

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ÷èñëî (x + y)/z äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé

ñïîñîá�ïî ëåììå 4.10; âòîðîé ñïîñîá�ïî ëåììå 4.2; Ïîëó÷àåòñÿ
x+ y

z
=

(a3 + 3b3) · n−1
√
a3 − b3 +

√
D4

(a3 − b3) · n−1
√
a3 − b3 +

√
D4

,

x+ y

z
=

(a+ b) n−1
√
a+ b

(a− b) n−1
√
a+ b

, D4 ≡ (a3 − 3b3)
2 · n−1

√
(a3 − b3)2 + 4(2b3/D)n/n

(4.148)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.148) çàïèøåì (x+ y)/z · [(x+ y)/z − 1]
−1

â âèäå

D4 ≡ (a3 + 3b3)
2 n−1
√

(a3 − b3)2 + 4(2b3/D)n/n,

ψ(a3, b3) ≡
(a3 + 3b3) · n−1

√
a3 − b3 +

√
D4

4b3
n−1
√
a3 − b3

,

(x+ y)/z

(x+ y)/z − 1
= ψ(a3, b3),

(x+ y)/z

(x+ y)/z − 1
=
a+ b

2b

(4.149)
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Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.149) è ëåììû 4.2 b = nFD/2 âåðíî ñëåäóþùåå{
a = nFD(ψ − 1/2),

a+ b = nFDψ
(4.150)

Çàïèøåì T äâóìÿ ñïîñîáàìè�ïî ëåììå 4.10 è ïî ëåììå 4.2;

Ïî ëåììå 4.2 C = n1
√
a+ b;

Ïî ëåììå 4.3

T = h1/h2; h1 = F
(
n2C2D2/2− Fn2

)
; h2 = nC2D (Cn1 − nFD) + Fn1 ;

Ò. å. èìååì

T =
n2F n−1

√
(a+ b)2 ·D2/2− Fn1

nD n−1
√
(a+ b)2 · (a+ b− nFD) + Fn1

; (4.151)T =
(a3 + b3)

2 · n−1
√

(a3 − b3)2 − (a3 − b3)n/n1 ·
√
D4

(a3 + b3) · n−1
√
a3 − b3 ·

[√
D4 − (a3 − b3)n/n1)

] ,
D4 ≡ (a3 + 3b3)

2 n−1
√

(a3 − b3)2 + 4(2b3/D)n/n

(4.152)

Óðàâíåíèå (4.151) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî ëåììå 4.2

b = nFD/2;[
n2FD2 − nD(2a− nFD)T

]
n−1
√
(a+ b)2 = 2(T + 1)Fn1 ; (4.153)

Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (4.150) â óðàâíåíèå (4.153), èìååì

n2FD2 [1− (2ψ − 1− 1)T ] (nFDψ)2/n1 = 2(T + 1)Fn1 ; (4.154)

Ðåøàåì óðàâíåíèå (4.154) îòíîñèòåëüíî Dn è ïîëó÷àåì

Dn =
[2(T + 1)]

n1/2 · Fn · n3/2

nnψ [1− 2(ψ − 1)T ]
n1/2

; (4.155)

Èç îïðåäåëåíèÿ 4.149 âèäà

ψ ≡ (a3 + 3b3) · n−1
√
a3 − b3 +

√
D4

4b3
n−1
√
a3 − b3

è óðàâíåíèÿ (4.152) ïîëó÷àåòñÿ

ψ − 1 =
(a3 − b3)n/n1 +

√
D4

4b3
n−1
√
a3 − b3

,

D4 ≡ (a3 + 3b3)
2 n−1
√
(a3 − b3)2 + 4(2b3/D)n/n,

T =
(a3 + b3)

2 · n−1
√
(a3 − b3)2 − (a3 − b3)n/n1 ·

√
D4

(a3 + b3) · n−1
√
a3 − b3 ·

[√
D4 − (a3 − b3)n/n1)

]
(4.156)

Ïî ëåììå 4.1 z−y = wn ⇒ â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.147) èìååì w = n1
√
a3 − b3 ⇒

⇒ a3 = b3 + wn1 ⇒ ñîîòíîøåíèÿ (4.156) ïðèíèìàþò âèä
ψ − 1 =

wn +
√
D4

4w · b3
,

D4 = (4b3 + wn1)2 · w2 + 4(2b3/D)n/n,

T =
(2b3 + wn1)2 · w2 − wn ·

√
D4

(2b3 + wn1)w
[√
D4 − wn

]
(4.157)
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Îïðåäåëåíèå 53. G ≡
√
D4 + wn

√
D4 − wn

;

Ïî ëåììå 4.1 è ëåììå 4.3 D ∈ N; T > 0 ⇒ â óðàâíåíèè (4.155) äîëæíî áûòü

1− 2(ψ − 1)T > 0, ò. ê. â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 4.149 âèäà

ψ ≡ (a3 + 3b3) · n−1
√
a3 − b3 +

√
D4

4b3
n−1
√
a3 − b3

äîëæíî áûòü ψ > 0, ò. å. ψ =
(a+ b)

2b
; a, b ∈ N ïî ëåììå 4.2 ⇒ ψ > 0;

Òàêèì îáðàçîì

1− 2(ψ − 1)T > 0; (4.158)

Çàïèøåì ÷èñëî 1− 2(ψ − 1)T , èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.157);

2T (ψ − 1) = 2w

[
2b3 + wn1

√
D4 − wn

−
√
D4

(2b3 + wn1)(
√
D4 − wn)

]
·
√
D4 + wn

√
4w · b3

ïîýòîìó ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ 53 âèäà

G ≡
√
D4 + wn

√
D4 − wn

,

áóäåò

1− 2(ψ − 1)T =
wn1(−4b3 · w −

√
D4 − wn)

2b3(
√
D4 − wn)

+

√
D4 ·G

2b3(2b3 + wn1)
; (4.159)

Îïðåäåëåíèå 54. ε ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ

D4 − w2n = 4b3 · w(4b3 · w + 2wn)ε; ε ≡ D4 − w2n

4b3 · w(4b3 · w + 2wn)
;

Ïðîäîëæàåì ðàñïèñûâàòü óðàâíåíèå (4.159), ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå 54;

1− 2(ψ − 1)T =
−wn1

2b3
− wn

b3
· (w

n1 + 2b3)(
√
D4 + wn)

D4 − w2n
+

√
D4 ·G

2b3(2b3 + wn1)
⇒

⇒ 1− 2(ψ − 1)T =
−wn1

2b3
− wn

b3
· (w

n1 + 2b3)(
√
D4 + wn)

4b3 · w(4b3 · w + 2wn)ε
+

√
D4 ·G

2b3(2b3 + wn1)
⇒

⇒ 1− 2(ψ − 1)T =
1

2b3

[
−wn1 − wn2(

√
D4 + wn)

4b3ε
+

√
D4 ·G

2b3(2b3 + wn1)

]
;

Îïðåäåëåíèå 55. ν ≡
√
D4/b3;

Ïðîäîëæàÿ, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 55, èìååì

1− 2T (ψ − 1) =
1

2b3

(
G · ν

2 + wn1/b3
− wn2

4ε
· ν − w2n1

4b3ε
− wn1

)
; (4.160)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.158) è (4.160) äîëæíî áûòü

G

2 + wn1/b3
− wn2

4ε
> 0; (4.161)

Çàäà÷à�âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ w âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (4.161);

Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà (4.128) âèäà C2n ⩾ 11Fn ìîæíî ñäåëàòü çàìåíû.
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Îïðåäåëåíèå 56. Cn1 = 11n1/(2n) · F c; c > n/2; D = η · F c−1;

Ò. å. c ≡ logF C
n1 · 11−n1/(2n); η ≡ D · F 1−c;

Îöåíèì η ñíèçó è ñâåðõó.

à) η ñíèçó îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç íåðàâåíñòâî (4.125) ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëå-

íèÿ 56 è íåðàâåíñòâà âèäà f5(D∗) < 0; D∗ ≡ η · F c−1;

Êîðíè êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà f5(D) (ñì. îïðåäåëåíèå 53) âèäà

f5(D) ≡ 607n2C2FD2 − 107Cn+1 · nD − 1107Fn1 ; f5(D) = 0,

ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ÷èñëà D∗ ⇔ f5(D∗) < 0, ïîýòîìó â ñèëó

íåðàâåíñòâà (4.128), îïðåäåëåíèÿ 56 ÷èñëà C âèäà

C2n ⩾ 11Fn; Cn1 = 11n1/(2n) · F c; c > n/2,

è îïðåäåëåíèÿ 53 èìååì

607n2C2Fη2F 2c−2 − 107nC2 · 11n1/(2n)F c · ηF c−1 − 1107Fn1 < 0; (4.162)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.162) íàäî âûáðàòü η min âîçìîæíûì, ò. ê. ñåé÷àñ îöåíè-

âàåòñÿ η ñíèçó. Îòáðîñèì ñâîáîäíûé ÷ëåí ó êâàäðàòè÷íîãî íåðàâåíñòâà (4.162)

îòíîñèòåëüíî η, èìååì ñëåäóþùåå

607n2C2Fη2 · F 2c−2 − 107nC2 · 11n1/(2n) · F c · ηF c−1 < 0⇔

⇔ n · η(607n · η − 107 · 11n1/(2n)) < 0⇒ η < 107
√
11/(607n);

Ò. ê íåðàâåíñòâî (4.125) èìååò çíàê ⩾ 0, à â åãî Ë×�êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ,

âåòâè ↑, åãî ðåøåíèå D ⩾, î ÷åì ãîâîðèëîñü âûøå, òî D íå ìîæåò áûòü áîëüøå

ñâîåãî max çíà÷åíèÿ D∗, çíà÷èò èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èìååì

η > 107
√
11/(607n)⇒ η > 0.5846/n; (4.163)

á) η ñâåðõó îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç íåðàâåíñòâî (4.131) âèäà D < Cn1/(2nF );

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 56 ñïðàâåäëèâî

D = η · F c−1; Cn1 = 11n1/(2n) · F c; c > n/2⇒ η <
√
11/(2n); (4.164)

Çàïèøåì b3 è b3/D ÷åðåç îïðåäåëåíèå 56;

Ïî ëåììå 4.10 è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 43 F ≡ m · w èìååì

mCD =
2b3
n
⇔ b3 = n ·m · CD

2
⇔ b3 =

nFCD

2w
; (4.165)

Ïîäñòàâëÿåì çàìåíû èç îïðåäåëåíèÿ 56 â óðàâíåíèå (4.165), èìååì

{
Cn1 = 11n1/(2n) · Fc; c > n/2,

D = η · Fc− 1 ⇒


b3 =

n 2n√11
2w

· ηFcn/n1 ,

b3
D

=
2n√11 · n

2w
· F1 + c/n1

(4.166)

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè y > x, ò. å. â ñèëó ëåììû 4.1

x = wn + n · p; y = mn + n · p⇒ m > w;
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Ïî îïðåäåëåíèþ 53

G ≡
√
D4 + wn

√
D4 − wn

⇔ G = 1 +
2wn

√
D4 − wn

; (4.167)

Ïî ëåììå 4.10 w = n1
√
a3 − b3 ⇒ a3 = b3+w

n1 ⇒ èç îïðåäåëåíèÿD4 â ëåììå 4.10

âèäà

D4 ≡ (a3 + 3b3)
2 n1
√
(a3 − b3)2 + 4(2b3/D)n/n,

ïîëó÷àåì îöåíêó

D4 ⩾ (4b3 + wn1)w,

çíà÷èò ïîäñòàâëÿåì ýòó îöåíêó â óðàâíåíèå (4.167) è ïîëó÷àåì

G ⩽ 1 + wn1/(2b3);

Íî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4.166) ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå óïðîùåíèÿ

G ⩽ 1 +
wn1 · w · 2n−1

2 · 2n
√
11 · η · Fcn/n1

;

Íî ïî îïðåäåëåíèþ 43 F ≡ m · w, à â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 56 c > n1/2 è ñëó÷àé

m > w ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåòñÿ, çíà÷èò

Fcn/n1 ⩾ (w · w)n/2 · n/n1 ⩾ wn,

ïîýòîìó ìîæíî ïðîäîëæèòü ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî G è ïîëó÷èòü

G ⩽ 1 +
wn · 2n−1

2 · 2n
√
11 · η · wn

; (4.168)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.163) (ñì. íèæå) íåðàâåíñòâî (4.168) ïðèíèìàåò âèä

η > 0.5846/n⇒ G ⩽ 1 +
wn · 2n−1

2 · 2n
√
11 · 0.5846n−1 · wn

⇔ G ⩽ 2 +
2077

2923
; (4.169)

Èç íåðàâåíñòâà (4.161) âèäà

G

2 + wn1/b3
− wn2

4ε
> 0⇒

⇒ G/2− wn2

4ε
> 0⇔ ε >

wn2

2G
; (4.170)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.169) íåðàâåíñòâî (4.170) ïðèíèìàåò âèä ε > 2923/15846 ·
· wn2 ⇒ ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó

ε = 2923/15846 · wλ1 ; λ1 ⩾ n2; (4.171)

Ñåé÷àñ âûðàæàåì ÷èñëî D4 − w2n äâóìÿ ñïîñîáàìè: ÷åðåç óðàâíåíèå (4.157)

âèäà

D4 = (4b3 + wn1)2 · w2 +
4(2b3/D)n

n
,
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è ÷åðåç îïðåäåëåíèå 54 âèäà

ε�ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ

D4 − w2n = 4b3 · w(4b3 · w + 2wn)ε;

çàòåì ïðèðàâíèâàåì èõ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

4w · b3(4w · b3 + 2wn)ε = 4w · b3(4w · b3 + 2wn) +
4(2b3/D)n

n
⇔

⇔ w · b3 · 2w(2b3 + wn1)(ε− 1) =
(2b3/D)n

n
⇔

⇔ ε− 1 =
(2b3/D)n

2w2 · b3(2b3 + wn
1 )n

; (4.172)

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (4.166) (âûïèñàíû íèæå) â óðàâíåíèå (4.172), èìååì
b3 =

n 2n√11
2w

· ηFcn/n1 ,

b3
D

=
2n√11 · n

2w
· F1 + c/n1

⇒


η1 ≡ 2n√11 · n · η,

ε− 1 =

√
11 · 2n ·mn · nn · 2−n

n · η1
(
η1 · Fcn/n1 + wn

)
(4.173)

Ïîäñòàâëÿåì çàìåíó â óðàâíåíèå (4.173), çàòåì ðåøàåì åãî îòíîñèòåëüíî íåèç-

âåñòíîé F cn/n1 , ò. å. èìååì

ε− 1 =

√
11 · 2n ·mn · (n/2)n

n · η1(η1Fcn/n1 + wn)
⇔ Fc · n/n1 =

√
11 · 2n ·mn · nn

(ε− 1)n · η21 · 2n
− nn · wn

η1 · 2n
;

Ïîäñòàâëÿåì çàìåíó (4.171) è ïîëó÷àåì

ε =
2923

15846
·wλ1 ⇒ Fcn/n1 =

√
11 · 2n ·mn · nn

(2923/15846 · wλ1 − 1)n · η21 · 2n
− n

n · wn

η1 · 2n
; (4.174)

Îöåíèâàåì F cn/n1 ñâåðõó, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (4.173);

Îïðåäåëåíèå 57. λ2 ≡ logwm;

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 57 (m = wλ2) è íåðàâåíñòâà (4.163) âèäà η > 0.5846/n,

íåðàâåíñòâî (4.174) ïðèíèìàåò âèä

Fnc/n1 ⩽

[ √
11 · 2n · wλ2n · nn

(2923/15846 · wλ1 − 1)n · 2n
√
11 · 0.5846/n · 2n

− nn · wn

2n

]
0.5846−1n

2n
√
11

;

(4.175)

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (4.175) îöåíèâàåì c ñâåðõó. Èìååì

c ⩽
n1

n(λ2 + 1)
logw

[ √
11 · 2n · wλ2n · nn

(2923/15846 · wλ1 − 1)n · 2n
√
11 · 0.5846/n · 2n

− nn · wn

2n

]
+

+ logw
0.5846−1n

2n√11
;

(4.176)
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×òîáû íàéòè max çíà÷åíèå w, ïîäñòàâèì îöåíêó (4.176) è çàìåíó m = wλ2 â

óðàâíåíèå èç ëåììû 4.1; Ïî ëåììå 4.1 è ïî îïðåäåëåíèþ 43 èìååì

x+ y = Cn; x = wn + n · p; y = mn + n · p; p ≡ m · w ·A; A = CD ⇒

⇒ F ≡ m · w ⇒ mn + wn + 2nFCD = Cn ⇔ mn + wn = Cn − 2nFCD; (4.177)

Ïî îïðåäåëåíèþ 56

Cn1 = 11n1/(2n) · Fc; c > n/2; D = η · Fc− 1;

Ïîýòîìó ìîæíî ïðîäîëæèòü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî (4.177) è ïîëó÷èòü

wλ2n+wn = C(Cn1−2nFD)⇔ wλ2n+wn =
2n
√
11F c/n1 ·

(
11n1/(2n)F c−2n ·ηF c

)
;

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìîæíî âûíåñòè îáùèé ìíîæèòåëü çà ñêîáêó è ïîëó÷èòü

wλ2n + wn =
2n√

11Fcn/n1 ·
(
11n1/(2n) − 2n · η

)
; (4.178)

Íî ìîæíî ïîäñòàâèòü íåðàâåíñòâî (4.163) âèäà η > 0.5846/n â ðàâåíñòâî (4.178)

è ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

wλ2n + wn ⩽ 1.116Fcn/n1 ·
(
11n1/(2n) − 1.1692

)
; (4.179)

Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (4.176) â íåðàâåíñòâî (4.179), òîëüêî ñíà÷àëà åãî íàäî

ïðåîáðàçîâàòü, èìååì

wλ2n + wn ⩽ 1.116Fcn/n1 ·
(√

11− 1.1692
)
⇒ wλ2n + wn ⩽ 2.397Fcn/n1 ;

Ïî îïðåäåëåíèþ 43 F ≡ m · w ⇒ ñ ó÷¼òîì çàìåíû m = wλ2 ⇒ F = wλ2+1 ⇒

⇒ mn + wn ⩽ 2.397Fcn/n1 ; wλ2n + wn ⩽ 2.397w(λ2+1)cn/n1 ;

Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (4.176) âèäà

c ⩽
n1

n(λ2 + 1)
logw

[ √
11 · 2n · wλ2n · nn

(2923/15846 · wλ1 − 1)n · 2n
√
11 · 0.5846/n · 2n

− nn · wn

2n

]
+

+ logw
0.5846−1n

2n√11

â ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåòñÿ

wλ2n + wn ⩽ 2.397

[√
11 · 2n · wλ2n · 5.421nn

2n
(
wλ1 − 5.421

)
0.5846

− wn · nn

2n

]
n

0.5846
; (4.180)

Â ñèëó çàìåíû (4.171) âèäà

ε = 2923/15846 · wλ1 ; λ1 ⩾ n2;
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è óñëîâèè w ⩾ 3 âåðíà îöåíêà

w ⩾ 3; n ⩾ 11; wn2 − 5.421 ⩾ 0.9996wn2 ⇒ wλ1 − 5.421 ⩾ 0.9996wλ1 ; (4.181)

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî (4.180), èñïîëüçóÿ îöåíêó (4.181), îíî ïðèìåò âèä

wλ2n

(
1−
√
11 · 5.421nn · 2.397n
0.9996 · 0.58462wλ1

)
+ wn

(
1 +

nn

2n
· n

0.5846

)
⩽ 0⇒

⇒ −wλ2n ·
√
11 · 5.421nn · 2.397n
0.9996 · 0.58462wλ1

+ wn · n
n

2n
· n

0.5846
⩽ 0⇒

⇒ −73.749wλ2n

wλ1
+
wn

2n
⩽ 0⇔ wn−λ2n+λ1 ⩽ 73.749 · 2n; (4.182)

Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (4.171) âèäà λ1 ⩾ n2 â íåðàâåíñòâî (4.182), èìååì

w2n−2−λ2n ⩽ 73.749 · 2n; (4.183)

Ò. ê. ñëó÷àé m > w ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåòñÿ, ñ ó÷¼òîì çàìåíû m = wλ2 , òî

λ2 > 1⇒ èç íåðàâåíñòâà (4.183) èìååì

wn2 ⩽ 73.749 · 2n ⇒ w ⩽ 2n/n2 · n2
√
73.749⇒ n ⩾ 11; w ⩽ 2 · 9

√
73.749⇒ w ⩽ 3;

(4.184)

Â íåðàâåíñòâå (4.184) íàïèñàíî òî, ÷òî íàäî áûëî ïîëó÷èòü.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 4.11 äîêàçàíà. ■

Òåïåðü çàäà÷à�äîêàçàòü, ÷òî m, C�îãðàíè÷åíû ñâåðõó.

Ëåììà 4.12. Âîçìîæíû òîëüêî äâà ñëó÷àÿ: ëèáî w = 1 è òîãäà

m = 4; m = 8; C ⩽ 3,

ëèáî w = 3 è òîãäà

m = 4; m = 8; C ⩽ 7;

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ, ÷òî îöåíèâàåì ÷èñëî c ñíèçó, çàòåì ýòó îöåíêó

ïîäñòàâëÿåì â îöåíêó ÷èñëà F ñâåðõó è âûâîäèì, ÷òî F�îãðàíè÷åííîå ÷èñëî.

Íî ïî îïðåäåëåíèþ 43 F ≡ m · w ⇒ m, w�îãðàíè÷åííûå ÷èñëà.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè y > x; Äëÿ ñëó÷àÿ y < x äåëàåì çàìåíû y → x,

x→ y, m→ w, w → m è ïîëó÷àåì òî æå ñàìîå.

Ïî îïðåäåëåíèþ 56 è ëåììå 4.4 ñîîòâåòñòâåííî ñïðàâåäëèâî

Cn1 = 11n1/(2n) · F c; c > n/2; D = η · F c−1; Dn ⩽ ξyn3 ; ξ < 4n/nn1 ;

(4.185)

Äàëåå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ â ñèëó ëåììû 4.10: ëèáî w = 1, ëèáî w = 3;

1) Ïóñòü w = 1;

Ïî ëåììå 4.1 y = mn + np; ïî ëåììå 4.10 w = 1 ⇒ y = Fn + np; p ≡ m ·
wA; A = CD ⇒ ïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4.185) è ïîëó÷àåì

y = Fn +
2n√

11 · n · η · Fc+ c/n1 ⇔ y = Fn +
2n√

11 · n · ηFnc/n1 ; (4.186)
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×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, íàäî îöåíèòü Fn− nc/n1 ñâåðõó ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Â ñèëó ëåììû 4.11

mn + wn ⩽ 2.397Fcn/n1 ⇒ Fn− nc/n1 ⩽ 2.3948; (4.187)

Èç ñîîòíîøåíèé (4.186) è (4.187) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Fn ⩽ 2.3948Fnc/n1 ⇒ y ⩽

(
2.4 +

22
√
11 · 107

√
11

607

)
Fnc/n1 ⇔ y ⩽ 3.052Fnc/n1 ;

(4.188)

Áëàãîäàðÿ îöåíêå èç ëåììû 4.11 âèäà η > 0.5846/n è íåðàâåíñòâó (4.188) ïîÿâè-

ëàñü âîçìîæíîñòü îöåíèòü D êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó, çàòåì ñîñòàâèòü íåðàâåí-

ñòâî âèäà min D ⩽ maxD è ñ ïîìîùüþ íåãî âûâåñòè, ÷òî m, C�îãðàíè÷åííûå

÷èñëà. Îöåíêà D ñâåðõó ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (4.188) è ñîîòíîøå-

íèé (4.185) âèäà

Dn ⩽ ξ · yn3 ; ξ <
4n

nn1
⇒ Dn ⩽

4n

nn1
·
(
3.052Fnc/n1

)n3

; (4.189)

Îöåíêà D ñíèçó ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ îöåíêè èç ëåììû 4.11 âèäà η > 0.5846/n

è ñîîòíîøåíèé (4.185), èìååì

D = η · F c−1; η > 0.5846/n⇒ Dn ⩾

(
0.548

n

)n

· Fnc− n; (4.190)

Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâ (4.189) è (4.190) ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùåå íåðà-

âåíñòâî è çàòåì ðåøèòü åãî îòíîñèòåëüíî F ;(
0.548

n

)n

· Fnc− n ⩽
4n

nn1
·
(
3.052Fnc/n1

)n3

⇔

⇔ 0.548nFnc− n ⩽ 4n2 · 3.052n3Fn · n3c/n1 ;

Ò. ê.

n− n · n3
n1

=
n · n1 − n · n3

n1
=

n

n1
(n1 − n3) =

2n

n1
;

òî ìîæíî ïðîäîëæèòü ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è ïîëó÷èòü

⇔ 0.548nF2n · c/n1 − n ⩽
4n2

3.0523
· 3.052n ⇔ F2n · c/n1 − n ⩽ 0.1408n2 · 5.57n;

(4.191)

Òåïåðü åñòü âîçìîæíîñòü îöåíèòü ÷èñëî c ñíèçó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî ëåì-

ìå 4.11 ñïðàâåäëèâî

mn + wn ⩽ 2.397Fcn/n1 ;

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé w = 1, èìååì ñëåäóþùåå

Fn + 1 ⩽ 2.397Fcn/n1 ⇒ 2.397Fcn/n1 ⩾ Fn ⇔ logF 2.397 + c · n/n1 ⩾ n⇔

⇔ c ⩾ n1 −
n1
n

logF 2.397⇔ c ⩾

(
1− 1

n log2.397 F

)
n1 ⇒
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⇒ c ⩾

(
1− 1

11 log2.397 4

)
n1 ⇒ c ⩾ (1− 0.05732)n1 ⇒ c ⩾ 0.94267n1; (4.192)

Ïîäñòàâèì îöåíêó (4.192) â íåðàâåíñòâî (4.191), èìååì

F0.88534n ⩽ 0.1408n2 · 5.57n ⇒ F0.88534 ⩽
n
√
0.1408n2 · 5.57 ⩽ 112/11 · 5.57 ⩽

⩽ 8.614⇒ F ⩽ 11.4⇒ m = 4; m = 8; w = 1; (4.193)

Äîëæíî áûòü F ⩾ 4 ⇒ ñ ïîìîùüþ îöåíêè (4.191) îöåíèâàåì ÷èñëî c ñâåðõó.

Èìååì

F2n · c/n1 − n ⩽ 0.1408n2·5.57n ⇒ 2n · c
n1
−n ⩽ n·logF 5.57+logF 0.1408+2 logF n;

Ïðîäîëæàåì óïðîùàòü ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

c ⩽
n1
2n
· (n+ n · logF 5.57 + logF 0.1408 + 2 logF n) ; (4.194)

Çàïèñûâàåì îöåíêó (4.194) ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà, èìååì

c ⩽ logF

√
(Fn · 5.57 · 0.1408 · n2)

n1/n; (4.195)

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (4.195) è îïðåäåëåíèå 56 åñòü âîçìîæíîñòü íàéòè îãðàíè÷å-

íèÿ íà ÷èñëî C; Èìååì (n ⩾ 11 ïî óñëîâèþ òåîðåìû 3)

Cn1 = 11n1/(2n) · F c ⇒ Cn1 ⩽
√
11 ·

√
(Fn · 5.57 · 0.1408 · n2)

n1/n;

Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (4.193) âèäà F ⩽ 11.4⇒ F ⩽ 11 è ïîëó÷àåì (n ⩾ 11)

⇒ Cn1 ⩽ 2.938 · 11n1/2 · n⇒ C ⩽
√
11 · 10

√
3⇒ C ⩽ 3; (4.196)

Îöåíêà (4.196)�òî, ÷òî íàäî áûëî ïîëó÷èòü.

2) Ïóñòü w = 3;

Ïî ëåììå 4.1 y = mn + np; ïî ëåììå 4.10 w = 3 ⇒ y = Fn/3n + np; p ≡
m · wA; A = CD ⇒ ïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4.185) âèäà

Cn1 = 11n1/(2n) · F c; c > n/2; D = η · F c−1; Dn ⩽ ξyn3 ; ξ < 4n/nn1

è ïîëó÷àåì

y = mn +
2n
√
11 · n · η · Fc+ c/n1 ⇔ y = mn +

2n√
11 · n · ηFnc/n1 ; (4.197)

×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, íàäî îöåíèòü mn ñâåðõó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â

ñèëó ëåììû 4.11

mn + wn ⩽ 2.397Fcn/n1 ⇒ mn ⩽ 2.397Fcn/n1 ; (4.198)

Èç ñîîòíîøåíèé (4.197) è (4.198) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

y = 2.397Fcn/n1 +
2n
√
11 · n · ηFnc/n1 ⇔ y ⩽

(
2.397 +

2n
√
11 · n · η

)
Fnc/n1 ;

(4.199)
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Áëàãîäàðÿ îöåíêå èç ëåììû 4.11 âèäà η > 0.5846/n è íåðàâåíñòâó (4.199) ïîÿâè-

ëàñü âîçìîæíîñòü îöåíèòü D êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó, çàòåì ñîñòàâèòü íåðàâåí-

ñòâî âèäà min D ⩽ maxD è ñ ïîìîùüþ íåãî âûâåñòè, ÷òî m, C�îãðàíè÷åííûå

÷èñëà. Îöåíêà D ñâåðõó ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (4.199) è ñîîòíîøå-

íèé (4.185) âèäà

Dn ⩽ ξyn3 ; ξ < 4n/nn1 ⇒ Dn ⩽
4n

nn1
·
[(

2.397 +
2n√

11 · n · η
)
Fnc/n1

]n3

;

(4.200)

Îöåíêà D ñâåðõó ïî÷òè ãîòîâà. Ïîäñòàâëÿåì íåðàâåíñòâî èç ëåììû 4.11 âèäà

η <
√
11/(2n) â íåðàâåíñòâî (4.200), èìååì

Dn ⩽
4n

nn1
·
[(

2.397 +
2n√

11 ·
√
11/2

)
Fnc/n1

]n3

⇒ Dn ⩽
4n

nn1
·
[
4.247Fnc/n1

]n3

;

(4.201)

Îöåíêà Dn ñíèçó ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ îöåíêè èç ëåììû 4.11 âèäà η > 0.5846/n

è ñîîòíîøåíèé (4.185), èìååì

D = η · F c−1; η > 0.5846/n⇒ Dn ⩾

(
0.548

n

)n

· Fnc− n; (4.202)

Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâ (4.201) è (4.202) ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùåå íåðà-

âåíñòâî è çàòåì ðåøèòü åãî îòíîñèòåëüíî F ;(
0.548

n

)n

· Fnc− n ⩽
4n

nn1
·
(
4.247Fnc/n1

)n3

⇔

⇔ 0.548nFnc− n ⩽ 4n2 · 4.247n3Fn · n3c/n1 ;

Ò. ê.

n− n · n3
n1

=
n · n1 − n · n3

n1
=

n

n1
(n1 − n3) =

2n

n1
,

òî ìîæíî ïðîäîëæèòü ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è ïîëó÷èòü

0.548nF2n · c/n1 − n ⩽
4n2

4.2473
· 4.247n ⇔

⇔ F2n · c/n1 − n ⩽ 0.1408n2 · 4.4n; (4.203)

Òåïåðü åñòü âîçìîæíîñòü îöåíèòü ÷èñëî c ñíèçó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî ëåì-

ìå 4.11 ñïðàâåäëèâî

mn + wn ⩽ 2.397Fcn/n1 ;

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé w = 3, èìååì ñëåäóþùåå

Fn/3n + 3n ⩽ 2.397Fcn/n1 ⇒ 2.397Fcn/n1 ⩾
Fn

3n
⇔ logF 2.397 + c · n/n1 ⩾

⩾ n−n logF 3⇔ c ⩾ n1−n1 logF 3− n1
n

logF 2.397⇔ c ⩾

(
1− 1

n log7.191 F

)
n1 ⇒

⇒ c ⩾

(
1− 1

11 log7.191 4

)
n1 ⇒ c ⩾ (1− 0.12938)n1 ⇒ c ⩾ 0.870627n1; (4.204)
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Ïîäñòàâèì îöåíêó (4.204) â íåðàâåíñòâî (4.203), èìååì

F0.88534n ⩽ 0.1408n2 · 4.4n ⇒ F0.88534 ⩽
n
√
0.1408n2 · 4.4 ⩽

⩽ 112/11 · 4.4 ⩽ 8.614⇒ F ⩽ 11.4⇒ m = 4; m = 8; w = 3; (4.205)

Äîëæíî áûòü F ⩾ 4 ⇒ ñ ïîìîùüþ îöåíêè (4.203) îöåíèâàåì ÷èñëî c ñâåðõó.

Èìååì

F2n · c/n1 − n ⩽ 0.1408n2 ·4.4n ⇒ 2n · c
n1
−n ⩽ n · logF 4.4+logF 0.1408+2 logF n;

Ïðîäîëæàåì óïðîùàòü ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

2n · c
n1

⩽ logF
(
0.1408 · n2 · 4.4n · Fn

)
⇒ c ⩽

n1
2n
· logF

(
0.1408 · n2 · 4.4n · Fn

)
;

(4.206)

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (4.206) è îïðåäåëåíèå 56 (âûïèñàíî íèæå), åñòü âîçìîæíîñòü

íàéòè îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî C; Èìååì (n ⩾ 11)

Cn1 = 11n1/(2n) · F c ⇒ Cn1 ⩽
√
11 ·

√
(0.1408 · n2 · 4.4n · Fn)

n1/n;

Ïðîäîëæàÿ ïîëó÷àåì (n ⩾ 11)

Cn1 ⩽ 1.361

√
(n2 · 4.4n · Fn)

n1/n ⇒ C ⩽ 1.032
2n
√
n2 · 4.4n · Fn; (4.207)

Â ñèëó îöåíêè (4.205) F ⩽ 11.4⇒ F ⩽ 11⇒ ìîæíî ïðîäîëæèòü îöåíêó (4.207)

è ïîëó÷èòü

C ⩽ 1.032
2n
√
n2 · 4.4n · 11n ⇔ C ⩽ 1.032

2n
√
n2 ·
√
48.4⇒ C ⩽ 7; (4.208)

Îöåíêà (4.208)�òî, ÷òî íàäî áûëî ïîëó÷èòü.

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Çíà÷èò ëåììà 4.12 äîêàçàíà. ■

Äàëüøå óæå ïðîñòî. Ïî ëåììå 4.1 ñïðàâåäëèâî

x = wn + np; y = mn + np; p ≡ m · w ·A; A = CD x+ y = Cn ⇒

⇒ mn + wn + 2n · p = Cn ⇔ n · p = Cn −mn − wn

2
; (4.209)

Óðàâíåíèå (4.1) âèäà xn + yn = zn ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü áëàãîäàðÿ âûøåíàïè-

ñàííûì ñîîòíîøåíèÿì ê âèäó

xn + yn = zn ⇔ (wn + n · p)n + (mn + n · p)n = (mn + wn + n · p)n; (4.210)

Ïîäñòàâèì óðàâíåíèå (4.209) â óðàâíåíèå (4.210), èìååì(
Cn −mn + wn

2

)n

+

(
Cn − wn +mn

2

)n

=

(
Cn +mn + wn

2

)n

; (4.211)

Ïîñëå óïðîùåíèÿ óðàâíåíèå (4.211) ïðèìåò âèä

(Cn −mn + wn)
n
+ (Cn − wn +mn)

n
= (Cn +mn + wn)

n
; (4.212)
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àè ëåììû 4.12 ïî î÷åðåäè.

1) m = 4; m = 8; w = 1; C = 3;

Ïî ëåììå 4.1

y = mn + np; x = wm + np⇒ 4n + 1n + 2np = Cn ⩽ 3n ⇔ ∅;

2) m = 8; w = 3; C = 5;

Ïî ëåììå 4.1

y = mn + np; x = wm + np⇒ 8n + 3n + 2np = Cn ⩽ 5n ⇔ ∅;

3) m = 4; w = 3; C = 5 ;

Ïî ëåììå 4.1

y = mn+np; x = wm+np; p ≡ m·wA⇒ 4n+3n+24nA = 5n ⇒ 3 | 5n−4n ⇒ ∅;

4) m = 4; w = 3; C = 7;

Óðàâíåíèå (4.212) ïðèìåò âèä

n

√
(7n − 4n + 3n)

n
+ (7n − 3n + 4n)

n − (7n + 4n + 3n) = 0; (4.213)

Ïðåäåë ôóíêöèè f(n) â Ë× óðàâíåíèÿ (4.213) ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî ïðîâå-

ðÿåòñÿ â Wolfram Mathematica, çíà÷èò ∅;
Ïîøàãîâûé âûâîä àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(n) â Ë× óðàâíå-

íèÿ (4.213) ïðè n→∞:

1. Âûíåñåíèå ñòàðøåãî ñëàãàåìîãî èç-ïîä çíàêà êîðíÿ. Äëÿ àíàëèçà ïîâåäå-

íèÿ ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ ïðè n→∞ âûíåñåì ñòàðøèé ÷ëåí 7n èç êàæäîé

ñêîáêè, èìååì

7n − 4n + 3n = 7n
(
1−

(
4

7

)n

+

(
3

7

)n)
;

7n − 3n + 4n = 7n
(
1 +

(
4

7

)n

−
(
3

7

)n)
;

Ââåäåì áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó zn, òàêóþ ÷òî ïðè n → ∞ îíà ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ.

zn ≡
(
4

7

)n

−
(
3

7

)n

;

Òîãäà ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

[7n(1− zn)]n + [7n(1 + zn)]
n
= 7n

2

[(1− zn)n + (1 + zn)
n] ;

Èçâëåêàÿ âíåøíèé êîðåíü n-é ñòåïåíè, ïîëó÷àåì ïåðâóþ ÷àñòü èñõîäíîé ôóíê-

öèè â âèäå

n

√
7n2 [(1− zn)n + (1 + zn)n] = 7n [(1− zn)n + (1 + zn)

n]
1/n

;

2. Ðàçëîæåíèå ïîäêîðåííîé ñóììû ïî ôîðìóëå Òåéëîðà. Èñïîëüçóÿ áèíîìè-

àëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ âûðàæåíèé (1− zn)n è (1 + zn)
n, çàìåòèì, ÷òî ÷ëåíû ñ

íå÷¼òíûìè ñòåïåíÿìè zn âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ, ïîëó÷àåòñÿ

(1− zn)n = 1− nzn +
n(n− 1)

2
z2n −

n(n− 1)(n− 2)

6
z3n + . . . ;
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(1 + zn)
n = 1 + nzn +

n(n− 1)

2
z2n +

n(n− 1)(n− 2)

6
z3n + . . . ;

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðÿäû, èìååì

(1−zn)n+(1+zn)
n = 2+n(n−1)z2n+O(n4z4n) = 2

(
1 +

n(n− 1)

2
z2n +O(n4z4n)

)
;

3. Èçâëå÷åíèå êîðíÿ ñòåïåíè n. Ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ (1+u)1/n =

1 +
1

n
u+O(u2) ïðè u→ 0, ïîëó÷àåòñÿ

[
2

(
1 +

n(n− 1)

2
z2n +O(n4z4n)

)]1/n
=

= 21/n
(
1 +

1

n
· n(n− 1)

2
z2n +O(n3z4n)

)
= 21/n

(
1 +

n− 1

2
z2n +O(n3z4n)

)
;

Óìíîæàÿ ðåçóëüòàò íà 7n, ïðåîáðàçóåì óìåíüøàåìîå èñõîäíîé ôóíêöèè ê âèäó

7n · 21/n + 21/n · n− 1

2
· 7nz2n + . . . ;

Ðàñïèøåì âåëè÷èíó 7nz2n êàê

7nz2n = 7n
[(

4

7

)n

−
(
3

7

)n]2
= 7n

[
16n

49n
− 2

12n

49n
+

9n

49n

]
⇒

⇒ 7nz2n =

(
16

7

)n

− 2

(
12

7

)n

+

(
9

7

)n

;

4. Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà. Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â

èñõîäíóþ ôóíêöèþ f(n), âû÷èòàÿ ñëàãàåìîå (7n + 4n + 3n), èìååì

f(n) = 7n
(
21/n − 1

)
− 4n − 3n + 21/n · n1

2

[(
16

7

)n

− 2

(
12

7

)n

+

(
9

7

)n]
+ . . . ;

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ýêñïîíåíòû âèäà

21/n = e1/n ln 2 = 1 +

∞∑
k=1

lnk 2

k! · nk
,

ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä â âèäå

f(n) = 7n

(
ln 2

n
+

ln2 2

2n2
+ · · ·+ lnk 2

k!nk
+ . . .

)
− 4n − 3n +

n1
2
·

·21/n
[(

16

7

)n

− 2

(
12

7

)n

+

(
9

7

)n]
+ . . . ;

5. Àíàëèòè÷åñêàÿ îöåíêà ôóíêöèè ïðè n ⩾ 11. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

àðãóìåíòà (n ⩾ 11) ãëàâíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ 1/n · 7n ln 2 ìíîãî áîëüøå âñåõ
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îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Äëÿ ïðèáëèæ¼ííûõ âû÷èñëåíèé ñïðàâåäëèâà àñèìïòî-

òè÷åñêàÿ îöåíêà âèäà

f(n) ≈ 7n
(
ln 2

n
+

ln2 2

2n2

)
− 4n − 3n;

Ò. ê. ïðè âñåõ n ⩾ 11 âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

f(n) >
7n · 0.693

n
− 4n − 3n > 0,

òî ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ëèøü ïîëîæèòåëüíûå, ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàþùèå

çíà÷åíèÿ, è èñõîäíîå óðàâíåíèå (4.213) âèäà f(n) = 0 íå èìååò ðåøåíèé â ýòîé

îáëàñòè.

Ñëó÷àé

∣∣∣∣ −r572r31

∣∣∣∣ ⩾ ∣∣∣∣ − 3
√
2r5

12r1 3
√
r6

∣∣∣∣ ðàññìîòðåí.
II)

∣∣∣∣ −r572r31

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ − 3
√
2r5

12r1 3
√
r6

∣∣∣∣;
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó∣∣∣∣ −r572r31

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ − 3
√
2r5

12r1 3
√
r6

∣∣∣∣⇔ r5
72r31

<
3
√
2r5

12r1 3
√
r6
⇔ r

2/3
5

(r6
2

)1/3
⩽ 6r21; (4.214)

Òîãäà, ðàç ïî ëåììå 4.8 è R2 áûëî âûáðàíî òàê, ÷òî R2 < 0, òî
R2 ⩾

− 3
√
2r5

3
√
r6 · 12r1

,

R2 ⩾
−2r5
144r31

⇒ |R2| <
r5

72r31
⇒

|R2| = λ · r5
72r31

,

0 < λ < 1
(4.215)

Ñíà÷àëà íàäî îöåíèòü λ èç ñîîòíîøåíèé (4.215) ñâåðõó òî÷íåå. Ïîäñòàâèì

ñîîòíîøåíèÿ (4.215) â óðàâíåíèå èç ëåììû 4.8 âèäà

r5
√
r6

32 · 27r31
+
R2
√
r6

12
= −R3

2r6
√
r6;

Ïîëó÷àåòñÿ

r5
32 · 27r31

− λ · r5
72 · 12r31

−R2
2r6 · λ ·

r5
72 · 12r31

= 0⇔ (4.216)

⇔ 1− λ−
(
λ · r5

72r31

)2

r6 · λ = 0; (4.217)

Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (4.214) â óðàâíåíèå (4.217), èìååì íåðàâåíñòâî

1− λ− r6λ ·
λ2

722
·

(
12
√
3

√
r6

)2

⩽ 0⇔ 1− λ− 1/12 · λ3 ⩽ 0; (4.218)

Åñëè ðåøèòü íåðàâåíñòâî (4.218), òî áóäåò îöåíêà

λ < 0.93; (4.219)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, λ ìîæíî íàéòè êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ (4.216), èìååì

λ =
(
1 +R2

2r6
)−1

; (4.220)

Ïî ëåììå 4.9

(2r1)
2 = 4r21r

2
2(R

2
1 −R2

2r6)⇔ R2
1 −R2

2r6 = 1/9; (4.221)

Ïîäñòàâèì óðàâíåíèå (4.221) â óðàâíåíèå (4.220), èìååì

R2
1 −R2

2r6 = 1/9⇔ R2
2r6 = R2

1 − 1/9⇔ λ =
(
R2

1 + 8/9
)−1

; (4.222)λ =
(
R2

1 + 8/9
)−1

, λ < 0.93, ← (4.222), (4.219)

R1 =
T + 2/3

2
← Ëåììà 4.9

⇒

{
R2

1 < 52/279,

T < 0.196769

(4.223)

Ëåììà 4.13. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x > y; Äëÿ ñëó÷àÿ x < y äåëà-

åì çàìåíû x → y, y → x; Åñëè T çàäà¼òñÿ ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ, èñïîëüçóÿ

ñîîòíîøåíèÿ

x = R cos y; y = R sin t; z =
n
√
cosn t+ sinn t,

òî

∀ n ⩾ 11 :
∂T

∂n
> 0; ïðè n = 11⇒ ∂T

∂t
> 0;

È

T (t, n) =
sin2 t+ cos2 t− (cosn t+ sinn t)

2/n

2 sin t cos t
;

Äëÿ ñëó÷àÿ x < y ýòî òîæå âåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì, ÷òî
∂T

∂n
> 0;

Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíóþ íàïðÿìóþ, èñïîëüçóÿ òåðåìó î äèôôåðåíöèðîâàíèè

ñëîæíîïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè.

∂T

∂n
= − ∂

∂n

cosn t+ sinn t

sin 2t
=

−2
n sin 2t

(cosn t+ sinn t)
2/n−1 · (cosn t · ln cos t+ sinn t·

· ln sin t)⊖ (cosn t+ sinn t)
2/n ·

[
−2

sin 2tn2

]
· ln (cosn t+ sinn t) =

2

n2 sin 2t
(cosn t+

+sinn t)
2/n−1 · [−n (cosn t ln cos t+ sinn t ln sin t)⊕ (cosn t+ sinn t) ·

· ln (cosn t+ sinn t)]⇔ ∂T

∂n
=

2

n2 sin 2t
(cosn t+ sinn t)

2/n−1 ·

·

cosn t (− ln cosn t+ ln [cosn t+ sinn t])︸ ︷︷ ︸
>0

+sinn t (ln [cosn t+ sinn t]− ln sinn t)︸ ︷︷ ︸
> 0

 ;

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äåëàåì âûâîä

∂T

∂n
> 0; (4.224)
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×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

2) Äîêàæåì, ÷òî
∂T

∂t
> 0;

Äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü íà ãðàôèê ôóíêöèè T (t, n) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíè-

ÿõ n ⩾ 11 è óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà âîçðàñòàåò íà t ∈ [0; π/4] ; Ëèáî ïîñ÷èòàòü

ïðîèçâîäíóþ è óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà ïîëîæèòåëüíàÿ.

ν ≡ tan t⇒ T (ν, n) =
ν2 + 1− (1 + νn)

2/n

2ν
; ν ∈ [0; 1]; (4.225)

Äèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî (4.225) ïî ν, èìååì

∂T (ν, n)

∂ν
=
−1 + ν2 + 2

(
1 + νn

)2/n−1 −
(
1 + νn

)2/n
2ν2

; (4.226)

Íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî ×Ñ äðîáè (4.225) ïîëîæèòåëüíûé. Ò. ê. äàëåå áóäåò

îöåíèâàòüñÿ t ñâåðõó, òî íàäî íàéòè min çíà÷åíèå T , çíà÷èò â ñèëó íåðàâåíñòâà

(4.224) íàäî áðàòü n = 11; Ôóíêöèÿ
∂T (ν, n)

∂ν
èç ðàâåíñòâà (4.226) ïðè n = 11

ïîëîæèòåëüíàÿ ïðè t ∈ [0; π/4], ÷òî âèäíî èç ãðàôèêà (ñì. Ðèñ. 61);

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
ν

-0.2

0.2

0.4

∂T/∂ν

Ðèñ. 61. Ãðàôèê ôóíêöèè ∂T (ν, n)/∂ν ïðè n = 11;

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Ëåììà 4.13 äîêàçàíà. ■

Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå.{
∂T (ν, n)/∂n > 0, ← Ëåììà 4.13

n ⩾ 11, T < 0.196769 ← Ñîîòíîøåíèÿ (4.223)
⇒

{
n = 11,

ν < 0.39355
(4.227)

Äàëüøå íàäî îöåíèòü t ñíèçó êàê t > 0.001; Çàòåì ñäâèãàòü ãðàíèöó t âïðàâî,

êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ñëó÷àÿ z äåëèòñÿ íà n, äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå

ïðåâûñèò îöåíêó (4.227) âèäà t < arctan 0.39355 ≈ 0.375;

Íà ñàìîì äåëå, â ñëó÷àå n | z îöåíêà t > 0.001 è ãðàíèöà t ñäâèãàëàñü

âïðàâî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðàöèîíàëüíîñòè, ò. å. èñïîëüçîâàëàñü òîëüêî âå-

ùåñòâåííîñòü. Ñ ïîìîùüþ çàìåí ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðèâåñòè ñîîòíîøåíèÿ
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ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ n ∤ xyz ê âèäó èç ñëó÷àÿ n | z; Ýòî äàñò âîçìîæ-

íîñòü âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ îöåíêè t > 0.001 è ìåòîäîì ñäâèãà

ãðàíèöû t âïðàâî èç ñëó÷àÿ n | z;

Îïðåäåëåíèå 58.{
c0 ≡ C/2 · n

√
n, θ0 ≡ D0F/c

n1
0 , Dn

0 ≡ Dn · nn1 , D0 ∈ R+,

KD0 ≡ D0/c
n3
0 , Km0 ≡ m/c0, Kw0 ≡ w/c0

Îïðåäåëåíèå 59.

ξ0 ≡ Dn
0 /x

n3 , åñëè x > y; ξ0 ≡ Dn
0 /y

n3 , åñëè x < y;

Ëåììà 4.14. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x > y, òîãäà âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

Kn
D0 = (Kn

w0 + 2θ0)
n3ξ0, x+ y = (2c0)

n/n,

Dn
0 = ξ0 · xn3 , np = 2θ0c

n
0 , c0 ∈ R+,

F = θ0c
2
0/KD0, Km0 =

θ0
Kw0KD0

, D0 ∈ R+,

Kn
w0 ⩾ 2

(
2n2

n
− θ0

)
, Kn

w0 ⩽ 4

(
2n2

n
− θ0

)


θ0 ∈

(
0;

2n2

n

)
,

ξ0 ∈ (1; 4n) ,

Kn
w0 +Kn

m0 = 4

(
2n2

n
− θ0

)


Kn

D0 ⩾

(
2n1

n

)n3

,

Kn
D0 ⩽ 4n ·

(
2n

n
− 2θ0

)n3


Kn

w0 ⩾ 4

(
2n2

n
− θ0

)
− θn0 · (2n1/n− 2θ0)

−1(
2n1

n

)n3
,

Kn
w0 ⩽ 4

(
2n2

n
− θ0

)
− θn0 · (2n2/n− θ0)−1

4 · 4n(2n/n− 2θ0)n3

Êðîìå òîãî, ξ < 1.23 ïðè x = R cos t; y = R sin t; t < 0.39355;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ 58 è ëåììå 4.1

c0 ≡ C/2 · n
√
n; x+ y = Cn ⇒ x+ y = (2c0)

n/n; c0 ∈ R+; (4.228)

Ïî ëåììå 4.1, îïðåäåëåíèþ 58, èìååì

p ≡ m · wCD; c0 ≡ C/2 · n
√
n; Dn

0 ≡ Dn · nn1 ⇒ C =
2c0
n
√
n
; D =

D0

n
· n
√
n;

(4.229)

Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (4.229) â îïðåäåëåíèå ÷èñëà p, îíî ïðèìåò âèä

p ≡ m · wCD ⇒ p = m · w · 2c0
n
√
n
· D0

n
· n
√
n⇔ np = m · w · 2c0 ·D0; (4.230)

Èç îïðåäåëåíèÿ 58, îïðåäåëåíèÿ 43 è ðàâåíñòâà (4.230) ïîëó÷àåì

θ0 ≡ D0F/c
n1
0 ; F ≡ m ·w; np = m ·w ·2c0 ·D0 ⇒ np = 2c0 ·FD0 ⇒ np = 2θ0c

n
0 ;

(4.231)

Ïî ëåììå 4.1 è îïðåäåëåíèþ 58 èìååì (x > y){
x = wn + np, Kw0 ≡ w/c0, np = 2θ0c

n
0 ,

y = mn + np, Km0 ≡ m/c0
⇒

{
x+ y =

(
Kn

w0 +Kn
m0 + 4θ0

)
cn0 ,

Kw0 > Km0

(4.232)
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Â ñîîòíîøåíèÿõ (4.232) è (4.228) âûðàæåíèå x+ y çàïèñàíî äâóìÿ ñïîñîáàìè,

ïîýòîìó

(
Kn

w0 +Kn
m0 + 2 · 2θ0

)
cn0 = (2c0)

n/n⇒ Kn
w0 +Kn

m0 = 4

(
2n2

n
− θ0

)
; (4.233)

Èç ðàâåíñòâà (4.233) è îïðåäåëåíèÿ 58 èìååì

θ0 ≡ D0F/c
n1
0 , Dn

0 ≡ Dn · nn1 ⇒ 0 < θ0 < 2n2/n; (4.234)

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áûëî âûáðàíî x > y, ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèé (4.232) èìå-

åì

Kw0 > Km0 ⇔


2Kn

w0 > Kn
m0 +Kn

w0,

Kn
w0 +Kn

m0 = 4

(
2n2

n
− θ0

) ⇔


Kn

w0 < 4

(
2n2

n
− θ0

)
,

Kn
w0 > 2

(
2n2

n
− θ0

)
(4.235)

Ïî ëåììå 4.1 è îïðåäåëåíèþ 58 èìååì (x > y)

x = wn + np, Kw0 ≡ w/c0, np = 2θ0c
n
0 ⇒ x = (Kn

w0 + 2θ0) c
n
0 ; (4.236)

Èç îïðåäåëåíèé 58, 59 èìååì

KD0 ≡ D0/c
n3
0 ; ξ0 ≡ Dn

0 /x
n3 ⇒ D0 = KD0 · cn3

0 ; Dn
0 = ξ0 · xn3 ; (4.237)

Ïðèðàâíèâàåì äâà ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà D0 èç ñîîòíîøåíèé (4.237),

èìååì

Kn
D0 · c

n · n3
0 = ξ0 · xn3 ; (4.238)

Ïîäñòàâèì ðàâåíñòâî (4.236) â óðàâíåíèå (4.238), èìååì

Kn
D0 · c

n · n3
0 = ξ0 · (Kn

w0 + 2θ0)
n3 cn · n3

0 ⇔ Kn
D0 = ξ0 · (Kn

w0 + 2θ0)
n3 ; (4.239)

Èç îïðåäåëåíèÿ 58 èìååì

θ0 ≡
D0F

cn1
0

; KD0 ≡
D0

cn3
0

⇒ D0 =
θ0 · cn1

0

F
= KD0 · cn3

0 ⇔ F =
θ0c

2
0

KD0
; (4.240)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 58 è ëåììû 4.1 èìååì{
Dn

0 ≡ Dn · nn1 ,

(x+ y − z)n = nn(x+ y)(z − x)(z − y)Dn
⇒ Dn

0 =
(x+ y − z)n

n(x+ y)(z − x)(z − y)
;

(4.241)

Èç ðàâåíñòâà (4.241) âèäíî, ÷òî ÷èñëîDn
0 èìååò òî÷íî òàêîé æå âèä, ÷òî è ÷èñëî

Dn èç ëåììû 1.1, çíà÷èò âñå îñòàëüíûå îöåíêè äîêàçûâàåìîé ñåé÷àñ ëåììû

âûâîäÿòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â ëåììå 1.4, ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ïåðåìåííûõ

Kn
w → Kn

w0; ξ → ξ0; Kn
D → Kn

D0; c→ c0; θ → θ0;

Âñå ñîîòíîøåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè ïîëó÷åíû. Ëåììà 4.14 äîêàçàíà. ■
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Ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 4.14 òàêèå æå, êàê â ëåììå 1.4 ñ òî÷íîñòüþ äî âûøåíà-

ïèñàííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 4.14 ïîçâîëÿþò ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî îöåíêà t > 0.001 è ñäâèã ãðàíèöû t âïðàâî äåëàåòñÿ òî÷íî òàê æå,

êàê â �3 äëÿ ñëó÷àÿ n | z, ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ïåðåìåííûõ

Kn
m → Kn

m0; Kn
w → Kn

w0; ξ → ξ0; Kn
D → Kn

D0; c→ c0; θ → θ0;

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå�îöåíêà (4.227) âèäà t < arctan 0.39355 ≈ 0.375 óæå ïî-

ëó÷åíà. Çíà÷èò ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó θ0 ñâåðõó òî÷íî òàê æå, êàê â ñëó÷àå

2 | z ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ò. å. äåëàåì çàìåíó θ → θ0 è ïîëó÷àåì

l ≡ z

x+ y
; l = 1− nθ0

2n1
; l =

n
√
1 + νn

1 + ν
; ν ≡ tan t;

∂l

∂n
< 0;

Òîãäà (
1−

n
√
1 + νn

1 + ν

)
2n1

n
= θ0 ⇒ θ0 ⩽ 0.15 · 2

n

n
∀ r4 ∈ R;

Ñëó÷àé

∣∣∣∣ −r572r31

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ − 3
√
2r5

12r1 3
√
r6

∣∣∣∣ ðàññìîòðåí.
Ñëó÷àé 2 | y ðàññìîòðåí.
Ñëó÷àé 2 | z ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî àíàëîãèè.
Òåîðåìà 3 äîêàçàíà. ■

� 5. Ñëó÷àé Âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà äëÿ ïîêàçàòåëåé 5 è 7

Òåîðåìà 4. Óðàâíåíèÿ

x7 + y7 = z7; x5 + y5 = z5

íå èìåþò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1 è òåîðåìå 3; Ò. å.

òîæå íàäî ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ n | xyz è n ∤ xyz äëÿ ïîêàçàòåëÿ n = 7 è

òîëüêî ñëó÷àé n | xyz äëÿ n = 5 â ñèëó òåîðåìû Ñîôè-Æåðìåí.

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà. ■

� 6. Ñëó÷àé Âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà äëÿ êóáîâ

Òåîðåìà 5. Óðàâíåíèå

x3 + y3 = z3

íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ çà ñ÷¼ò ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü N1, N2, N3 ∈ Q; Òîãäà ïóñòü

N3 = N1
3
√
3 +N2

3
√
9 = N3 ⇔ N1 = N2 = N3 = 0;

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñëó÷àÿ çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ è íå ïîõî-

æå íà ñëó÷àè n = 5, n = 7, n ⩾ 11;
Òåîðåìà 5 äîêàçàíà. ■
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Çàìå÷àíèå 23. Äîêàçàòåëüñòâî Âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà äëÿ n = 5 è n = 7

ìîæíî ïîñìîòðåòü â êíèãå Ï. Ðèáåíáîéìà [2]. Òàì èçëîæåíû äîêàçàòåëüñòâà

Äèðèõëå è Ëàìå.

Â ñâîåé êíèãå [1] Â. Ô. Ïàíîâ ðàññêàçûâàåò, ÷òî äàæå ñåãîäíÿ åñòü ñïåöèàëèñòû,

êîòîðûå õîòÿò ïîëó÷èòü äîêàçàòåëüñòâî Âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà ñ ïîìîùüþ

ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà âðåìåí Ôåðìà. Ïîýòîìó àâòîð ðåøèë ïîèñêàòü âòî-

ðîå å¼ äîêàçàòåëüñòâî.

� 7. Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü è áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó ôèçèêî- ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ôàêóëüòåòà

ÔÍ-2 ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, Ïóãà÷åâó Îëåãó Âñåâîëîäîâè÷ó, çà âíèìàòåëü-

íîå ïðî÷òåíèå ñòàòüè è öåííûå çàìå÷àíèÿ. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü

ïîñåòèòåëÿì ôîðóìà dxdy.ru çà ïîëåçíûå èäåè è çàìå÷àíèÿ.
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�A. Ñëó÷àé n | z è z ÷¼òíîå ÷èñëî

1.1. Èññëåäîâàíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé . I) Äîêàæåì, ÷òî â óòâåðæäå-

íèè 23 èìååò ìåñòî ôóíêöèÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ñ åäèíñòâåííîé

âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé (ñì. Ðèñ. 41), îïðåäåë¼ííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 54. L9(θ1, t, n) ≡ Kn
D(θ1, t, n)−minKn

D(θ1, n);

Kn
D(θ1, t, n)← Ñîîòíîøåíèÿ (A.1); minKn

D(θ1, n)← Ñîîòíîøåíèÿ (A.2);

È çàäàâàåìàÿ íèæåñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè.

Çàìå÷àíèå 24. Â íèæåñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ ôóíêöèè â ïàðàõ l, l(t),

δ, δ(t), θ, θ(t) ðàçíûå. Ò. å. ôóíêöèè,ó êîòîðûõ íàïèñàí arg t ïîäñòàâëÿþòñÿ

òîëüêî â ôóíêöèè, ó êîòîðûõ ÿâíî íàïèñàí arg t; Ôóíêöèè áåç arg t ïîäñòàâëÿ-

þòñÿ òîëüêî â ôóíêöèè, ó êîòîðûõ íå íàïèñàí arg t;

Kn
D =

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn + 1θn1(δθ)n)

S18 + S19
,

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2δθ)n + 4nθ(δθ)n,

h = 1 + θ

(
δ

[
1− nθ

2n1

]
− n

2n1

)
, ← Óòâåðæäåíèå 13

θ(t) = (1− l(t))2n1/n, δ(t) = tan t/θ(t), ← Óòâåðæäåíèÿ 9, 5

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

H11(t) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣l(t)−
n · δ(t)

2n1

(
θ(t)− 2n1

n

)−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
,← Óòâ.9

θ = θ1 · 2n/n, Kn
D = Kn

D(θ1, t, n) ← Ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ â îáùåì âèäå
(A.1)

È ñîîòíîøåíèÿìè

⇒ Kn
D ⩾

2n

n
− 2θ −

θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3


n3

;

{
θ = θ1 · 2n/n,
Q = 3999954/106

(A.2)

Ò. å. â ñîîòíîøåíèÿõ (A.2) çàïèñàíî minKn
D(θ1, n);

Äîêàçàòåëüñòâî. I) Äîêàæåì, ÷òî ó äàííîé ôóíêöèè L9(θ1, t, n) ðåàëüíî

åñòü åäèíñòâåííàÿ âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ (0; 0.001);

1) Äëÿ ýòîãî íàäî ñíà÷àëà äîêàçàòü, ÷òî çíàìåíàòåëü äðîáè S18 + S19 ÿâ-

ëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé arg θ1 ∀ n ⩾ 11; t ∈ (0; 0.001) ; Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå S18 è S19 ïî î÷åðåäè. Ïî îïðåäåëåíèþ 26, 60

θ = θ1 · 2n/n, δ = δ1 · n/2n ⇒ S18, S19 ïðèìóò âèä, ïîñëå óïðîùåíèÿ, åñëè

ñäåëàòü òàêóþ ïîäñòàíîâêó

Îïðåäåëåíèå 60. δ = δ1 · n/2n, ò. å. δ1 ≡ δ · 2n/n;
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S18 = 2n

(
−1 + hn2 − 2

(
hn1 + hn2 − 2

)
θ1 + hn2δ21θ

2
1

)
,

S19 = 2n
(
[−1 + 4θ1](θ1δ1)

n − 2hn1θ21δ1 − 2hn2θ31δ
2
1

) (A.3)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.1) ó S18 â ñîîòíîøåíèÿõ (A.3) ìîæíî âûíåñòè θ1 çà ñêîá-

êó. Ó S19 òîæå ìîæíî âûíåñòè θ
2
1 çà ñêîáêó. Ò. ê. θ1 > 0, òî íàäî ðàññìîòðåòü

ôóíêöèþ (S18+S19)/θ1 arg θ1 íà ðàâåíñòâî íóëþ, ñ÷èòàÿ, ÷òî t, n�ïàðàìåòðû.

Ñîîòíîøåíèÿ (A.3) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

hn1 − 1 = (h− 1)(hn2 + hn3 + . . .+ 1); hn2 − 1 = (h− 1)(hn3 + hn4 + . . .+ 1);

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.1) âåðíî ñëåäóþùåå.

h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
; l = 1 − nθ

2n1
; δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

,

ïî îïðåäåëåíèþ 26

θ = θ1 · 2n/n⇒

⇒ h− 1 =
2θ1 ·H11(t)

1− 2θ1
; (A.4)

Ïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (A.4) è ïîëó÷àåì
hn1 − 1 =

2θ1 ·H11(t)

1− 2θ1
· (hn2 + hn3 + . . .+ 1),

hn2 − 1 =
2θ1 ·H11(t)

1− 2θ1
· (hn3 + hn4 + . . .+ 1)

(A.5)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.5) ñîîòíîøåíèÿ (A.3) ïðèìóò âèä

hn1 + hn2 − 2 =
2θ1 ·H11(t)

1− 2θ1
·
(
hn2 + 2[hn3 + hn4 + . . .+ 1]

)
; (A.6)

S18 = 2n

(
2θ1 ·H11(t)

1− 2θ1
· (hn3 + hn4 + . . .+ 1)− 2 · 2θ1 ·H11(t)

1− 2θ1
·

·
(
hn2 + 2[hn3 + hn4 + . . .+ 1]

)
θ1 + hn2δ21θ

2
1

)
,

S19 = 2n
(
[−1 + 4θ1](θ1δ1)

n − 2hn1θ21δ1 − 2hn2θ31δ
2
1

)
(A.7)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (A.7) âûíîñèì îáùèå ìíîæèòåëè θ1 çà ñêîáêè è óïðîùàåì,

ïîëó÷àåì

S18 = 2n · θ1

(
2 ·H11(t)

1− 2θ1
· (hn3 + hn4 + . . .+ 1)− 4 · H11(t)

1− 2θ1
·

·
(
hn2 + 2[hn3 + hn4 + . . .+ 1]

)
θ1 + hn2δ21θ1

)
,

S19 = 2n · θ21
(
[−1 + 4θ1]θ

n2
1 δn1 − 2hn1δ1 − 2hn2θ1δ

2
1

)
(A.8)

à) Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå S18 â ñîîòíîøåíèÿõ (A.8);

Ñ÷èòàåì
∂S18/θ1
∂θ1

, ñ÷èòàÿ, ÷òî t, n�ïàðàìåòðû. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.1)

h = h(θ1, t, n) è δ1 = δ1(θ1, t, n);

h = 1 + θ
(
δl − n

2n1

)
; l = 1− nθ/2n1 ; θ = θ1 ·

2n

n
;
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δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

; δ = δ1 ·
n

2n
;

Ïîëó÷èòñÿ

∂S18/θ1
∂θ1

= 2n

[
∂

∂θ1

2H11(t)

1− 2θ1

(
hn3 + hn4 + . . .+ 1

)
+

2H11(t)

1− 2θ1

∂

∂θ1

(
hn3 + . . .+ 1

)
⊖

⊖ ∂

∂θ1

4θ1H11(t)

1− 2θ1

(
hn2 + hn3 + . . .+ 1

)
− 4θ1H11(t)

1− 2θ1
· ∂

∂θ1

(
hn2 + hn3 + . . .+ 1

)
⊕

⊕ hn2δ21 + θ1
(
n2h

n3
∂h

∂θ1
· δ21 + 2δ1h

n2 · ∂δ1
∂θ1

)]
;

Óïðîùàåì òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî

∂S18/θ1
∂θ1

= 2n

[
∂

∂θ1

2H11(t)

1− 2θ1

(
hn3 + hn4 + . . .+ 1

)
+

2H11(t)

1− 2θ1

∂

∂θ1

(
hn3 + . . .+ 1

)
⊖

⊖

[
4H11(t)

1− 2θ1
+ θ1 ·

∂

∂θ1

4H11(t)

1− 2θ1

](
hn2 + 2[hn3 + hn4 + . . .+ 1]

)
− 4θ1H11(t)

1− 2θ1

∂

∂θ1(
hn2 + 2[hn3 + hn4 + . . .+ 1]

)
⊕ hn2δ21 + θ1

(
n2h

n3δ21
∂h

∂θ1
+ 2hn2δ1

∂δ1
∂θ1

)]
;

Óïðîùàåì äàëüøå

∂S18/θ1
∂θ1

= 2n

[
4H11(t)

(1− 2θ1)2
(
hn3 + hn4 + . . . 1

)
+

2H11(t)

1− 2θ1

(
n3h

n4 + n4h
n5 + . . . 1

)
·

· ∂h
∂θ1
⊖
[
4H11(t)

1− 2θ1
+

4H11(t) · 2
(1− 2θ1)2

θ1

] (
hn2 + 2[hn3 + . . .+ 1]

)
− 4θ1H11(t)

1− 2θ1

(
n2h

n3 +

+ 2[n3h
n4 + n4h

n5 + . . .+ 1]
) ∂h
∂θ1
⊕ hn2δ21 + θ1

(
n2h

n3
∂h

∂θ1
· δ21 + 2δ1h

n2
∂δ1
∂θ1

)]
;

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìîæíî ïåðåãðóïïèðîâàòü ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå

ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂S18/θ1
∂θ1

= 2n

[(
hn3 + hn4 + . . . 1

)( 4H11(t)

(1− 2θ1)2
⊖
[
4H11(t)

1− 2θ1
+

4H11(t) · 2
(1− 2θ1)2

θ1

])
⊖

⊖
(
hn2 + hn3 + . . .+ 1

) [4H11(t)

1− 2θ1
+

4H11(t) · 2
(1− 2θ1)2

θ1

]
+
(
n3h

n4 + n4h
n5 + . . .+ 1

)
·

· ∂h
∂θ1

[
2H11(t)

1− 2θ1
− 4θ1H11

1− 2θ1

]
−
(
n2h

n3 + n4h
n5 + . . .+ 1

) ∂h
∂θ1
· 4θ1H11

1− 2θ1
⊕ hn2δ21 +

+ θ1

(
n2h

n3
∂h

∂θ1
δ21 + 2δ1h

n2
∂δ1
∂θ1

)]
;
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Ïðîäîëæàåì óïðîùåíèå

∂S18/θ1
∂θ1

= 2n

[
⊖
(
hn2 + hn3 + . . .+ 1

)︸ ︷︷ ︸ 4H11(t)

(1− 2θ1)2
+ 2H11(t) ·

∂h

∂θ1
·

(
n3h

n4 + n4h
n5 + . . .+ 1

)
−
(
n2h

n3 + n4h
n5 + . . .+ 1

) ∂h
∂θ1
· 4θ1H11(t)

1− 2θ1
⊕ hn2δ21︸ ︷︷ ︸+

+

︷ ︸︸ ︷
θ1

(
n2h

n3
∂h

∂θ1
δ21 + 2δ1h

n2
∂δ1
∂θ1

)]
;

(A.9)

Èç ðàâåíñòâà (A.9) âèäíî, ÷òî ÷òîáû îïðåäåëèòü çíàê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

S18 + S19 ïî θ1, íàäî îïðåäåëèòü çíàê ∂h/θ1 è ∂δ1/θ1;

á) Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå S19 â ñîîòíîøåíèÿõ (A.8);

×òîáû ïîíÿòü, ÷òî äåëàòü äàëüøå, ïîñ÷èòàåì
∂S19/θ1
∂θ1

; Ñ÷èòàåì
∂S19/θ1
∂θ1

, ñ÷è-

òàÿ, ÷òî t, n�ïàðàìåòðû. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.8) h = h(θ1, t, n) è δ1 =

δ1(θ1, t, n);

Ïîëó÷èòñÿ

S19/θ1 = 2n · θ1
(
[−1 + 4θ1]θ

n2
1 δn1 − 2hn1δ1 − 2hn2θ1δ

2
1

)
,

∂S19/θ1
∂θ1

= 2n

[ (
[−1 + 4θ1]θ

n2
1 δn1 − 2hn1δ1 − 2hn2θ1δ

2
1

)
+ θ1

∂

∂θ1

(
[4θ1 − 1]θn2

1 δn1 −

− 2hn1δ1 − 2hn2θ1δ
2
1

)]
;

Ïðîäîëæàåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è ïîëó÷àåì

∂S19/θ1
∂θ1

= 2n

[(
[−1 + 4θ1]θ

n2
1 δn1 −2hn1δ1 − 2hn2θ1δ

2
1︸ ︷︷ ︸
)
+ θ1

(
4θn2

1 δn1 + [4θ1 − 1] ·

(
n2θ

n3
1 δn1 + nδn1

1

∂δ1
∂θ1

θn2
1

))︷ ︸︸ ︷
−2n1hn2δ1

∂h

∂θ1
− 2hn1

∂δ1
∂δ1
− 2hn2δ21 − 2θ1n2h

n3δ21−︷ ︸︸ ︷
− 4θ1δ1 · hn2

∂δ1
∂θ1

]
;

(A.10)

â) Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà (A.9) è (A.10);

Â êàæäîì èç íèõ åñòü ñëàãàåìûå hn2δ21 è −2hn1δ1−2hn2θ1δ
2
1 ñîîòâåòñòâåííî.

Îíè îáîçíà÷åíû êàê ︸︷︷︸ äëÿ óäîáñòâà. Ðàññìîòðèì èõ ñóììó σ4;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 55. σ4 ≡ hn2δ21 − 2hn1δ1 − 2hn2θ1δ
2
1 ;

Íî ïðåæäå, ÷åì å¼ ðàññìàòðèâàòü, íàäî âûïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ h, δ1 è

îöåíèòü δ1 ñâåðõó ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.1) âåðíî ñëåäóþùåå
h = 1 + θ

(
δl − n

2n1

)
← Óòâ.13, l = 1− nθ/2n1 ← Óòâ.9

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

,← Óòâ.14

Óïðîùàåì âûïèñàííûå ñîîòíîøåíèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî îïðåäåëåíèÿì 26 è 60

θ = θ1 · 2n/n; δ = δ1 · n/2n, èìååìδ1 =

[
1 +H11(t)

2
− θ1

] (
θ1 − 1/2

)−2
,

h = 1 + θ1 [δ1(1− 2θ1)− 2]

(A.11)

Ðàñïèøåì ôóíêöèþ σ4 ≡ hn2δ21 − 2hn1δ1 − 2hn2θ1δ
2
1 , èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

(A.11), èìååì ïîñëå óïðîùåíèÿ â ïðîãðàììå Wolfram Mathematica
σ4 = 2hn2δ1 ·H11(t),

δ1 =

[
1

1/2− θ1
+

H11(t)/2

(1/2− θ1)2

]
(A.12)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.1) H11(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣l(t)−
n · δ(t)

2n1

(
θ(t)− 2n1

n

)−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣, ãäå

l(t) =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
, θ(t) =

(1− l(t))2n1

n
, δ(t) =

tan t

θ(t)
;

Ïî óòâåðæäåíèþ 14 ∂H11(t)/∂t > 0 ∀ t ∈ (0; π/4) , n ⩾ 11, ïîýòîìó ðàâåíñòâî

(A.12) ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó êàê

σ4 ⩽ 2hn2 · 2.001H11(t)⇔ σ4 ⩽ 4.002hn2 ·H11(t); (A.13)

Îöåíêà (A.13) ìàëà â ñðàâíåíèè ñî ñëàãàåìûì ⊖
(
hn2 + hn3 + . . .+ 1

)︸ ︷︷ ︸ 4H11(t)

(1− 2θ1)2

èç ðàâåíñòâà (A.9), åñëè âûíåñòè îáùèé ìíîæèòåëü H11(t) çà ñêîáêó.

Íàéäåì ∂h/∂θ1 è ∂δ1/∂θ1 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (A.11); Ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå

óïðîùåíèÿ 
∂δ1
∂θ1

=
θ1 − 1/2−H11(t)

(θ1 − 1/2)3
,

∂h

∂θ1
= δ1(1− 4θ1)− 2− 2θ1 ·

θ1 + 1/2

(1/2− θ1)2

(A.14)

Â óòâåðæäåíèè 23 äîêàçûâàëîñü, ÷òî ñëó÷àé t < 1/1000⇔ ∅, ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî t < 1/1000⇒ ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì 15 âèäà

H11(t) ≡

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
· δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ ; l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
;

θ(t) =
(
1− l(t)

)
2n1/n; δ(t) = tan t/θ(t)
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ïîäñòàâëÿÿ â íåãî t = 0.001 è ïîëó÷àåì H11(t) < 0.01, ò. ê. â ñèëó óòâåðæäåíèÿ

14 ∂H11(t)/∂t > 0 ∀ t ∈ (0; π/4) ; Íî ïî ëåììå 1.4 θ < 2n2/n ⇒ θ1 < 1/4 ⇒ èç

ñîîòíîøåíèé (A.14) ⇒ ∂δ1/∂θ1 > 0; Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

∂δ1/∂θ1 > 0; H11(t) < 0.01; (A.15)

Îöåíêà ∂h/∂θ1 ñâåðõó äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîäñòàâèì ðàâåíñòâî äëÿ δ1 èç ñîîòíîøåíèé (A.12) â ñîîòíîøåíèÿ (A.14),

èìååì

∂h

∂θ1
=

[
1

1/2− θ1
+

H11(t)/2

(1/2− θ1)2

]
(1− 4θ1)− 2− 2θ1 ·

θ1 + 1/2

(1/2− θ1)2
; (A.16)

Íàäî ïîëó÷èòü îöåíêó H11(t) ñâåðõó äðóãîãî âèäà.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 15 âèäà

H11(t) ≡

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
· δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ ; l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
;

θ(t) =
(
1− l(t)

)
2n1/n; δ(t) = tan t/θ(t)

âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ H11(t);

Ïî îïðåäåëåíèÿì 26 è 60 θ = θ1 · 2n/n; δ = δ1 · n/2n ⇒

⇒ H11(t) =
∣∣1− 2θ1 − 2δ1(θ1 − 1/2)2

∣∣
Íî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.11) δ1 =

[
1 +H11(t)

2
− θ1

] (
θ1 − 1/2

)−2 ⇒ δ1 > 2 ⇒

ïðè t < 1/1000 áóäåò δ1 < 2.001 ⇒ ìîæíî ïðîäîëæèòü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è

ïîëó÷èòü èç íåãî îöåíêó

2 < δ1 < 2.001 ← Åñëè t < 0.001

H11(t) ⩽
∣∣1− 2θ1 − 2 · 2(θ1 − 1/2)2

∣∣ ⩽ 2
∣∣θ1 − 2θ21

∣∣ ⩽ 2θ1(1− 2θ1)
(A.17)

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìîäóëü áûë ðàñêðûò ïðàâèëüíî, ò. ê. ïî ëåììå 1.4

θ < 2n2/n ⇒ θ1 < 1/4; Â ñèëó íåðàâåíñòâà (A.17) H11(t) ⩽ 2θ1(1 − 2θ1) ⇒ èç

ðàâåíñòâà (A.16) èìååì îöåíêó ïîñëå óïðîùåíèÿ

∂h

∂θ1
⩽

16θ21
−1 + 2θ1

− θ1
2θ1 + 1

(θ1 − 1/2)2
⇒ ∂h

∂θ1
⩽ −4θ1; (A.18)

Òåïåðü îïðåäåëÿåì çíàê ôóíêöèè
∂S18/θ1
∂θ1

+
∂S19/∂θ1
∂θ1

, èñïîëüçóÿ ðàíåå ïîëó-

÷åííûå ðåçóëüòàòû. Ïîñìîòðèì åù¼ ðàç íà ðàâåíñòâà (A.9), (A.10); Â êàæäîì

èç íèõ åñòü èíòåðåñíûå ñëàãàåìûå. Äëÿ óäîáñòâà îíè ïîìå÷åíû êàê ︷︸︸︷; Èìååò
ñìûñë ðàññìîòðåòü èõ ñóììó. Îáîçíà÷èì å¼ êàê σ5;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 56.

σ5 ≡ θ1

(
n2h

n3
∂h

∂θ1
δ21 + 2δ1h

n2
∂δ1
∂θ1

)
+

(
− 2n1h

n2δ1
∂h

∂θ1
− 2hn1

∂δ1
∂θ1
− 2hn2δ21−

− 2θ1n2h
n3δ21 − 4θ1δ1 · hn2

∂δ1
∂θ1

)
;
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Ó ôóíêöèè σ5 ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

σ5 =

(
2δ1h

n2
∂δ1
∂θ1
− 2hn1

∂δ1
∂θ1
− 2hn2δ21

)
+

(
n2h

n3
∂h

∂θ1
δ21 − 2n1h

n2δ1
∂h

∂θ1

)
−

−

(
2θ1n2h

n3δ21 + 4θ1δ1 · hn2
∂δ1
∂θ1

)
;

(A.19)

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå â ðàâåíñòâå (A.19) â êàæäîé èç ñêîáîê.

à)

(
2δ1h

n2
∂δ1
∂θ1
− 2hn1

∂δ1
∂θ1
− 2hn2δ21

)
;

Ïîñëå âûíåñåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ çà ñêîáêè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 57.

σ6 ≡

(
δ1
∂δ1
∂θ1
− h∂δ1

∂θ1
− δ21

)
;

(
2δ1h

n2
∂δ1
∂θ1
− 2hn1

∂δ1
∂θ1
− 2hn2δ21

)
= 2hn2σ6; (A.20)

Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (A.14) (ðàâåíñòâî äëÿ ∂δ1/∂θ1), (A.11) (îáà ðàâåíñòâà)

â ôóíêöèþ σ6 èç îïðåäåëåíèÿ 57; Ïîñëå óïðîùåíèÿ îíà ïðèìåò âèä

σ6 =
[−4− 2H11(t) + 2H2

11(t)]θ1 + [16 + 8H11(t)− 8H2
11(t)]θ

2
1

(−1 + 2θ1)5
+

+
[−16 + 8H11(t)]θ

3
1 − 2H11(t)− 3H2

11(t)

(−1 + 2θ1)5
;

(A.21)

Çàäà÷à�îöåíèòü σ6 ñâåðõó. Ýòî äåëàåòñÿ òàê.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.15) è îïðåäåëåíèÿ 15 H11(t) ∈ (0; 0.01), ïîýòîìó σ6
â ðàâåíñòâå (A.21) îöåíèâàåòñÿ êàê

σ6 ⩽
−4θ1 + 16θ21 − 16θ31

(−1 + 2θ1)5
⇔ σ6 ⩽ θ1 ·

−4 + 16θ1 − 16θ21
(−1 + 2θ1)5

; (A.22)

á) Òåïåðü íàäî ðàññìîòðåòü âòîðóþ ãðóïïó ñëàãàåìûõ â ðàâåíñòâå (A.19);

Îáîçíà÷èì å¼ êàê σ7;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 58.

σ7 ≡

(
n2h

n3
∂h

∂θ1
δ21 − 2n1h

n2δ1
∂h

∂θ1

)
−

(
2θ1n2h

n3δ21 + 4θ1δ1 · hn2
∂δ1
∂θ1

)
;

Çàäà÷à�îöåíèòü σ7 ñâåðõó. Ýòî äåëàåòñÿ òàê.

Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì îïðåäåëåíèå 58, âûíîñÿ îáùèå ìíîæèòåëè çà ñêîáêè.

Èìååì

σ7 = hn3δ1
∂h

∂θ1

(
n2δ1 − n1h

)
− 2hn3δ1θ1

(
n2δ1 + 2h

∂δ1
∂θ1

)
;
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Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.15) ∂δ1/∂θ1 > 0, â ñèëó íåðàâåíñòâà (A.18) ∂h/∂θ1 ⩽

−4θ1, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.11) δ1 =

[
1 +H11(t)

2
− θ1

] (
θ1 − 1/2

)−2 ⇒ δ1 > 2,

çíà÷èò èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî(
n2δ1 − n1h

)
> 0⇒ σ7 < 0; (A.23)

Íî òîãäà íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâ (A.23) è (A.22) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

σ6 < 0, ò. ê. θ < 2n2/n ïî ëåììå 1.4, çíà÷èò σ5 èç îïðåäåëåíèÿ 56 áóäåò < 0⇔
ñëàãàåìûå, ïîìå÷åííûå êàê ︷︸︸︷ â ðàâåíñòâàõ (A.9) è (A.10) îòðèöàòåëüíûå.

Çíà÷èò ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
∂S18/∂θ1
∂θ1

+
∂S19/∂θ1
∂θ1

< 0, îñòàëîñü ðàñ-

ñìîòðåòü ñëàãàåìûå, íå ïîìå÷åííûå ôèãóðíûìè ñêîáêàìè â ðàâåíñòâàõ (A.9) è

(A.10); Îáîçíà÷èì èõ êàê σ8;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 59.

σ8 ≡ ⊖
(
hn2 + hn3 + . . .+ 1

)︸ ︷︷ ︸ 4H11(t)

(1− 2θ1)2
+ 2H11(t)

∂h

∂θ1

(
n3h

n4 + n4h
n5 + . . .+ 1

)
−

−
(
n2h

n3 + n4h
n5 + . . .+ 1

) ∂h
∂θ1
· 4θ1H11(t)

1− 2θ1
⊕ [−1 + 4θ1]θ

n2
1 δn1 + θ1·

·

(
4θn2

1 δn1 + [4θ1 − 1] ·
(
n2θ

n3
1 δn1 + nδn1

1

∂δ1
∂θ1

θn2
1

))
;

Â îïðåäåëåíèè 59 ñëàãàåìîå ︸︷︷︸ íå áûëî íèêàê çàäåéñòâîâàíî ðàíåå, ïîýòîìó

åãî èñïîëüçîâàíèå ïðàâîìåðíî.

Â ñëó÷àå ñ σ8 íàäî ïåðåãðóïïèðîâàòü ñëàãàåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñëàãà-

åìûå, ñîäåðæàùèå îáùèé ìíîæèòåëüH11(t), ñãðóïïèðîâàíû âìåñòå. Îêàæåòñÿ,

÷òî èõ ñóììà îòðèöàòåëüíàÿ. ×òî êàñàåòñÿ îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ, òî îíè áó-

äóò ìíîãî ìåíüøå, ÷åì σ6, ïîýòîìó èõ ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

â ñèëó íåðàâåíñòâà (A.18) âèäà ∂h/∂θ1 ⩽ −4θ1 èìååì

⊖
(
hn2 + hn3 + . . .+ 1

)︸ ︷︷ ︸ · 4

(1− 2θ1)2
+ 2

∂h

∂θ1

(
n3h

n4 + n4h
n5 + . . .+ 1

)
−

−
(
n2h

n3 + n4h
n5 + . . .+ 1

) ∂h
∂θ1
· 4θ1
1− 2θ1

⩽

⩽ ⊖
(
hn2 + hn3 + . . .+ 1

)︸ ︷︷ ︸ · 4

(1− 2θ1)2
+ 2(−4θ1)

(
n3h

n4 + n4h
n5 + . . .+ 1

)
−

−
(
n2h

n3 + n4h
n5 + . . .+ 1

)
(−4θ1) ·

4θ1
1− 2θ1

< 0;

Îñòàëîñü îöåíèòü âòîðóþ ãðóïïó ñëàãàåìûõ ïîñëå çíàêà ⊕ â îïðåäåëåíèè 59;

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè θ1 < 1/n, òî

[−1 + 4θ1]θ
n2
1 δn1 + θ1 ·

(
4θn2

1 δn1 + [4θ1 − 1] ·
(
n2θ

n3
1 δn1 + nδn1

1

∂δ1
∂θ1

θn2
1

))
⩽

⩽ (−1 + 4/n)θn2
1 δn1 + θ1 · 4θn2

1 δn1 < 0 ∀ n ⩾ 11;
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Òàêèì îáðàçîì è ýòà ãðóïïà ñëàãàåìûõ îêàçàëàñü îòðèöàòåëüíîé.

Â èòîãå ôóíêöèÿ
∂S18/θ1
∂θ1

+
∂S19/θ1
∂θ1

áûëà ðàçáèòà íà íåñêîëüêî ãðóïï ñëàãà-

åìûõ. Â êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ îòðèöàòåëüíà,

åñëè θ1 < 1/n;
∂S18/θ1
∂θ1

+
∂S19/θ1
∂θ1

< 0← Åñëè θ1 < 1/n (A.24)

ã) Äîêàæåì, ÷òî èç θ1 ⩾ 1/n⇒ îöåíêà t > 0.001 èç óòâåðæäåíèÿ 23;

Èäåÿ, ÷òî íàäî ðàñïèñàòü h− 1 è min(h− 1), ïðè ýòîì ïðåäïîëîæèâ, ÷òî t <

1/1000; Î÷åâèäíî, ÷òî äîëæíî áûòü (h−1)−min(h−1) ⩾ 0, íî ýòî íåðàâåíñòâî

íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè t < 1/1000; Ïðè ýòîì h − 1 çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç

ðàâåíñòâî èç óòâåðæäåíèÿ 13 âèäà h = n
√
1 + tann t, à min(h− 1) çàïèñûâàåòñÿ

÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ (A.11), ïðè ýòîì â ñîîòíîøåíèÿõ (A.11) â êà÷åñòâå θ1 áåð¼òñÿ

θ1 = 1/n; Âîò ÷òî ïîëó÷àåòñÿ.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.11)δ1 =

[
1 +H11(t)

2
− θ1

] (
θ1 − 1/2

)−2
,

h = 1 + θ1 [δ1(1− 2θ1)− 2]

⇒ h− 1 =
2θ1H11(t)

1− 2θ1
; (A.25)

Ôóíêöèÿ 2θ1/(1− 2θ1) ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ⇒ îíà ↗⇒ ðåàëüíî íàäî áðàòü

θ1 = 1/n; Çíà÷èò â ñèëó ðàâåíñòâà (A.25) ïîëó÷àåì îöåíêó

h− 1 ⩾
2H11(t)

n2
,

H11(t) ≡

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
· δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
,

θ(t) =
(
1− l(t)

)
2n1/n, δ(t) = tan t/θ(t) ← Îïðåäåëåíèå 15

(A.26)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 7 ν ≡ tan t, ïîýòîìó â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.26)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 60.
H11(ν) ≡

∣∣∣∣∣l(ν)− n

2n1
· δ(ν)

(
θ(ν)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , l(ν) =

n
√
1 + νn

1 + ν
,

θ(ν) =
(
1− l(ν)

)
2n1/n, δ(t) = ν/θ(ν), ← Îïðåäåëåíèå 15

σ9(ν, n) ≡ ( n
√
1 + νn − 1)︸ ︷︷ ︸−2H11(ν)

n2

Äèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ σ9(ν, n) èç îïðåäåëåíèÿ 60, n�ïàðàìåòð. Ïîñëå

óïðîùåíèÿ â ïðîãðàììå Wolfram Mathematica ïîëó÷àåì
∂σ9
∂ν

=
ν
(
1 + νn

)−n1/n
(
− 2 + 2 n

√
1 + νn + νn1 ·

(
n · ν22 − 2ν[1 + ν2]

))
n2ν

(
1 + ν − n

√
1 + νn

)2 ,

ν2 ≡ 1 + ν − n
√
1 + νn

(A.27)
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Ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé t < 0.001 ⇒ ν ≡ tan t < 0.001 ⇒ ìîæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé èç ìàòàíàëèçà (1 + u)a − 1 ∼ a · u, êîãäà u áåñêîíå÷íî

ìàëàÿ. Â ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n ⩾ 11 ïî th 1, ïîëó÷àåì èç ñîîòíîøåíèé

(A.27), ÷òî{
ν2 ∼ ν − νn/n,
n
√
1 + νn − 1 ∼ νn/n

⇒ ∂σ9
∂ν
∼

νn
(
2/n+ n · ν − 2

)
n2ν

(
1 + ν − n

√
1 + νn

)2 ⇒

∂σ9
∂ν

> 0,

ν > 2/n åñëè

Îöåíêà ν > 2/n ãàðàíòèðóåòñÿ íåðàâåíñòâîì (A.17) âèäà δ1 > 2 è ðàâåíñòâîì

èç óòâåðæäåíèé 5 è 9 âèäà

y/x = δθ; y/x = tan t; δ = δ1 · n/2n; θ = θ1 · 2n/n⇔ ν = δ1θ1;

Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî θ1 > 1/n ⇒ ν > 2/n, à ýòî è åñòü èñêîìàÿ îöåíêà.

Çíà÷èò ðàç ïî îïðåäåëåíèþ 7 ν ≡ tan t ⇒ ∂σ9
∂t

> 0, ò. ê. tan t ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðè ∀ t ∈ (0; 1/1000);

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì 60, íàõîäèì

t = 10−3 ⇒ ν = tan 10−3 ⇒ σ9(tan 10
−3) < 0⇒ σ9 < 0 ∀ t ∈ (0; 1/1000); (A.28)

Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (A.28) ïðîâåðÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì â àñèìïòîòè÷å-

ñêèé ðÿä êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ ôóíêöèè σ9 èç îïðåäåëåíèÿ 60; Ýòè ñëàãàåìûå

èìåþò âèä

( n
√
1 + νn − 1)︸ ︷︷ ︸; 2H11(ν)

n2
;

Íî ïðåæäå, ÷åì ðàçëàãàòü ýòè ñëàãàåìûå â àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû, äîêàæåì

ñëåäóþùóþ íåî÷åâèäíóþ îöåíêó. Äîêàæåì, ÷òî èç t ⩽ 0.001⇒ ν ≡ tan t < 1/n;

×òîáû å¼ äîêàçàòü, íàäî ïðåäñòàâèòü ν ≡ tan t êàê

ν = δ1θ1; δ1 =

[
1 +H11(t)

2
− θ1

] (
θ1−1/2

)−2
; ← Ñîîòíîøåíèÿ (A.11) (A.29)

Íàì èçâåñòíî, ÷òî íàäî íàéòè σ9(tan 10
−3), ò. å. σ9 ïðè t = 1/1000 ⇒ íàäî

îöåíèòü H11(t) ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä. Ýòî ìîæíî

ñäåëàòü â Wolfram Mathematica êîìàíäîé Asymptotic. Èìååì

H11(ν) ≈ νn1/n; ν ⩽ tan 0.001; ν ⩽ tan 0.407; (A.30)

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (A.30) â ñîîòíîøåíèÿ (A.29), èìååì ñëåäóþùåå.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 61. ν3(ν, n) ≡ ν − δ1θ1, ãäå ν ≡ tan t;

δ1 =

[
1 + νn1/n

2
− θ1

] (
θ1 − 1/2

)−2
; l(tν) =

n
√
1 + ν

1 + ν
, θ1(ν) =

1− l(ν)
2

;

Ôàêòè÷åñêè â îïðåäåëåíèè 61 çàïèñàíà ðàçíîñòü äâóõ ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ

ν ≡ tan t â ÷àñòíîñòè ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà èç óòâåðæäåíèÿ 5 âèäà y/x = δθ ⇔
y/x = δ1θ1;
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Òåêóùàÿ çàäà÷à�ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ν3 arg ν ÿâëÿåòñÿ ↗ íà ν ∈[
0; tan 10−3

]
, ïðè ýòîì n�ïàðàìåòð.

Äåëàåòñÿ ýòî ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ∂ν3/∂ν; Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïðîèçâîäíàÿ

èìååò âèäν4 ≡
n
√
1 + νn,

∂ν3
∂ν

=
n1 + 2n · ν(ν4 − 1) + νn

(
− n3 + 4ν + 2n · ν + [n2 + n1ν]ν4

)
n

(A.31)

Èç ñîîòíîøåíèé (A.31) èìååì ν4 > 1 ⇒ ∂ν3
∂ν

> 0 ⇒ ôóíêöèÿ ν3(ν, n), ãäå ν

àðãóìåíò, ðåàëüíî âîçðàñòàåò. Íî íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ν ≡ tan t < 1/n ⇒
ïðèíèìàåì ν = 1/n è ïîäñòàâëÿåì â ôóíêöèþ ν3, èìååì óæå ôóíêöèþ îäíî-

ãî arg ν3(n), êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ν3(n) ∼ 1/2 · n−2n−1, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ â

Wolfram Mathematica êîìàíäîé Asymptotic. Çíà÷èò ν3 > 0, íî ýòî íåâîçìîæíî,

âåäü â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 61 â ýòîé ôóíêöèè çàïèñàíà ðàçíîñòü äâóõ ñïîñîáîâ

ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà ν ≡ tan t, çíà÷èò â ñèëó äîêàçàííîãî âîçðàñòàíèÿ ýòîé

ôóíêöèè äîëæíî áûòü ν < 1/n;

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Ìîæíî íà÷èíàòü ðàñêëàäûâàòü â àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû âûøåóïîìÿíóòûå

ñëàãàåìûå âèäà

( n
√
1 + νn − 1)︸ ︷︷ ︸; 2H11(ν)

n2
;

â àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû.

Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà èç ìàòàíàëèçà (1+u)a ∼ a ·u,
êîãäà u → 0, à äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óæå ãîòîâîé

îöåíêîé (A.30) âèäà

H11(t) ≈ νn1/n; ν ≡ tan t; ν ⩽ tan 0.001;

Â èòîãå èìååì

( n
√
1 + νn − 1)︸ ︷︷ ︸−2H11(ν)

n2
≈ νn

n
− νn1

n · n2
⇔

⇔ ( n
√
1 + νn − 1)︸ ︷︷ ︸−2H11(ν)

n2
≈ νn1

n
(ν − 1/n2);

(A.32)

Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííóþ îöåíêó ν ≡ tan t < 1/n â íåðàâåíñòâî (A.32) è ïîëó-

÷àåì

( n
√
1 + νn − 1)︸ ︷︷ ︸−2H11(ν)

n2
⩽
νn1
n
(1/n− 1/n2) < 0⇒ σ9(tan 10

−3) < 0; (A.33)

Íåðàâåíñòâî (A.33)�ýòî èìåííî òî, ÷òî íàäî áûëî ïîÿñíèòü. Êðîìå òîãî, íåðà-

âåíñòâî (A.33), à ñòàëî áûòü è íåðàâåíñòâî (A.28) âèäà

σ9(tan 10
−3) < 0⇒ σ9 < 0 ∀ t ∈ (0; 1/1000)

îáà ÿâíî ïðîòèâîðå÷àò ðàíåå íàïèñàííîìó íåðàâåíñòâó (h−1)−min (h−1) ⩾ 0,

â êîòîðîì çàêëþ÷àëàñü èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî îöåíêè θ1 < 1/n,

çíà÷èò èçíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå θ1 > 1/n ëîæíî ⇒

⇒ θ1 < 1/n; (A.34)
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Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè H11(t) èç îïðåäåëåíèÿ 60 âåðíî

∂H11(t)/∂t > 0 ∀ t ∈ (0; π/4) ;

Ïî îïðåäåëåíèþ 7 ν ≡ tan t; Ïîýòîìó ñ÷èòàåì ∂H11(ν)/∂ν; Ïîñëå óïðîùåíèÿ â

ïðîãðàììå Wolfram Mathematica îíà ïðèìåò âèä
ν3 ≡ n

√
1 + νn,

∂H11(ν)

∂ν
=
ν−n1
3 · ν

(
1− ν3 + νn · ν3 − νn1(ν3 − 1)2

)
ν
(
1 + ν − ν3

)2 (A.35)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (A.35) â ñêîáêàõ ïîëó÷èëñÿ êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí îòíîñèòåëü-

íî ν3, îáîçíà÷èì åãî σ10; Îí ïîìîæåò â îïðåäåëåíèè çíàêà ïðîèçâîäíîé.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 62. σ10 ≡
(
1− ν3 + νn · ν3 − νn1(ν3 − 1)2

)
;

Ïîñëå óïðîùåíèÿ ôóíêöèÿ σ10 ïðèíèìàåò âèä{
ν3 ≡ n

√
1 + νn,

σ10 = −νn1 · ν23 + (νn + 2νn1 − 1) · ν3 + (1− νn1)
(A.36)

Èç ðàâåíñòâà (A.36) âèäíî, ÷òî íàäî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî σ10 > 0 ïðè 0 < ν <

1; Êàê ýòî ñäåëàòü?

σ10�ýòî ïàðàáîëà, âåòâè ↓, ïîýòîìó å¼ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

σ10 ⩾ −νn1 · ν23 + 2νn1 · ν3 + (1− νn1)⇒ σ10 ⩾ (2ν3 − ν23 − 1)νn1 + 1 > 0;

Òàêèì îáðàçîì σ10 > 0⇒ èç ñîîòíîøåíèé (A.35)⇒ ∂H11(ν)

∂ν
> 0, íî ïî îïðåäå-

ëåíèþ 7 ν ≡ tan t⇒ ∂H11(t)

∂t
> 0, ò. ê. tan t ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

2) Ðàç äîêàçàíî, ÷òî θ1 < 1/n â ñèëó îöåíêè (A.34), è ÷òî â ñèëó (A.24)
∂S18/θ1
∂θ1

+
∂S19/θ1
∂θ1

< 0, òî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî åäèíñòâåííàÿ

âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíêöèè èç îïðåäåëåíèÿ 54 âèäà

L9(θ1, t, n) ≡ Kn
D(θ1, t, n)−minKn

D(θ1, n);

Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ å¼ ÇÍ ïðè θ1 = 0 è θ1 = 1/n; Îêàæåòñÿ, ÷òî îíè

ðàçíîçíàêîâûå, ïîýòîìó åñòü âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà.

à) Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.8) ïîëó÷àåòñÿS18(θ1 = 0) = 2n · θ1

(
2 ·H11(t)

1− 2θ1
· (hn3 + hn4 + . . .+ 1)

)
,

S19(θ1 = 0) = 2nθ1 · 0
(A.37)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (A.37) ìíîæèòåëü θ1 íàïèñàí ïîòîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàëèñü

ïðîèçâîäíûå
∂S18/θ1
∂θ1

è
∂S19/θ1
∂θ1

; Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî S18(θ1 = 0) > 0, ò. ê. äî-

êàçàíî, ÷òî H11(t) ↗ ïðè 0 < t < π/4, à S19(θ1 = 0) = 0 ⇒ ÇÍ ôóíêöèè L9

ïîëîæèòåëüíûé ïðè θ1 → 0;
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á) Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.8) ïîëó÷àåòñÿ

S18(θ1 = 1/n) = 2n · θ1

(
2 ·H11(t)

1− 2/n
· (hn3 + hn4 + . . .+ 1)− 4 · H11(t)

1− 2/n
·

·
(
hn2 + 2[hn3 + hn4 + . . .+ 1]

)
· 1/n+ hn2δ21 · 1/n

)
,

S19(θ1 = 1/n) = 2n · θ1 ·
1

n

(
[−1 + 4/n] · (1/n)n2δn1 − 2hn1δ1 − 2hn2 · 1/n · δ21

)
(A.38)

â) ×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ óæå ãîòîâîé îöåíêîé

(A.30) (ïî îïðåäåëåíèþ 15 ν ≡ tan t); Â ñèëó îöåíêè (A.30) âåðíî

H11(ν) ≈ νn1/n; ν ⩽ tan 0.001;

ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèé (A.38) ïîëó÷àåòñÿ

S18(θ1 = 1/n) = 2n · θ1

(
2 · νn1/n

1− 2/n
· (hn3 + hn4 + . . .+ 1)−

︷ ︸︸ ︷
4 · ν

n1/n

1− 2/n
·

·

︷ ︸︸ ︷(
hn2 + 2[hn3 + hn4 + . . .+ 1]

)
· 1/n+hn2δ21 · 1/n︸ ︷︷ ︸

)
,

S19(θ1 = 1/n) = 2n · θ1 ·
1

n

(
[−1 + 4/n] · (1/n)n2δn1 −2hn1δ1 − 2hn2 · 1/n · δ21︸ ︷︷ ︸

)
(A.39)

Èç ñîîòíîøåíèé (A.39) èìååì ñëåäóþùåå. Âûäåëèì â íèõ ñëàãàåìûå, êîòîðûå

óæå ðàññìàòðèâàëèñü, ÷òîáû çàíÿòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îñòàâøèõñÿ. Äëÿ óäîá-

ñòâà îíè âûäåëåíû êàê ︸︷︷︸; Îíè áûëè ðàíåå îáîçíà÷åíû áóêâîé σ4 è áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà (A.13) ñâåðõó âèäà

σ4 ⩽ 4.002hn2 ·H11(t);

Êîòîðàÿ â ñèëó îöåíêè (A.30) âèäà H11(ν) ≈ νn1/n ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

σ4 ⩽ 4.002hn2 · νn1/n; (A.40)

Îöåíêà (A.40) ïðèìåðíî ðàâíà ñëàãàåìîìó ︷︸︸︷ â ñîîòíîøåíèÿõ (A.39);
×òî êàñàåòñÿ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ, íàäî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: ëèáî èõ

ñóììà îòðèöàòåëüíà, ëèáî íåîòðèöàòåëüíà. Îáîçíà÷èì èõ ñóììó êàê r;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 63.

r ≡ 2 · νn1/n

1− 2/n
· (hn3 + hn4 + . . .+ 1) +

1

n
([−1 + 4/n] · (1/n)n2δn1 ) ;

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì 63 è ïîñìîòðèì, ïðè êàêîì óñëîâèè r < 0; Äëÿ

ýòîãî îöåíèì r ñâåðõó è ïîñìîòðèì, êîãäà max r < 0; Èìååì â ñèëó îöåíêè

(A.13) âèäà δ1 > 2 íåðàâåíñòâî

r ⩽
2 · νn1/n

1− 2/n
· (n3 + 1)−

(
1

n

)n1

· 2n ⇒ r ⩽ 2νn1 −

(
1

n

)n1

· 2n; (A.41)
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Åñëè ðåøèòü íåðàâåíñòâî âèäà Ë× íåðàâåíñòâà (A.41) < 0 îòíîñèòåëüíî ν, òî

ïîëó÷èòñÿ

ν < 2/n; (A.42)

Ôàêòè÷åñêè åñëè íåðàâåíñòâî (A.42) èñòèííî, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ñèëó ñîîò-

íîøåíèé (A.39)

S18(θ1 = 1/n) + S19(θ1 = 1/n) < 0⇒ (A.43)

⇒ ðåàëüíî èìååò ìåñòî åäèíñòâåííàÿ âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà.

Íî ïðîáëåìà â òîì, ÷òî íåðàâåíñòâî (A.42) ìîæåò áûòü è ëîæíûì. Çíà÷èò

íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ðàç ñëó÷àé t < 1/1000 ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåòñÿ, òî íåðàâåí-

ñòâî (A.42) äîëæíî áûòü èñòèííûì è íèêàê èíà÷å. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ

íåðàâåíñòâî (A.34) âèäà

θ1 < 1/n;

Ïî óòâåðæäåíèÿì 9, 5 è îïðåäåëåíèÿì 7 ν ≡ tan t, 60, 26 èìååì

y/x = tan t; y/x = δθ; δ = δ1 · n/2n; θ = θ1 · 2n/n⇒

⇒ â ñèëó îöåíêè (A.13) δ1 < 2.001⇒ ν = δ1θ1 ⇒ ν < 2.001/n; (A.44)

Ôàêòè÷åñêè íåðàâåíñòâî (A.44) ïîäòâåðæäàåò âûøåíàïèñàííîå î òîì, ÷òî èìå-

åò ìåñòî åäèíñòâåííàÿ âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà.

II) Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ L9(θ1, t, n) èç îïðåäåëåíèÿ 54 âèäà

L9(θ1, t, n) ≡ Kn
D(θ1, t, n)−minKn

D(θ1, n);

Kn
D(θ1, t, n)← Ñîîòíîøåíèÿ (A.1); minKn

D(θ1, n)← Ñîîòíîøåíèÿ (A.2);

ðåàëüíî ↘ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè 0 < t < 1/1000 è n ⩾ 11;

Âû÷èñëÿåì ∂KD(θ, t, n)/∂θ1 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (A.1) â Wolfram

Mathematica, ïðåäâàðèòåëüíî ïîäñòàâèâ òóäà îïðåäåëåíèå 26 âèäà θ = θ1 ·2n/n;
Ïîñëå óïðîùåíèÿ â Wolfram Mathematica îíà ïðèìåò âèä

G3 ≡ 1 + (θ1δ1)
n − (1 + θ1δ1)h,

G4 ≡ (−1 + 4θ1)(1 + θn1 δ
n
1 )h− (−1 + 2θ1)(1 + θ21δ

2
1)h

n1 − 2θ1(1 + θ1δ1)h
n,

G5 ≡ −nθn1 δn1
(
δ1 + θ1 ·

∂δ1
∂θ1

)
+ θ1δ1

(
hδ1 + hθ1

∂δ1
∂θ1

+ [1 + θ1δ1]
∂h

∂θ1

)
,

G6 ≡ h3
(
− 4θ1δ1 + θn1 δ

n
1 ·G7

)
+ θ1δ1h

n ·G8,

G7 ≡ nδ1 − 4θ1δ1[n+ 1] + [1− 4θ1]nθ1
∂δ1
∂θ1

,

G8 ≡ 2h ·G9 +G10,

G9 ≡ h+ 1 + θ1
(
[−1 + 3θ1]δ

2
1 + 2h · δ1

)
+ θ21

(
[−1 + 2θ1]δ1 + h

∂δ1
∂θ1

)
,

G10 ≡
[
(−1 + 2θ1)n2(1 + θ21δ

2
1) + 2hθ1n1[1 + θ1δ1]

] ∂h
∂θ1

,

∂Kn
D(θ1, t, n)

∂θ1
=

(
2n2θ1

)n
h

nn2
· n1h ·G3G4 − h/δ1 ·G4 ·G5 + 1/δ1 ·G3 ·G6

(S18 + S19)2

(A.45)
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Ðàññìîòðèì ñîìíîæèòåëè â ñîîòíîøåíèÿõ (A.45) ïîäðîáíåå. Çàäà÷à�äîêàçàòü,

÷òî ×Ñ äðîáè â ñîîòíîøåíèÿõ (A.45) îòðèöàòåëüíûé. Ýòî äàñò âîçìîæíîñòü

îöåíèòü ÇÍ ýòîé äðîáè ñâåðõó è çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíàÿ.

1) Ðàññìîòðèì G3;

G3 ≡ 1 + (θ1δ1)
n − (1 + θ1δ1)h⇔ G3 = (1− h+ θn1 δ

n
1 )− h · θ1δ1;

Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè èç óòâåðæäåíèÿ 13 âèäà

h = n
√
1 + tann t; È ðàâåíñòâîì óòâåðæäåíèé 5, 9 âèäà y/x = δθ = tan t, ò. å.

ïðîùå ãîâîðÿ y/x = δ1θ1; Èç ýòèõ äâóõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåòñÿ

h = n
√

1 + δn1 · θn1 ⇔ hn − 1 = δn1 · θn1 ⇒ h− 1 ⩽
δn1 · θn1
n

⇒

⇒ ïðîäîëæàåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî è ïîëó÷àåì îöåíêóG3 ⩾ − (θ1δ1)
n

n
+ (θ1δ1)

n − h · θ1δ1,

G3 ≈ −hθ1δ1 ← Â ñèëó íåðàâåíñòâà (A.34) θ1 < 1/n
(A.46)

2) Ðàññìîòðèì G4;

Ïåðåãðóïïèðóåì ó íåãî ñëàãàåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

G4

h
= 4θ1−(1−4θ1)θ

n
1 δ

n
1 +(hn2−1)−2hn2θ1+θ

2
1δ

2
1h

n2(1−2θ1)−2hn1θ1(1+δ1θ1);

Ñîáåðåì ñëàãàåìûå ñ θ1 â ïåðâîé ñòåïåíè.

G4

h
= (4−2hn2−2hn1)θ1−(1−4θ1)θ

n
1 δ

n
1 +(hn2−1)+θ21δ

2
1h

n2(1− 2θ1)− 2hn1δ1θ
2
1︸ ︷︷ ︸;

(A.47)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.11) âèäàδ1 =

[
1 +H11(t)

2
− θ1

] (
θ1 − 1/2

)−2
,

h = 1 + θ1 [δ1(1− 2θ1)− 2]

ñëàãàåìîå θ21δ
2
1h

n2(1− 2θ1)− 2hn1δ1θ
2
1︸ ︷︷ ︸ = 2hn2δ1θ

2
1H11(t) ïîñëå óïðîùåíèÿ â

Wolfram Mathematica, ïîýòîìó îíî > 0; Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ðàâåíñòâå

(A.47) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì èç óòâåðæäåíèÿ 13 âèäà h = n
√
1 + tann t; È ðàâåí-

ñòâîì óòâåðæäåíèÿ 5 âèäà y/x = δθ, ò. å. ïðîùå ãîâîðÿ y/x = δ1θ1, è åù¼

y/x = tan t, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

h = n
√
1 + δn1 θ

n
1 ⇒ h− 1 ⩽

δn1 θ
n
1

n
; (A.48)

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (A.48) ïðîäîëæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

(4− 2hn2 − 2hn1)θ1 − (1− 4θ1)θ
n
1 δ

n
1 + (hn2 − 1) ⩾ 2(1− h)(hn3 + . . .+ 1)θ1+

+ 2(1− h)(hn2 + . . .+ 1)θ1 − (1− 4θ1)θ
n
1 δ

n
1 ⩾ −2δ

n
1 θ

n
1

n

[
(n3 + 1)θ1 + (n2 + 1)θ1

]
;
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî�ýòî ôàêòè÷åñêè åñòü îöåíêà G4 ñíèçó. Òàêèì îáðàçîì

G4 ⩾ h

(
−2

δn1 θ
n
1

n

[
(n3+1)θ1+(n2+1)θ1

])
⇒ G4 ⩾ −2hδ

n
1 θ

n
1

n

(
2− 3

n

)
θ1; (A.49)

3) Ðàññìîòðèì G5;

Â ñèëó îöåíîê (A.17), (A.34) âèäà δ1 < 2.001, θ1 < 1/n è ðàâåíñòâà (A.18)

âèäà

∂h

∂θ1
=

[
1

1/2− θ1
+

H11(t)/2

(1/2− θ1)2

]
(1− 4θ1)− 2− 2θ1 ·

θ1 + 1/2

(1/2− θ1)2
;

Ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó âèäà

∂h

∂θ1
≈ −4θ1; (A.50)

Îöåíêà (A.50) è îöåíêà (A.34) âèäà θ1 < 1/n ïîçâîëÿåò îöåíèòü G5 êàê

G5 ≈ h · δ21 · θ1; (A.51)

4) Ðàññìîòðèì G7;

Èñïîëüçóÿ òå æå îöåíêè, ÷òî è â ñëó÷àå G5 ïîëó÷àåì, ÷òî G7 ìîæíî îöåíèòü

êàê

G7 ≈ n · δ1; (A.52)

5) Ðàññìîòðèì G9;

Èñïîëüçóÿ òå æå îöåíêè, ÷òî è â ñëó÷àå G5 ïîëó÷àåì, ÷òî G9 ìîæíî îöåíèòü

êàê

G9 ≈ h+ 1− 2θ1; (A.53)

6) Ðàññìîòðèì G10;

Èñïîëüçóÿ òå æå îöåíêè, ÷òî è â ñëó÷àå G5 ïîëó÷àåì, ÷òî G10 ìîæíî îöåíèòü

êàê G10 ≈ (−n2 + 2n1θ1)
∂h

∂θ1
,

∂h/∂θ1 ⩽ −4θ1 ← Íåðàâåíñòâî (A.18)
⇒ G10 ⩾ 4n2θ1; (A.54)

7) Ðàññìîòðèì G6;

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (A.54) ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ îöåíêà äëÿ G8

G8 ⩾ 2hG9 + 4n2 · θ1;

Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ G6 ñíèçó òàêîãî âèäà

G6 ⩾ h3(−4θ1δ1) + θ1δ1h
n · (2h ·G9 + 4θ1n2);

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé (A.53) äëÿ G9 è ïîëó÷èòü îöåíêó G6 ñíèçó,

ïðîäîëæàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

G6 ⩾ h3(−4θ1δ1) + θ1δ1h
n · 2h(h+ 1− 2θ1) + θ1δ1h

n · 4θ1n2 ⇒
⇒ G6 ⩾ h3(−4θ1δ1) + θ1δ1h

n · 2h(2− 2θ1) + θ1δ1h
n · 4θ1n2 ⇒
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⇒ G6 ⩾ θ1δ1h
n · 4θ1n2 ⇔ G6 ⩾ 4n2 · hnδ1θ21; (A.55)

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ôàêòîâ íàäî îöåíèòü ×Ñ äðîáè
∂Kn

D

∂θ1
èç ñîîòíîøåíèé

(A.45), îáîçíà÷èì åãî G11; Îí èìååò âèä

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 64. G11 ≡ ×Ñ äðîáè
∂Kn

D

∂θ1
èç ñîîòíîøåíèé (A.45);

G11 ≡ n1h ·G3G4 − h/δ1 ·G4 ·G5 + 1/δ1 ·G3 ·G6;

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (A.46) âèäà G3 ≈ −hθ1δ1, (A.51) âèäà G5 ≈ h · δ21 · θ1
è (A.55) â îïðåäåëåíèå 64, ïîëó÷àåòñÿ

G11 ⩽ −hθ1δ1 ·G4 − h/δ1 ·G4 · h · δ21 · θ1 + 1/δ1 · (−hθ1δ1) · 4n2 · hnδ1θ21; (A.56)

Â íåðàâåíñòâå (A.56) âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ G4 > 0 è G4 < 0;

Åñëè G4 > 0, òî èç íåðàâåíñòâà (A.56) ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

G11 ⩽ 1/δ1 · (−hθ1δ1) · 4n2 · hnδ1θ21;

Åñëè G4 < 0, òî ïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (A.49) âèäà

G4 ⩾ −2hδ
n
1 θ

n
1

n

(
2− 3

n

)
θ1

è òîãäà èç íåðàâåíñòâà (A.56) ïîëó÷àåòñÿ îöåíêàG11 ⩽ −hθ1δ1 ·G4 − h/δ1 ·G4 · h · δ21 · θ1 + 1/δ1 · (−hθ1δ1) · 4n2 · hnδ1θ21,

G4 = −2hδ
n
1 θ

n
1

n

(
2− 3

n

)
θ1

(A.57)

Ïî ìåðêàì îöåíêè (A.57) ñëàãàåìîå G4 ìàëî, ïîýòîìó èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ò. å. ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà

÷èñëà G4

G11 ⩽ 1/δ1 · (−hθ1δ1) · 4n2 · hnδ1θ21 ⇒ G11 ⩽ −4n2 · hn+1 · θ31; (A.58)

Â íåðàâåíñòâå (A.58) ïîëó÷èëîñü, ÷òî G11 < 0⇒ ÇÍ äðîáè
∂Kn

D

∂θ1
èç ñîîòíîøå-

íèé (A.45) íàäî îöåíèâàòü ñâåðõó. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (A.24), åñëè θ1 < 1/n,

òî

∂S18/θ1
∂θ1

+
∂S19/θ1
∂θ1

< 0;

Çíà÷èò max çíà÷åíèå ÇÍ (S18+S19)
2 íàäî ïðîâåðèòü, â ñèëó íåðàâåíñòâà (A.34)

âèäà θ1 < 1/n, òîëüêî ïðè θ1 = 0 è ïðè θ1 = 1/n; Ò. å. âîçìîæíû äâà âàðèàíòà
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â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.37) è (A.39)

S18(θ1 = 0) = 2n · θ1

(
2 ·H11(t)

1− 2θ1
· (hn3 + hn4 + . . .+ 1)

)
,

S19(θ1 = 0) = 2nθ1 · 0 ← Ñîîòíîøåíèÿ (A.37)

S18(θ1 = 1/n) = 2n · θ1

(
2 · νn1/n

1− 2/n
· (hn3 + hn4 + . . .+ 1)− 4 · ν

n1/n

1− 2/n
·

·
(
hn2 + 2[hn3 + hn4 + . . .+ 1]

)
· 1
n
+ hn2δ21 ·

1

n

)
, ← Ñîîòíîøåíèÿ (A.39)

S19(θ1 = 1/n) = 2n · θ1 ·
1

n

([
−1 + 4

n

](
1

n

)n2

δn1 − 2hn1δ1 − 2hn2 · 1
n
· δ21
)

(A.59)

8) Ðàññìîòðèì ýòè äâà âàðèàíòà ñîâîêóïíîñòè (A.59) ïî î÷åðåäè.

à) S18(θ1 = 0) > 0⇒ S18(θ1 = 0)+ S19(θ1 = 0) ⩽ 2n · θ1

(
2 ·H11(t)

1− 2θ1
· (n3 +1)

)
;

Ïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (A.17) âèäà H11(t) ⩽ 2θ1(1− 2θ1)⇒ H11(t) ⩽ 2θ1, ïîäñòàâ-

ëÿÿ å¼ â ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî. Èìååì

S18(θ1 = 0) + S19(θ1 = 0) ⩽ 2n · 2n2 · θ21; (A.60)

Òåïåðü åñòü âîçìîæíîñòü îöåíèòü äðîáü
∂Kn

D

∂θ1
èç ñîîòíîøåíèé (A.45), èñïîëü-

çóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè (A.58) è (A.60); Ïîëó÷àåòñÿ

∂Kn
D

∂θ1
⩽

(
2n2θ1

)n
h

nn2
· −4n2 · h

n+1 · θ31(
2n · 2n2 · θ21

)2 ⇔ ∂Kn
D

∂θ1
⩽

(
2n2θ1

)n
h

nn2
· −hn+1

22n · n2 · θ1
; (A.61)

á) Â ñèëó íåðàâåíñòâà (A.43) S18(θ1 = 1/n)+S19(θ1 = 1/n) < 0⇒ îöåíèâàåì

S18(θ1 = 1/n) +S19(θ1 = 1/n) ñíèçó. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì 63

ñëåäóþùåãî âèäà, ò. ê. â í¼ì âûïèñàíû ñëàãàåìûå, êîòîðûå ðåàëüíî ìîãóò

âëèÿòü íà çíàê ôóíêöèè S18(θ1 = 1/n) + S19(θ1 = 1/n);

r ≡ 2 · νn1/n

1− 2/n
· (hn3 + hn4 + . . .+ 1) +

1

n
([−1 + 4/n] · (1/n)n2δn1 ) ;

Èç îïðåäåëåíèÿ 63 èìååì

r ⩾
1

n

(
[−1 + 4/n] ·

(
1

n

)n2

δn1

)
;

Ïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (A.17) âèäà δ1 < 2.001 (h ≈ 1) è èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà

èìååì

S18(θ1 = 1/n) + S19(θ1 = 1/n) ⩾ 2n · θ1 ·

(
− 2n

nn1

)
; (A.62)
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9) Òåïåðü åñòü âîçìîæíîñòü îöåíèòü äðîáü
∂Kn

D

∂θ1
èç ñîîòíîøåíèé (A.45), èñ-

ïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè (A.58) âèäà G11 ⩽ −4n2 · hn+1 · θ31 è (A.62); Ïîëó-

÷àåòñÿ
∂Kn

D

∂θ1
⩽

(
2n2θ1

)n
h

nn2
·
(
2n
)2 · −4n2 · hn+1 · θ31[

2n · θ1

(
− 2n

nn1

)]2 ⇔

⇔ ∂Kn
D

∂θ1
⩽

(
2n2θ1

)n
nn2

· −4n2 · θ1(
− 2n

nn1

)2 (A.63)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ôóíêöèè ∂L9/∂θ1 èç îïðåäåëåíèÿ 54 âèäà L9(θ1, t, n) ≡
Kn

D(θ1, t, n)−minKn
D(θ1, n) îöåíåíî äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ à) è á).

10) Îñòàëîñü îöåíèòü âòîðîå å¼ ñëàãàåìîå, çàäàâàåìîå ñîîòíîøåíèÿìè (A.2)

âèäà

minKn
D(θ1, n) =

2n

n
− 2θ −

θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3


n3

;

{
θ = θ1 · 2n/n,
Q = 3999954/106

à) Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ñëàãàåìîå minKn
D(θ1, n), ñ÷èòàÿ, ÷òî θ1�ýòî arg, à

n ⩾ 11�ïàðàìåòð. Ëó÷øå ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü îòäåëüíî äðîáíîå ñëàãàåìîå,

÷òîáû ïîíÿòü, êàêóþ ðîëü îíî èãðàåò.

∂

∂θ1

θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
=

(
2n

n

)2

· ∂

∂θ1

(1/4− θ1)−1 · θn1
(1− 2θ1)n3

(A.64)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (A.34) θ1 < 1/n⇒ ïðîèçâîäíàÿ ñëàãàåìîãî è ñàìî ñëàãàåìîå

(A.64) ðîëè íå èãðàþò, ò. å. èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

∂minKn
D(θ1, n)

∂θ1
≈

(
2n

n

)n3

· (−2n3) · (1− 2θ1)
n4 ; (A.65)

á) ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (A.61) è (A.63), (A.65) íàäî îöå-

íèòü θ1 ñíèçó êàê θ1 > 1/n3; Êàê ýòî ñäåëàòü?

Èäåÿ î÷åíü ïîõîæà íà òó, ÷òî èñïîëüçîâàëàñü ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâà (A.34)

âèäà θ1 < 1/n; Çäåñü òîæå íàäî ïðåäñòàâèòü ÷èñëî h− 1 äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ïåðâûé ñïîñîá�÷åðåç óðàâíåíèå èç óòâåðæäåíèÿ 13 âèäà h = n
√
1 + νn; Ãäå ïî

îïðåäåëåíèþ 7 ν ≡ tan t;

Âòîðîé ñïîñîá�÷åðåç ñîîòíîøåíèå (A.25) è îïðåäåëåíèå15 ôóíêöèè H11(t);

Èäåÿ, ÷òî (h− 1)−max(h− 1) ⩽ 0⇒ θ1 > 1/n3;

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ν < 1/n3/2;
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Â ñèëó ðàâåíñòâà (A.25)

h− 1 =
2θ1H11(t)

1− 2θ1
;

Çíà÷èò â ñèëó ðàâåíñòâà (A.25) ïîëó÷àåì ôóíêöèþ

h− 1 =
2θ1H11(t)

1− 2θ1
,

H11(t) ≡

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
· δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
,

θ(t) =
(
1− l(t)

)
2n1/n, δ(t) = tan t/θ(t) ← Îïðåäåëåíèå 15

(A.66)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 7 ν ≡ tan t è îïðåäåëåíèÿ 26 θ = θ1 · 2n/n è δ = δ1 · n/2n,
ïîýòîìó â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.66) è îöåíêè (A.30) âèäà

H11(t) ≈ νn1/n; ν ⩽ tan 0.001;

îïðåäåëèì ôóíêöèþ.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 65.
H11(ν) ≈ νn1/n; ν ⩽ tan 0.001, l(ν) =

n
√
1 + νn

1 + ν
,

θ(ν) =
(
1− l(ν)

)
2n1/n,

σ11(ν, n) ≡ ( n
√
1 + νn − 1)︸ ︷︷ ︸−2θ1H11(ν)

1− 2θ1

Äèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ σ11(ν, n) èç îïðåäåëåíèÿ 65, n�ïàðàìåòð. Ïîñëå

óïðîùåíèÿ â Wolfram Mathematica ïîëó÷àåì
∂σ11
∂ν

=

νn2

[
νn
(
− n2 + (−n1)ν + n1h

)
+ ν3

(
− 1 + n[1 + ν + ν · h]

)]
n · hn+1

,

ν3 ≡ −1 + n
√
1 + νn

(A.67)

Ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé t < 0.001 ⇒ ν ≡ tan t < 0.001 ⇒ ìîæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé èç ìàòàíàëèçà (1 + u)a − 1 ∼ a · u, êîãäà u áåñêîíå÷íî

ìàëàÿ è h ≈ 1. Â ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî n ⩾ 11 ïî th 1, ïîëó÷àåì èç

ñîîòíîøåíèé (A.67), ÷òî

{
h ∼ 1,
n
√
1 + νn − 1 ∼ νn/n

⇒

∂σ11
∂ν
∼ νn(−n− 2− n1ν + n1) + n1ν

n/n

n
∼

∼ νn(1− n1ν + 1− 1/n)

n
⇒ ∂σ11

∂ν
> 0;

Ïîñëåäíèé ïåðåõîä ñäåëàí â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ν < 1/n3/2 ⇒ ∂σ11
∂ν

> 0 ∀ n ⩾

11;
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Çíà÷èò ðàç ïî îïðåäåëåíèþ 7 ν ≡ tan t ⇒ ∂σ11
∂t

> 0, ò. ê. tan t ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðè ∀ t ∈ (0; 1/1000); Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì 65,

íàõîäèì t = 0⇒ ν = 0⇒ σ11(ν = 0) = 0⇒ σ11 > 0 ∀ t ∈ (0; 1/1000);

À ýòî ÿâíî ïðîòèâîðå÷èò ðàíåå íàïèñàííîìó îïðåäåëåíèþ 65, â êîòîðîì

ôàêòè÷åñêè çàïèñàíà ðàçíîñòü äâóõ ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà h− 1⇒ ýòî

óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ν è îíî îáÿçàíî èìåòü êîðåíü, íî îíî íå èìååò êîðíåé

⇒ èçíà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå ν < 1/n3/2 ëîæíî ⇒

⇒ ν > 1/n3/2; (A.68)

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (A.68) ëåãêî ïîëó÷èòü èñêîìóþ îöåíêó θ1 ñíèçó.

Ïî óòâåðæäåíèÿì 5, 9 y/x = sin t/ cos t, y/x = δθ, ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ 26

âèäà θ = θ1 · 2n/n è ðàâåíñòâà δ = δ1 · n/2n èìååì ν = θ1δ1, íî ìîæíî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì (A.68) è ïîëó÷èòü θ1δ1 > 1/n3 ⇔

⇔ θ1 >
1

n3/2δ1
; (A.69)

Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (A.17) âèäà δ1 < 2.001 â íåðàâåíñòâî (A.69) è ïî-

ëó÷àåì èñêîìóþ îöåíêó.

θ1 >
1

2.001n3/2
; (A.70)

11) Òåïåðü åñòü âñå íåîáõîäèìîå, ÷òîáû îïðåäåëèòü çíàê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

L9 èç îïðåäåëåíèÿ 54 âèäà

L9(θ1, t, n) ≡ Kn
D(θ1, t, n)−minKn

D(θ1, n);

Kn
D(θ1, t, n)← Ñîîòíîøåíèÿ (A.1); minKn

D(θ1, n)← Ñîîòíîøåíèÿ (A.2);

äëÿ êàæäîãî èç ñëó÷àåâ ñîâîêóïíîñòè (A.59) à) è á);

á) Â ñèëó îöåíîê (A.63) è (A.65) âèäà

∂Kn
D

∂θ1
⩽

(
2n2θ1

)n
nn2

· −4n2 · θ1(
− 2n

nn1

)2 , ← Îöåíêà (A.63)

∂minKn
D(θ1, n)

∂θ1
≈

(
2n

n

)n3

· (−2n3) · (1− 2θ1)
n4 ← Îöåíêà (A.65)

è íåðàâåíñòâà (A.70) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå (h ≈ 1)

∂Kn
D

∂θ1
− ∂minKn

D(θ1, n)

∂θ1
⩽

(
2n2θ1

)n
h

nn2
· −4n2 · θ1(
− 2n

nn1

)2 +

(
2n

n

)n3

· 2n3;

Ïîäñòàâëÿåì â ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îöåíêó (A.70) è ïîëó÷àåì

∂Kn
D

∂θ1
− ∂minKn

D(θ1, n)

∂θ1
⩽

(
2n2
)n
h

nn2(2.0001n3/2)n
· −4n2(

2n

nn1

)2

2.0001n3/2

+

(
2n

n

)n3

2n3;
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Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå âûíîñèì ìíîæèòåëü 2nn3/nn3 çà ñêîáêó. Èìååì

∂Kn
D

∂θ1
− ∂minKn

D(θ1, n)

∂θ1
⩽

[
2n

n

]n3
(

n · 2nh · n2n1

(2.0001n3/2)n+1
· −4n2

22n
+ 2n3

)
; (A.71)

Èç íåðàâåíñòâà (A.71), îïðåäåëåíèÿ 54 âèäà

L9(θ1, t, n) ≡ Kn
D(θ1, t, n)−minKn

D(θ1, n)

Kn
D(θ1, t, n)← Ñîîòíîøåíèÿ (A.1); minKn

D(θ1, n)← Ñîîòíîøåíèÿ (A.2)

è ñîîòíîøåíèé (A.1), (A.2) äåëàåì âûâîä, ÷òî (h ≈ 1)

∂Kn
D

∂θ1
− ∂minKn

D(θ1, n)

∂θ1
⩽

[
2n

n

]n3
(

n · n2n1

(2.0001n3/2)n+1
· −4n2

2n
+ 2n3

)
⇒

⇒ ∂Kn
D

∂θ1
− ∂minKn

D(θ1, n)

∂θ1
< 0⇔ ∂L9(θ1, t, n)

∂θ1
< 0; (A.72)

Íåðàâåíñòâî (A.72)�ýòî èìåííî òî, ÷òî íàäî áûëî ïîëó÷èòü.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

III) Äîêàæåì, ÷òî â îïðåäåëåíèè 43 ôóíêöèÿ âèäà
K5 ≡ Kn

D(t, θ, t1, n)1 −Kn
D(θ, t, n)2,

Kn
D(t, θ, t1, n)1, ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.310)

Kn
D(θ, t, n)2 ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.309)

L10, L11 ≡ ÇÍ
[
Kn

D(t, θ, t1, n), K
n
D(θ, t, n)

]
;

Çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.310) âèäà

[Kn
D]1 =

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn + 1θn1(δθ)n)

S18 + S19
,

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2δθ)n + 4nθ(δθ)n,

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(t1))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ(t1) = (1− l(t1))2n1/n, ←⇒ óòâåðæäåíèÿ 9

δ(t1) = tan t1/θ(t1) ←⇒ óòâåðæäåíèé 9, 5 y/x = δθ

H11(t1) =

∣∣∣∣∣l(t1)− n

2n1
δ(t1)

(
θ(t1)−

2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , t1 = t,

Kn
D = Kn

D(t, θ, t1, n)1 ← Ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ â îáùåì âèäå
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È ñîîòíîøåíèÿìè (3.309) âèäà

[Kn
D]2 =

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − hn1θn1 tan t+ 1θn1 tann t)

S20 + S21
,

S20 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nhn2 tan2 t,

S21 ≡ −4nhn1θ tan t+ 2nhn1θ tan t− 2nhn2θ tan2 t− (2 tan t)n + 4nθ(tan t)n,

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ(t) = (1− l(t))2n1/n, ←⇒ óòâåðæäåíèÿ 9

δ(t) = tan t/θ(t) ← Óòâåðæäåíèå 14, 5 y/x = δθ = tan t

H11(t) =

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , Kn

D = Kn
D(θ, t, n)2

ðåàëüíî óáûâàåò ïðè t1 = t è ôèêñèðîâàííîì t ∈ (0; 0.40699) è ôèêñèðîâàííîì

n ⩾ 11 íà ïðîìåæóòêå θ1 ∈ [0; 0.16]; È ÷òî ó íå¼ ðåàëüíî åñòü åäèíñòâåííàÿ

âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà âèäà θ1 = ξ3(1− l)/2, ãäå

l(ν) =
n
√
1 + νn

1 + ν
; ν ≡ tan t; ξ3 ∈ (0; 1); t ∈ (0.001; 0.40699);

Ò. ê. â óòâåðæäåíèè 23 ïîëó÷åíà îöåíêà t > 10−3, òî åé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ.

1) Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû.

à) Äèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ [Kn
D]1 èç ñîîòíîøåíèé (3.310) ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Ò. ê. äèôôåðåíöèðîâàòü ýòó ôóíêöèþ íàïðÿìóþ ñëèøêîì ñëîæíî,

ñäåëàåì ñëåäóþùåå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî θ1�ýòî arg ôóíêöèè, à h, δ1, n�ýòî

ïàðàìåòðû. Ïîëó÷àåòñÿ (ïî îïðåäåëåíèþ 26 θ = θ1 · 2n/n) ïîñëå óïðîùåíèÿ

1

n

[
∂Kn

D

∂θ1

]
1

=
2n

n

[
− n1(h

n1 − 1)θn2 − δhn1 · nθn1 + δn(2n− 1)θ2n1
]
(S18 + S19)

(S18 + S19)2
⊖

⊖
∂(S18 + S19)/∂θ1 ·

[
(1− hn1)θn1 − δhn1θn + θn1(δ1θ1)

n
]

(S18 + S19)2
;

(A.73)

á) Â ðàâåíñòâå (A.73) íàäî îïðåäåëèòü çíàêè ñîìíîæèòåëåé, ÷òîáû îïðåäåëèòü

çíàê ïðîèçâîäíîé

[
∂Kn

D

∂θ1

]
1

;

Ðàññìîòðèì ýòè ñîìíîæèòåëè ïî î÷åðåäè.

Ñíà÷àëà S18 + S19;

Äîêàæåì, ÷òî S18 + S19 < 0 íà ïðîìåæóòêå θ1 ∈ [0; 0.16] è ôèêñèðîâàííîì

∀ t ∈ (0; 0.40699) è ∀ n ⩾ 11;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.1) è îïðåäåëåíèÿ 26 âèäà θ = θ1 · 2n/n èìååì ïîñëå

óïðîùåíèÿ{
S18 = 2n

[
(hn2 − 1) + 4θ1 − 2θ1h

n1 − 2θhn2 + δ2hn2θ21
]
,

S19 = 2n
[
− 2δ1h

n1θ21 − 2δ21h
n2θ31 − (2δ1θ1)

n + 4θ1(δ1θ1)
n
] (A.74)
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Ìîæíî ïîäñòàâèòü ðàâåíñòâîì (A.25) âèäà

h− 1 =
2θ1H11(t)

1− 2θ1
;

â ñîîòíîøåíèÿ (A.74), äàëåå âûíîñèì θ1 çà ñêîáêó, ò. å. ïîëó÷àåòñÿ
S18 = 2n · θ1

(
2H11(t)

1− 2θ1
[hn3 + hn4 + . . .+ 1] + [4− 2hn1 − 2hn2 ] + δ21h

n2θ1︸ ︷︷ ︸
)
,

S19 = 2n · θ1
(
−2δ1hn1θ1 − 2δ21h

n2θ21︸ ︷︷ ︸−2δn1 θn1
1 + 4θn1 δ

n
1

)
(A.75)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.25) è (A.11) âèäà

h− 1 =
2θ1H11(t)

1− 2θ1
; δ1 =

[
1 +H11(t)

2
− θ1

] (
θ1 − 1/2

)−2

ñëàãàåìûå ︸︷︷︸ â ñîîòíîøåíèÿõ (A.75) ïðèìóò âèä
hn2δ1θ1[δ1 − 2h− 2θ1δ1] = 2hn2δ1 · θ1 ·H11(t);

Çíà÷èò ñîîòíîøåíèÿ (A.75) ïðèìóò âèä

S18 = 2n · θ1

(
2H11(t)

1− 2θ1
[hn3 + hn4 + . . .+ 1] + [4− 2hn1 − 2hn2 ] + 2hn2δ1·

·H11(t) · θ1

)
,

S19 = 2n · θ1
(
− 2δn1 θ

n1
1 + 4θn1 δ

n
1

)
(A.76)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî θ1�ýòî arg ôóíêöèè, h, δ1, n�ýòî ïàðàìåòðû. Èç ñîîòíî-

øåíèé (A.76) èìååì
∂S18/θ1
∂θ1

= 2n

(
4H11(t)

(1− 2θ1)2
[hn3 + hn4 + . . .+ 1] + 2hn2δ1H11(t)

)
,

∂S19/θ1
∂θ1

= 2n
(
− 2n1δ

n
1 θ

n2
1 + 4nδn1 · θ

n1
1

) (A.77)

Ìîæíî ïîäñòàâèòü îöåíêó (A.30) âèäà (îíà ãîäèòñÿ è äëÿ ν < tan 0.407, ò. ê.

n ⩾ 11)

H11(t) ≈ νn1/n; ν ⩽ tan 0.407;

â ñîîòíîøåíèÿ (A.77); Ïîëó÷àåòñÿ
∂S18/θ1
∂θ1

= 2n

(
4νn1/n

(1− 2θ1)2
[hn3 + hn4 + . . .+ 1] + 2hn2δ1 · νn1/n

)
,

∂S19/θ1
∂θ1

= 2n
(
− 2n1δ

n
1 θ

n2
1 + 4nδn1 · θ

n1
1

) (A.78)



266 À.À. ÊÓÐÌÀ×ÅÂ

Ïðåîáðàçóåì ñîîòíîøåíèÿ (A.78) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ò. ê. ïî óñëîâèþ θ1 <

0.16, òî îöåíèì îáà ñëàãàåìûõ ñâåðõó (h ≈ 1)
∂S18/θ1
∂θ1

⩽ 2n

(
4νn1/n

(1− 2 · 0.16)2
[n3 + 1] + 2hn2δ1 · νn1/n

)
,

∂S19/θ1
∂θ1

⩽ 2n
(
− 2n1δ

n
1 θ

n2
1 + 4nδn1 · θ

n2
1 · 0.16

) (A.79)

Óïðîùàåì ñîîòíîøåíèÿ (A.79), ïîëó÷àåòñÿ
∂S18/θ1
∂θ1

⩽ 2n

(
2500 · νn1/n

289
· n2 + 2hn2δ1 · νn1/n

)
,

∂S19/θ1
∂θ1

⩽ 2n[−2n1 + 0.64n]δn1 θ
n2
1

(A.80)

Ïî óñëîâèþ θ1�ýòî arg, δ1, h, n�ïàðàìåòðû. Çíà÷èò â ñèëó ðàâåíñòâà ν =

δ1 · θ1 ⇔ θ1 = ν/δ1 ⇒ ñîîòíîøåíèÿ (A.80) ïðèíèìàþò âèä
∂S18/θ1
∂θ1

⩽ 2n

(
2500 · νn1/n

289
· n2 + 2hn2δ1 · νn1/n

)
,

∂S19/θ1
∂θ1

⩽ 2n
(
[−2n1 + 0.64n]δ21ν

n2
) (A.81)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (A.81) âûíîñèì îáùèé ìíîæèòåëü νn2 çà ñêîáêó, èìååì
∂S18/θ1
∂θ1

⩽ 2n · νn2

(
2500 · ν/n

289
· n2 + 2hn2δ1 · ν/n

)
,

∂S19/θ1
∂θ1

⩽ 2n · νn2 [−2n1 + 0.64n]δ21

(A.82)

Èç ñîîòíîøåíèé (A.82) âèäíî, ÷òî íàäî îïðåäåëèòü çíàê ÷èñëà

λ1 ≡

(
2500 · ν/n

289
· n2 + 2hn2δ1 · ν/n

)
+ [−2n1 + 0.64n]δ21 ;

Îíî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî ν ñ ïîëîæèòåëüíûì

óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíî < 0 è

ðåøèòü íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî ν, â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ

ν <
[2n1 − 0.64n]δ21

2500 · 1/n
289

· n2 + 2hn2δ1 · 1/n
; (A.83)

Çíà÷èò ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêó (A.13) âèäà δ1 > 2, n ⩾ 11 è îïðåäåëå-

íèå 7 ν ≡ tan t < 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî â ðàâåíñòâå (A.83) íàïèñàíà âåðíàÿ îöåíêà

÷èñëà ν ⇒ λ1 < 0⇒ áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (A.82) äåëàåì âûâîä

∂S18/θ1
∂θ1

+
∂S19/θ1
∂θ1

< 0; ← h, δ1, n ïàðàìåòðû (A.84)
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Áëàãîäàðÿ íåðàâåíñòâó (A.84) ïîíÿòíî, ÷òî óðàâíåíèå (S18 + S19)/θ1 = 0 îòíî-

ñèòåëüíî θ1 ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ, åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî
∂S18/θ1
∂h

+
∂S19/θ1
∂h

< 0,

θ1, δ1, n ïàðàìåòðû


∂S18/θ1
∂δ1

+
∂S19/θ1
∂δ1

< 0,

θ1, h, n ïàðàìåòðû
(A.85)

Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ (A.85);

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.76) èìååì

∂(S18 + S19)

∂h
= 2nθ1

[
2H11(t)

1− 2θ1
[n3h

n4 + n4h
n5 + . . .+ 1]− 2[n1h

n2 + n2h
n3 ]+

+ 2n2h
n3 · δθ1H11(t)

]
∂(S18 + S19)

∂δ1
= 2n · θ1

[
2hn2θ1H11(t)− 2nδn1

1 θn1
1 + 4nθn1 δ

n1
1

]
(A.86)

Èç ñîîòíîøåíèé (A.86) âèäíî, ÷òî îáà íåðàâåíñòâà (A.85) èñòèííû, ò. ê. â

ñèëó îöåíêè (A.76) H11(ν) ≈ νn1/n; Çíà÷èò íàäî ïðîâåðèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè

(S19 + S20)/θ1 ïðè ∀ t ∈ (0.001; 0.407) è

θ1 = (1− l)/2; l =
n
√
1 + νn

1 + ν
; ν = tan t;

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî îíî îòðèöàòåëüíîå, òî òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå

S18/θ1 + S19/θ1 = 0 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü îòíîñèòåëüíî θ1 (ôóíêöèÿ

S18+S19 > 0 ïðè θ1 = 0, ÷òî áûëî äîêàçàíî â ñîîòíîøåíèÿõ (A.37) ïðè èññëåäî-

âàíèè ôóíêöèè èç óòâåðæäåíèÿ 23); Òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå

è åäèíñòâåííîñòü âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.76) èìååì

θ3 ≡ [1− l(ν)]/2, l(ν) =
n
√
1 + νn

1 + ν
,(

S18 + S19

θ1

)
(θ1 = θ3) =

2H11(t)(h
n3 + hn4 + . . .+ 1)

1− 2θ3
+ (4− 2hn1 − 2hn2)︸ ︷︷ ︸+

+2hn2δ1 ·H11(t) · θ3︸ ︷︷ ︸−2δn1 θn1
3 + 4θn3 δ

n
1

(A.87)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (A.87) ︸︷︷︸ îòìå÷åíû ñëàãàåìûå, êîòîðûå íàäî ñãðóïïèðîâàòü

âìåñòå è îöåíèòü èõ ñóììó ñâåðõó. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèÿ (A.87)

îöåíêó (A.30) (îíà ãîäèòñÿ è äëÿ ν < tan 0.407, ò. ê. n ⩾ 11) è ðàâåíñòâî (A.6)

âèäà hn1 + hn2 − 2 =
2θ1 ·H11(t)

1− 2θ1
·
(
hn2 + 2[hn3 + hn4 + . . .+ 1]

)
,

H11(t) ≈ νn1/n; ν ⩽ tan 0.407, θ1 = θ3
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Èìååì, ÷òî ðàç â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.11) δ1 =

[
1 +H11(t)

2
− θ1

] (
θ1 − 1/2

)−2
,

à ñëó÷àé t < 0.407 ðàññìàòðèâàåòñÿ, òî åñòü âîçìîæíîñòü îöåíèòü δ1 ñâåðõó.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (A.30) è òåì, ÷òî θ1 < 0.16 ïî óñëîâèþ. Ïî-

ëó÷àåòñÿ, ÷òî

H11(t) ≈ νn1/n; ν ≡ tan t; t < 0.407⇒ δ1 < 3; (A.88)

Ïîëüçóåìñÿ îöåíêîé (A.88) è òåì, ÷òî θ1 < 0.16 ïî óñëîâèþ. Ïîëó÷àåì

(4− 2hn1 − 2hn2)︸ ︷︷ ︸+2hn2δ1 ·H11(t) · θ3︸ ︷︷ ︸ = −4θ3H11(t)

1− 2θ1

(
hn2 + 2[hn3 + . . .+ 1]

)
+

+ 2hn2δ1 ·H11(t) · θ3︸ ︷︷ ︸ ⩽ −4θ3H11(t)

1− 2 · 0.16
·
(
1 + 2[n3 + 1]

)
+ 2hn2

1 · 3H11(t) · θ3︸ ︷︷ ︸ ⩽
⩽ θ3H11(t)

(
−4
0.68

·
(
1 + 2[n3 + 1]

)
+ 2hn2

1 · 3︸ ︷︷ ︸
)
;

Ò. ê. n ⩾ 11 ïî óñëîâèþ th 1, òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

(4− 2hn1 − 2hn2)︸ ︷︷ ︸+2hn2δ1 ·H11(t) · θ3︸ ︷︷ ︸ < 0; (A.89)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (A.89), â ñîîòíîøåíèÿõ (A.87) îñòàëîñü îöåíèòü ñëàãàåìûå

Ω1 ≡
2H11(t)(h

n3 + hn4 + . . .+ 1)

1− 2θ3
+
(
− 2δn1 θ

n1
3 + 4θn3 δ

n
1

)
;

Îêàæåòñÿ, ÷òî Ω1 < 0; Ìîæíî ïîäñòàâèòü îöåíêó (A.30) âèäà (îíà ãîäèòñÿ è

äëÿ ν < tan 0.407, ò. ê. n ⩾ 11)

H11(t) ≈ νn1/n; ν ⩽ tan 0.407;

â ýòè ñëàãàåìûå Ω1 è çàòåì îöåíèòü Ω1 ñâåðõó.

Ò. ê. åù¼ θ1 < 0.16 ïî óñëîâèþ ⇒ θ3 < 0.16, òî èç îïðåäåëåíèÿ Ω1 èìååì

Ω1 ⩽
2νn1/n · (hn3 + hn4 + . . .+ 1)

1− 2 · 0, 16
+
(
− 2δn1 θ

n1
3 + 4θn1

3 δn1 · 0.16
)
⇔

⇔ Ω1 ⩽
2νn1

1− 2 · 0, 16
+
(
− 1.36δn1 θ

n1
3

)
⇔

⇔ Ω1 ⩽ 50/17 · νn1 +
(
− 1.36δn1 θ

n1
3

)
; (A.90)

×òîáû ïðîäîëæèòü íåðàâåíñòâî (A.90), íàäî îöåíèòü δ1 ñíèçó, èñïîëüçóÿ ñîîò-

íîøåíèé (A.11) âèäà

δ1 =

[
1 +H11(t)

2
− θ1

] (
θ1 − 1/2

)−2
; θ1 = θ3 ⇒

⇒

θ3 ≡ [1− l(ν)]/2, l(ν) =
n
√
1 + νn

1 + ν
, ← Óòâåðæäåíèå 9

δ1 >
(
1/2− θ3

)−1
, ν ≡ tan t

(A.91)
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Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (A.91) â íåðàâåíñòâî (A.90), èìååì

θ3 ≡ [1− l(ν)]/2, l(ν) =
n
√
1 + νn

1 + ν
; Ω1 ⩽ 50/17 · νn1 − 1.36(

1/2− θ3
)n θn1

3 ; (A.92)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ θ3 îêàæåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ â Ï× íåðàâåíñòâà (A.92) îò-

ðèöàòåëüíà. ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, íàäî îöåíèòü θ3 ÷åðåç åãî îïðåäåëåíèå

ñâåðõó êàê

θ3 ⩽
ν

2(1 + ν)
; (A.93)

Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (A.93) â íåðàâåíñòâî (A.92), èìååì

Ω1 ⩽ 50/17 · νn1 − 1.36 · 2n · (1 + ν)n
νn1

2n1(1 + ν)n1
; (A.94)

Ïîñëå óïðîùåíèÿ íåðàâåíñòâî (A.94) ïðèìåò âèä

Ω1 <
2

425
(47− 578ν)νn1 ; (A.95)

Èç íåðàâåíñòâà (A.95) ⇒ ÷òî

Ω1 < 0 ← Åñëè ν > 47/578; (A.96)

À ÷òî, åñëè ν ⩽ 47/578?

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îöåíèòü θ3 ñâåðõó òî÷íåå çà ñ÷¼ò îïðåäåëåíèÿ

θ3 ≡ [1− l(ν)]/2; l(ν) =
n
√
1 + νn

1 + ν
;

Îêàæåòñÿ, ÷òî ïî óòâåðæäåíèþ 10 è îïðåäåëåíèþ 7 ν ≡ tan t, ïîýòîìó

∂l

∂t
< 0;

∂l

∂n
< 0⇒ θ3 < 0.0376; (A.97)

Äàëåå äåéñòâóåì òî÷íî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå θ3 < 0.16; Âîçâðàùàåìñÿ ê

îïðåäåëåíèþ

Ω1 ≡
2H11(t)(h

n3 + hn4 + . . .+ 1)

1− 2θ3
+
(
− 2δn1 θ

n1
3 + 4θn3 δ

n
1

)
;

Îêàæåòñÿ, ÷òî Ω1 < 0; Ìîæíî ïîäñòàâèòü îöåíêó (A.30) âèäà (îíà ãîäèòñÿ è

äëÿ ν < tan 0.407, ò. ê. n ⩾ 11)

H11(t) ≈ νn1/n; ν ⩽ tan 0.407;

Ïîëó÷àåì, ÷òî â ñèëó îöåíêè (A.97)

Ω1 ⩽
2νn1

1− 2 · 0.0376
+
(
[−2 + 4 · 0.0376]δn1 θ

n1
3

)
⇔

⇔ Ω1 ⩽ 2.163 · νn1 − 1.8496 · 2n · (1 + ν)n
νn1

2n1(1 + ν)n1
< 0 ← Åñëè ν ⩽ 47/578;

(A.98)
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Èç íåðàâåíñòâ (A.96) è (A.98) äåëàåì âûâîä, ÷òî Ω1 < 0⇒ â ñèëó ñîîòíîøåíèé

(A.87) èìååì
S18 + S19

θ1
(θ1 = θ3) < 0; (A.99)

Íåðàâåíñòâî (A.99) îêîí÷àòåëüíî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü

âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè èç ñîîòíîøåíèé (3.310) âèäà θ1 =

ξ3(1− l)/2, ãäå

l(ν) =
n
√
1 + νn

1 + ν
; ν ≡ tan t; ξ3 ∈ (0; 1); t ∈ (0.001; 0.40699);

Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê ðàâåíñòâó (A.73) âèäà

1

n

[
∂Kn

D

∂θ1

]
1

=
2n

n

[
− n1(h

n1 − 1)θn2 −
︷ ︸︸ ︷
δhn1 · nθn1 +δn(2n− 1)θ2n1

]
(S18 + S19)

(S18 + S19)2
⊖

⊖
∂(S18 + S19)/∂θ1 ·

[
(1− hn1)θn1 −

︷ ︸︸ ︷
δhn1θn +θn1(δ1θ1)

n
]

(S18 + S19)2
← (A.73)

Öåëü�âûâåñòè, ÷òî â ðàâåíñòâå (A.73) äîëæíî áûòü
∂Kn

D

∂θ1
< 0;

Èäåÿ�îöåíèòü ×Ñ äàííîé äðîáè ñâåðõó. Ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.76) âèäà

S18 = 2n · θ1

(
2H11(t)

1− 2θ1
[hn3 + hn4 + . . .+ 1] + [4− 2hn1 − 2hn2 ] + 2hn2δ1·

·H11(t) · θ1

)
,

S19 = 2n · θ1
( ︷ ︸︸ ︷
−2δn1 θ

n1
1 + 4θn1 δ

n
1

)
← Ñîîòíîøåíèÿ (A.76)

ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

S18 + S19 ⩾ 2n · θ1
(
4− 2hn1 − 2hn2 − 2δn1 · θ

n1
1

)
; (A.100)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.77) âèäà
∂S18/θ1
∂θ1

= 2n

(
4H11(t)

(1− 2θ1)2
[hn3 + hn4 + . . .+ 1] + 2hn2δ1H11(t)

)
,

∂S19/θ1
∂θ1

= 2n
(
− 2n1δ

n
1 θ

n2
1 + 4nδn1 · θ

n1
1

)
è ñîîòíîøåíèé (A.76) è θ1 < 0.16 ïî óñëîâèþ, ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

∂

∂θ1

[
θ1 ·

S18 + S19

θ1

]
=

(
S18 + S19

θ1

)
+

(
θ1 ·

∂

∂θ1

S18 + S19

θ1

)
⩽

⩽ 2n
( ︷ ︸︸ ︷
−2δn1 θ

n1
1 + 4θn1 δ

n
1

)
+
(
2n · θ1 · δn2

1 θn2
1 · [−2n1 + 4 · 0.16n]δ21

)
⇒
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⇒ ∂(S18 + S19)

∂θ1
⩽ 2n

( ︷ ︸︸ ︷
−2δn1 θ

n1
1 + 4θn1 δ

n
1

)
+ 2n · θ1 · δn2

1 θn2
1 · [−2n1 + 0.64n]δ21 ;

(A.101)

Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå îöåíêè (A.100) è (A.101) â ðàâåíñòâî (A.73) âèäà

1

n

[
∂Kn

D

∂θ1

]
1

=
2n

n

[
− n1(h

n1 − 1)θn2 − δhn1 · nθn1 + δn(2n− 1)θ2n1
]
(S18 + S19)

(S18 + S19)2
⊖

⊖
∂(S18 + S19)/∂θ1 ·

[
(1− hn1)θn1 − δhn1θn + θn1(δ1θ1)

n
]

(S18 + S19)2
; ← (A.73)

è îöåíèâàåì åãî ñâåðõó. Ïîëó÷àåòñÿ

1

n

[
∂Kn

D

∂θ1

]
1

⩽
2n(−δhn1 · nθn1)2nθ1(−2δn1 θ

n1
1 )

n(S18 + S19)2
⊖ −δh

n1θn2nδn2
1 θn1

1

(S18 + S19)2
·

· (−2n1 + 4θ1n)δ
2
1 ⊖
−δhn1θn · 2nδn1 θ

n1
1 (−2 + 4θ1)

(S18 + S19)2
;

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå âûíîñèì îáùèé ìíîæèòåëü çà ñêîáêè è ðàñïèñûâàåì

θ = θ1 · 2n/n, èìååì

1

n

[
∂Kn

D

∂θ1

]
1

⩽ 2nθn1θn1
1 δδn1 h

n1

(
(2− 4θ1)− [2n1/n− 4θ1]

(S18 + S19)2
+
θ1 · 2n(−2 + 4θ1)

n(S18 + S19)2

)
;

(A.102)

×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, íàäî îöåíèòü θ1 ñíèçó, èñïîëüçóÿ îöåíêó èç óòâåð-

æäåíèÿ 23 âèäà t > 0.001; Ýòî äåëàåòñÿ òàê. (θ = θ1 · 2n/n ïî îïðåäåëåíèþ 26)l =
n
√
1 + tann t

1 + tan t
,
∂l

∂t
< 0,

∂l

∂n
< 0,

θ = (1− l)2n1/n ← Óòâ. 9, 10

⇒

{
t > 10−3, n = 11,

θ1 > 0.0004995
(A.103)

Áëàãîäàðÿ îöåíêå (A.103) âèäà θ1 > 0.0004995 è n ⩾ 11, èç íåðàâåíñòâà (A.102)

èìååì [
∂Kn

D

∂θ1

]
1

< 0; ← Åñëè h, δ1, t ïàðàìåòðû (A.104)

Èìåííî ýòî è íàäî áûëî ïîëó÷èòü.

Òåïåðü íàäî ïîñ÷èòàòü

[
∂Kn

D

∂h

]
1

ïðè óñëîâèè, ÷òî δ1 è θ1, t ïàðàìåòðû. Ïîñëå

óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ

1

n

∂Kn
D

∂h
=

(−n1θn1hn2)(S18 + S19)

(S18 + S19)2
−
(
− [hn1 − 1]θn1 − δθnhn1 + θn1δn1 θ

n
1

)
(S18 + S19)2

·

· ∂(S18 + S19)/∂h
(A.105)

Êàê è ðàíüøå, íàäî îöåíèòü

[
1

n

∂Kn
D

∂h

]
1

ñâåðõó. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ðàíåå

ïîëó÷åííûå îöåíêè (A.100) è (A.86); Ïðè÷¼ì â îáåèõ îöåíêàõ ïåðâûå ñëàãàåìûå

4− 2hn1 − 2hn2 ;
2H11(t)

1− 2θ1
[n3h

n4 + n4h
n5 + . . .+ 1];
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ìîæíî íå ó÷èòûâàòü, ò. ê. îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç H11(ν), äëÿ êîòîðîãî âåðíà

îöåíêà (A.30) âèäà H11(ν) ≈ νn1/n, ò. å. îíè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè

ñëàãàåìûìè.S18 + S19 ≈ 2n · θ1
(
− 2δn1 · θ

n1
1

)
, ← (A.100)

∂(S18 + S19)

∂h
≈ 2nθ1(−2)hn3(n1h+ n2) ← (A.86)

(A.106)

Ïîäñòàâëÿåì ýòè îöåíêè (A.106) â ðàâåíñòâî (A.105) è ïîëó÷àåì

1

n

[
∂Kn

D

∂h

]
1

⩽
−n1θ

n1hn22nθ1(−2δn1 θ
n1
1 )⊖ (−δθnhn1) · 2nθ1(−2)hn3(n1h+ n2)

(S18 + S19)2
;

Ðàñïèñûâàåì ñëàãàåìîå (−δθnhn1) êàê (−δ1θ1 · θn1hn1) è âûíîñèì îáùèå ìíî-

æèòåëè çà ñêîáêè, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå

1

n

[
∂Kn

D

∂h

]
1

⩽
2n1θ

n1hn2 · 2nθ1
(S18 + S19)2

· δ1θ1
[
(δ1θ1)

n3δ21 · θ1 ⊖ hn2(h+ n2/n1)
]
; (A.107)

Èç íåðàâåíñòâà (A.107) âèäíî, ÷òî

1

n

[
∂Kn

D

∂h

]
1

< 0; ← Åñëè θ1, δ1, t ïàðàìåòðû (A.108)

Îñòàëîñü ñîñ÷èòàòü
∂Kn

D

∂δ1
ïðè óñëîâèè θ1, h, t�ïàðàìåòðû. Èìååì

1

n

[
∂Kn

D

∂δ1

]
1

=

(
− θnhn1 · n/2n + θn1θn · nδn1 · n/2n

)
(S18 + S19)

(S18 + S19)2
⊖

⊖ ∂(S18 + S19)/∂δ1
(S18 + S19)2

·
[
(−hn1 + 1)θn1 − δ · hn1θn + θn1(δ1θ1)

n
]
;

(A.109)

Êàê è ðàíüøå, îöåíèâàåì
1

n

∂Kn
D

∂δ1
ñâåðõó. Óïðîùàåì ðàâåíñòâî (A.109) ñ ïîìî-

ùüþ îïðåäåëåíèé 26 è 60 âèäà θ = θ1 · 2n/n è δ = δ1 · n/2n, èìååì ñëåäóþùåå.

Â ñèëó ðàíåå ïîëó÷åííûõ îöåíîê (A.100) è (A.86)

∂(S18 + S19)

∂δ1
= 2n · θ1

[
2hn2θ1H11(t)− 2nδn1

1 θn1
1 + 4nθn1 δ

n1
1

]
← (A.86)

S18 + S19 ⩾ 2n · θ1
(
4− 2hn1 − 2hn2 − 2δn1 · θ

n1
1

)
← (A.100)

Ïðè÷¼ì â îáåèõ îöåíêàõ ïåðâûå ñëàãàåìûå

4− 2hn1 − 2hn2 ; 2hn2θ1 ·H11(t)

ìîæíî íå ó÷èòûâàòü, ò. ê. îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç H11(ν), äëÿ êîòîðîãî âåðíà

îöåíêà (A.30) âèäà H11(ν) ≈ νn1/n, ò. å. îíè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè

ñëàãàåìûìè.

Ïîäñòàâëÿåì ýòè îöåíêè â ðàâåíñòâî (A.109), èìååì: ïî óñëîâèþ θ1 ⩽ 0.16⇒

⇒ 2nδn1
1 θn1

1 + 4nθn1 δ
n1
1 ⩽ (−1.36nδn1

1 θn2
1 )⇒
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1

n

[
∂Kn

D

∂δ1

]
1

⩽
−hn1θn · n/2n · 2nθ1(−2δn1 θ

n1
1 )⊖ (−1.36nδn1

1 θn2
1 )2nθ21 · (−δθnhn1)

(S18 + S19)2
;

Ïðîäîëæàåì óïðîùåíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è ïîëó÷àåì

1

n

[
∂Kn

D

∂δ1

]
1

⩽
2n · θ21 · θn · n/2nδ1(1− 1.36n · hn1)

(S18 + S19)2
; (A.110)

Èç íåðàâåíñòâà (A.110) äåëàåì âûâîä, ÷òî

1

n

[
∂Kn

D

∂δ1

]
1

< 0; ← Åñëè h, θ1, t ïàðàìåòðû (A.111)

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

Çíà÷èò â ñèëó íåðàâåíñòâ (A.104), (A.108), (A.111) äåëàåì âûâîä, ÷òî ôóíê-

öèÿ Kn
D arg θ1 èç ñîîòíîøåíèé (3.310) ðåàëüíî óáûâàåò íà θ1 ∈ (0; 0.16), åñëè

t ïàðàìåòð, ïðè t1 = t è ∀ t ∈ (0; 0.40699) è ∀ n ⩾ 11 è ó íå¼ ðåàëüíî åñòü

åäèíñòâåííàÿ âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü âòîðóþ ôóíêöèþ, çàäàâàåìóþ ñîîòíîøåíèÿìè (3.309)

âèäà

[Kn
D]2 =

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − hn1θn1 tan t+ 1θn1 tann t)

S20 + S21
,

S20 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nhn2 tan2 t,

S21 ≡ −4nhn1θ tan t+ 2nhn1θ tan t− 2nhn2θ tan2 t− (2 tan t)n + 4nθ(tan t)n,

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
[1 +H11(t)]

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ(t) = [1− l(t)]2n1/n, ←⇒ óòâåðæäåíèÿ 9

δ(t) = tan t/θ(t) ← Óòâåðæäåíèå 14, 5 y/x = δθ = tan t

H11(t) =

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , Kn

D = Kn
D(θ, t, n)2 ← (3.309)

Îíà èìååò íåñêîëüêî èíîé âèä, íî ïðèíöèï òàêîé æå, êàê è ñ ïðåäûäóùåé

ôóíêöèåé. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ arg θ1 âîçðàñòàåò íà θ1 ∈ [0; 0.16]

ïðè ∀ t ∈ (0; 0.40699) è ∀ n ⩾ 11; Çäåñü t, n�ïàðàìåòðû. Çäåñü òîæå ñ÷èòàòü

ïðîèçâîäíóþ íàïðÿìóþ ñëèøêîì ñëîæíî, ïîýòîìó ïðèíöèï òàêîé æå, êàê ó

ïðåäûäóùåé ôóíêöèè, òîëüêî ó íå¼ íåò àñèìïòîò.

à) Ñ÷èòàåì
1

n

[
∂Kn

D

∂θ1

]
2

ïðè óñëîâèè δ1, h, t�ïàðàìåòðû. Îêàæåòñÿ, ÷òî îíà

< 0; Èìååì, ÷òî ðàç ïî îïðåäåëåíèÿì 7, 26 âèäà θ = θ1 · 2n/n; ν ≡ tan t, òî

1

n

[
∂Kn

D

∂θ1

]
2

=
2n/n

[
n1θ

n2(1− hn1)−
︷ ︸︸ ︷
n1h

n1νθn2 +n1ν
nθn2

]
(S20 + S21)

(S20 + S21)2
⊖

⊖ ∂(S20 + S21)/∂θ1
(S20 + S21)2

[
θn1(1− hn1)− hn1θn1ν︸ ︷︷ ︸+θn1νn

]
;

(A.112)
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Êàêèìè ñëàãàåìûìè â ðàâåíñòâå (A.112) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü?

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (A.4) âèäà è îöåíêîé (A.30) âèäà

h− 1 =
2θ1 ·H11(t)

1− 2θ1
; H11(ν) ≈ νn1/n; ν ⩽ tan 0.407;

Èç íèõ âèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî (A.112) èìååò òîëüêî äâà çíà÷èìûõ ñëàãàåìûõ.

Îíè îòìå÷åíû êàê ︷︸︸︷ è ︸︷︷︸;
Òåïåðü íàäî îïðåäåëèòü çíàê S20 + S21;

Îêàæåòñÿ, ÷òî S20+S21 < 0; Äëÿ ýòîãî ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèÿìè ÷èñåë S20

è S21 â ñîîòíîøåíèÿõ (3.309) íà ïðåäûäóùåé ñòðàíèöå.{
S21 ≡ 2nhn2θ(−hν − ν2) + (4nθ − 2n)νn,

θ = θ1 · 2n/n, θ1 < 0.16 ← Îïðåäåëåíèå 26
⇒ S21 < 0; (A.113)

Â îïðåäåëåíèå ÷èñëà S20 âèäà

S20 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nhn2 tan2 t

ïîäñòàâëÿåì ðàâåíñòâî (A.4) âèäà è îöåíêó (A.30) âèäà

h− 1 =
2θ1 ·H11(t)

1− 2θ1
; H11(ν) ≈ νn1/n; ν ⩽ tan 0.407

hn1 + hn2 − 2 =
2θ1 ·H11(t)

1− 2θ1
·
(
hn2 + 2[hn3 + hn4 + . . .+ 1]

)
← (A.6)

Áëàãîäàðÿ ýòèì ñîîòíîøåíèÿì ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷èìûå ñëàãàåìûå â âû-

ðàæåíèè S20 + S21; Èìååì ïîñëå ïîäñòàíîâêè îöåíêó

S20 + S21 ≈ 2nν
(
νhn2 + 2θ1h

n2 [−h− ν]︸ ︷︷ ︸−νn1 [1− 4θ1]
)
; (A.114)

Â ðàâåíñòâå ÷èñëî ︸︷︷︸ < 0, ÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, ïîäñòàâèì â íåãî ðàíåå

ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (A.115) èç óòâåðæäåíèé 5, 9 âèäà

θ1 =
1− l
2

; l =
n
√
1 + νn

1 + ν
; δ1 =

ν

θ1
; ν ≡ tan t; (A.115)

Èìååì

νhn2 + 2θ1h
n2 [−h− ν] = hn2

(
1 +

2

δ1
[−h− ν]

)
=

(−1 + 4θ1)ν
n1 + (1− 2θ1)n

n(1− 2θ1) + νn1
·

· (−ν + 2θ1ν + 2θ1)︸ ︷︷ ︸;
(A.116)

Èç ðàâåíñòâà (A.116) âèäíî, ÷òî íàäî îïðåäåëèòü çíàê ÷èñëà ︸︷︷︸; Âîò è ïîä-

ñòàâëÿåì â íåãî âûøåíàïèñàííûå ñîîòíîøåíèÿ (A.115); Èìååì â ðåçóëüòàòå

ôóíêöèþ äâóõ íåèçâåñòíûõ ν è n, êîòîðàÿ ïîñëå ðàçëîæåíèÿ â àñèìïòîòè÷å-

ñêèé ðÿä êîìàíäîé Asymptotic â Wolfram Mathematica èìååò âèä

(−ν + 2θ1ν + 2θ1) ∼ −2νn1/n; (A.117)
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Áëàãîäàðÿ ðàâåíñòâó (A.117), ðàâåíñòâî (A.116) ïðèíèìàåò âèä

νhn2 + 2θ1h
n2 [−h− ν] ∼ −2νn1/n; (A.118)

Áëàãîäàðÿ ðàâåíñòâó (A.118) ðàâåíñòâî (A.114) ïðèíèìàåò âèä

S20 + S21 ≈ −2nνn1 · ν; (A.119)

Òåïåðü íàäî îïðåäåëèòü çíàê ÷èñëà ∂(S20 + S21)/∂θ1;

Îêàæåòñÿ, ÷òî ∂(S20 + S21)/∂θ1 < 0; Â ñèëó îïðåäåëåíèé ÷èñåë S20 è S21 â

ñîîòíîøåíèÿõ (3.309) èìååì

S20 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nhn2 tan2 t,

S21 ≡ −4nhn1θ tan t+ 2nhn1θ tan t− 2nhn2θ tan2 t− (2 tan t)n + 4nθ(tan t)n,

∂(S20 + S21)/∂θ1 = −2n(hn1 + hn2 − 2) · 2
n

n
− 2nhn2(h+ ν)ν · 2

n

n
+ 4n · 2

n

n
· νn;

Óïðîùàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

∂(S20 + S21)/∂θ1 = −2n(hn1 + hn2 − 2) · 2n/n︸ ︷︷ ︸−2hn2(h+ ν)ν · 2n + 4 · 2n/ · νn︸ ︷︷ ︸;
(A.120)

Ïî óñëîâèþ t < 0.407⇒ ν ≡ tan t < 0.407⇒ ︸︷︷︸ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëü-

íûìè ñëàãàåìûìè â ðàâåíñòâå (A.120), çíà÷èò

∂(S20 + S21)/∂θ1 ≈ −2hn2(h+ ν)ν · 2n; (A.121)

Òåïåðü åñòü âñå íåîáõîäèìîå äëÿ îöåíêè
1

n

∂Kn
D

∂θ1
ñíèçó. Ïîäñòàâëÿåì îöåíêè

(A.121), (A.119) â ðàâåíñòâî (A.112), èìååì

1

n

[
∂Kn

D

∂θ1

]
2

≈ n1h
n1νθn2 · 2n/n · 2nνn ⊖ 2nhn2(h+ ν)2ν · hn1θn1ν

(S20 + S21)2
;

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðåîáðàçóåì ïåðâîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìûå ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî èç óòâåðæäåíèÿ 5 âèäà y/x = δθ ⇔ ν = δθ â

ñèëó óòâåðæäåíèÿ 9 y/x = ν, ãäå ν ≡ tan t; Îíî ïðèìåò âèä[
1

n

∂Kn
D

∂θ1

]
2

≈ n1h
n1ν(ν/δ)n2 · 2n/n · 2nνn ⊖ 2nhn2(h+ ν)2ν · hn1νn1/δn1ν

(S20 + S21)2
;

(A.122)

Â ðàâåíñòâå (A.122) âûíîñèì îáùèå ìíîæèòåëè çà ñêîáêè, ïîëó÷àåì, ÷òî ôàê-

òè÷åñêè íàäî îïðåäåëèòü çíàê ÷èñëà

n1
n
· νnδ1
δn1
1

⊖ 2hn2(h+ 1)

δn1
1

;

Ýòî ÷èñëî ïîëîæèòåëüíî ïðè n → ∞, íî îöåíêà èç óòâåðæäåíèÿ 23 âèäà t >

0.001 íåäîñòàòî÷íî ñòðîãàÿ, ÷òîáû îõâàòèòü ñëó÷àè n = 11 è n = 13, ïîýòîìó

ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæíî îòáðîñèòü. Ò. å. çàïèñàòü ðàâåíñòâî (A.122) â âèäå[
1

n

∂Kn
D

∂θ1

]
2

⩾
⊖2nhn2(h+ ν)2ν · hn1νn1/δn1ν

(S20 + S21)2
; (A.123)
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È çàïèñûâàòü ðàçíîñòü äâóõ ñëàãàåìûõ ôóíêöèè ∂K5/∂θ1 âèäà
K5 ≡ Kn

D(t, θ, t1, n)1 −Kn
D(θ, t, n)2,

Kn
D(t, θ, t1, n)1, ← Ñ. (3.310)

Kn
D(θ, t, n)2 ← Ñ. (3.309)

⇒


∂K5

∂θ1
=

[
∂Kn

D(t, θ, t1, n)

∂θ1

]
1

−

−
[
∂Kn

D(θ, t, n)

∂θ1

]
2

(A.124)

Ýòà ðàçíîñòü èç ðàâåíñòâà (A.124) îöåíèâàåòñÿ áëàãîäàðÿ íåðàâåíñòâó (A.123)

è íåðàâåíñòâó (A.102) âèäà (â íåðàâåíñòâå (A.102) áåðåì òîëüêî ︷︸︸︷)
[
1

n

∂Kn
D

∂θ1

]
1

⩽ 2nθn1θn1
1 δδn1 h

n1

(
(2− 4θ1)− [2n1/n− 4θ1]

(S18 + S19)2
+

︷ ︸︸ ︷
θ1 · 2n(−2 + 4θ1)

n(S18 + S19)2

)
;

ñâåðõó êàê

1

n

∂K5

∂θ1
⩽

< 0 íåðàâåíñòâî (A.104)︷ ︸︸ ︷
2nθn1(δ · 2n/n)(δ1θ1)n · (−2 + 4θ1)h

n1

(S18 + S19)2
⊕2nhn1νn+12hn2(h+ ν)/δn1

1

(S20 + S21)2
;

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèÿìè 26 è 60 è ðàâåíñòâîì èç

óòâåðæäåíèÿ 5 âèäà

θ = θ1 · 2n/n; δ = δ1 · n/2n; y/x = δθ ⇒ ν = δ1θ1;

È ïîëó÷àåì

1

n

∂K5

∂θ1
⩽

2nθn1δ1 · νn · (−2 + 4θ1)h
n1

(S18 + S19)2
⊕ 2nhn1νn+1 · 2hn2(h+ ν)/δn1

1

(S20 + S21)2
; (A.125)

Ïðîäîëæàåì íåðàâåíñòâî (A.125), âûíîñÿ îáùèå ìíîæèòåëè çà ñêîáêè è ïðè-

ìåíÿÿ îöåíêó t < 0.407⇒ h+ ν < 3/2, èìååì

∂K5

∂θ1
⩽ 2n · νn · hn1 · θ

n1δ1[−2 + 4θ1]

(S18 + S19)2
⊕ 2hn2ν · 1.44 · 1/δn1

1

(S20 + S21)2
; (A.126)

×òîáû ïðîäîëæèòü íåðàâåíñòâî (A.126), íàäî èñïîëüçîâàòü îöåíêàìè (A.119)

è (A.106) âèäà
S20 + S21 ≈ −2nνn1 · ν;
S18 + S19 ≈ 2n · θ1

(
− 2δn1 · θ

n1
1

)
;

Òîãäà íåðàâåíñòâî (A.126) ïðèíèìàåò âèä

∂K5

∂θ1
⩽ 2n · νn · hn1 · θn1δ1[−2 + 4θ1][

2n · θ1
(
− 2δn1 · θ

n1
1

)]2 ⊕ 2hn2ν · 1.44 · 1/δn1
1

(−2nνn1 · ν)2
; (A.127)

Íî ò. ê. ν = δ1θ1, òî â íåðàâåíñòâå ìîæíî çàïèñàòü äðîáè ïîä îäíèì çíàìåíà-

òåëåì è îöåíèòü çíàê ÷èñëà λ3, ãäå

Îïðåäåëåíèå 61.

λ3 ≡ θn1δ1[−2 + 4θ1]⊕ 2 · 4hn2ν · 1.44 · 1/δn1
1 ;
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Îöåíèâàåì ÷èñëî λ3 ñâåðõó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: n ⩾ 17 è n ⩽ 13;

Â ñèëó îöåíêè (A.17) âèäà δ>2 ïðè t > 0, ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà λ3 ñâåðõó âèäà

λ3 ⩽ θn1 · 2[−2 + 4θ1]⊕ 2 · 4hn2ν · 1.44 · 1/2n1 ; (A.128)

à) Ïóñòü n ⩾ 17;

Òîãäà ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì 26 âèäà θ = θ1 · 2n/n è îöåíêîé (A.103) âèäà
θ1 > 0.000495, ïîäñòàâëÿÿ èõ â íåðàâåíñòâî (A.128), èìååì

λ3 ⩽ (0.000495 · 217/17)16 · 2[−2+ 4θ1]⊕ 2 · 4hn2ν · 1.44 · 1/2n1 ⇒ λ3 < 0; (A.129)

á) Ïóñòü n < 17⇒ n = 11; n = 13;

Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåì îöåíêó (A.69) âèäà θ1 >
1

δ1n3/2
, ïîäñòàâëÿÿ å¼ â

íåðàâåíñòâî (A.128), èìååì

λ3 ⩽ (1/δ1 · n−3/2 · 211/10)10 · 2[−2 + 4θ1]⊕ 2 · 4hn2ν · 1.44 · 1/2n1 ⇒ λ3 < 0;

λ3 ⩽ (1/δ1 · n−3/2 · 213/12)12 · 2[−2 + 4θ1]⊕ 2 · 4hn2ν · 1.44 · 1/2n1 ⇒ λ3 < 0;
(A.130)

Â îöåíêàõ (A.130) èñïîëüçîâàëñÿ ôàêò, ÷òî δ1 < 3 â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 16; Òàê

÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ λ3 < 0⇒ â ñèëó íåðàâåíñòâà (A.127) ïîëó÷àåì

∂K5

∂θ1
< 0; ← Åñëè h, δ1 ïàðàìåòðû (A.131)

á) Ñ÷èòàåì

[
1

n

∂Kn
D

∂δ1

]
2

ïðè óñëîâèè θ1, h, t�ïàðàìåòðû. Îêàæåòñÿ, ÷òî îíà

< 0; Ïîñëå óïðîùåíèÿ îíà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

1

n

[
∂Kn

D

∂δ1

]
2

= 0; (A.132)

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (A.111) âèäà

1

n

[
∂Kn

D

∂δ1

]
1

< 0; ← Åñëè h, θ1, t ïàðàìåòðû

Çàïèñûâàåì ðàçíîñòü äâóõ ñëàãàåìûõ ôóíêöèè ∂K5/∂δ1 âèäà


K5 ≡ Kn

D(t, θ, t1, n)1 −Kn
D(θ, t, n)2,

Kn
D(t, θ, t1, n),← Ñîîòíîøåíèÿ (3.310)

Kn
D(θ, t, n)← Ñîîòíîøåíèÿ (3.309)

⇒


∂K5

∂δ1
=

[
∂Kn

D(t, θ, t1, n)

∂δ1

]
1

−

−
[
∂Kn

D(θ, t, n)

∂δ1

]
2

(A.133)

È ïîëó÷àåì èç ðàâåíñòâ (A.132) è (A.133), ÷òî

∂K5

∂δ1
< 0; Åñëè h, θ1 ïàðàìåòðû (A.134)
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â) Ñ÷èòàåì

[
1

n

∂Kn
D

∂h

]
2

ïðè óñëîâèè θ1, δ1, t�ïàðàìåòðû. Îêàæåòñÿ, ÷òî îíà

> 0; Ïîñëå óïðîùåíèÿ îíà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä[
1

n

∂Kn
D

∂h

]
2

=

(
− n1h

n2θn1 − n1h
n2 · θn1ν

)
(S20 + S21)

(S20 + S21)2
⊖ ∂(S20 + S21)/∂h)

(S20 + S21)2
·

·
[
(−hn1 + 1)θn1 − hn1θn1ν + θn1νn

]
;

(A.135)

Â ñèëó îöåíêè (A.119) âèäà S20 + S21 ≈ −2nνn1 · ν èìååì èç ðàâåíñòâà (A.135),

÷òî[
1

n

∂Kn
D

∂h

]
2

= θn1 ·
(
− n1h

n2 − n1h
n2ν
)
(−2nνn1 · ν)

(S20 + S21)2
⊖ θn1

∂(S20 + S21)/∂h)

(S20 + S21)2
·

·
[
(−hn1 + 1)− hn1ν + νn

]
;

(A.136)

Ðàñïèñûâàåì ∂(S20+S21)/∂h, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ S20 è S21 èç ñîîòíîøåíèé

(3.309) âèäà{
S20 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nhn2 tan2 t,

S21 ≡ −4nhn1θ tan t+ 2nhn1θ tan t− 2nhn2θ tan2 t− (2 tan t)n + 4nθ(tan t)n

Èìååì (ïî îïðåäåëåíèþ 7 ν ≡ tan t)

∂(S20 + S21)

∂h
=
[
2n · n2h

n3 − 2nθn1h
n2 − 2nθn2h

n3 + 2n · n2h
n3ν2︸ ︷︷ ︸

∂S20/∂h

]
⊕

⊕
[
−2nθn1hn2ν − 2nθn2h

n3ν2︸ ︷︷ ︸
∂S21/∂h

]
;

(A.137)

Ò. ê. ν < tan 0.407 è θ1 < 0.16 ïî óñëîâèþ, òî èç ðàâåíñòâà (A.137) ìîæíî

ïîëó÷èòü îöåíêó, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 26 θ = θ1 · 2n/n, âèäà

∂(S20 + S21)

∂h
⩾ 2n · n2h

n3 · 0.16; (A.138)

Ò. ê. ν < tan 0.407 ïî óñëîâèþ, òî â ðàâåíñòâå (A.136) ïåðâîå ñëàãàåìîå, êîòî-

ðîå äî çíàêà ⊖, ìîæíî îòáðîñèòü, èáî îíî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ íåðàâåíñòâîì

(A.138), çíà÷èò äëÿ ∂(S20 + S21)/∂h ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà[
1

n

∂Kn
D

∂h

]
2

⩾ ⊖θn1 · 2
n · n2h

n3 · 0.16
(S20 + S21)2

[
(−hn1 + 1)− hn1ν + νn

]
; (A.139)

Îöåíêó (A.139) ìîæíî åù¼ óïðîñòèòü. Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (A.4) è

(A.30) âèäà

h− 1 =
2θ1 ·H11(t)

1− 2θ1
; H11(ν) ≈ νn1/n; ν ⩽ tan 0.407;

Áëàãîäàðÿ ýòèì ñîîòíîøåíèÿì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ðàâåíñòâå (A.139) èãðàåò ðîëü

òîëüêî ñëàãàåìîå −hn1ν, ò. ê. îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ íèì.
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Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì îöåíêó[
1

n

∂Kn
D

∂h

]
2

⩾ ⊖θn1 · 2
n · n2h

n3 · 0.16
(S20 + S21)2

[
− hn1ν

]
; (A.140)

Íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà (A.140) äåëàåì âûâîä[
1

n

∂Kn
D

∂h

]
2

> 0; (A.141)

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì (A.108) âèäà

1

n

[
∂Kn

D

∂h

]
1

< 0; ← Åñëè θ1, δ1, t ïàðàìåòðû

êîòîðîå âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (A.141) äà¼ò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü òàêîé âûâîä
K5 ≡ Kn

D(t, θ, t1, n)1 −Kn
D(θ, t, n)2,

Kn
D(t, θ, t1, n)1, ← Ñ. (3.310)

Kn
D(θ, t, n)2 ← Ñ. (3.309)

⇒


∂K5

∂h
=

[
∂Kn

D(t, θ, t1, n)

∂h

]
1

−

−
[
∂Kn

D(θ, t, n)

∂h

]
2

⇒

⇒ ∂K5

∂h
< 0; ← Åñëè δ1, θ1 ïàðàìåòðû (A.142)

Ïîäâîäÿ èòîãè, áûëè ïîëó÷åíû íåðàâåíñòâà (A.131), (A.134), (A.142) âèäà

∂K5

∂θ1
< 0; ← Åñëè h, δ1 ïàðàìåòðû (A.131)

∂K5

∂h
< 0; ← Åñëè δ1, θ1 ïàðàìåòðû (A.134)

∂K5

∂δ1
< 0; ← Åñëè h, θ1 ïàðàìåòðû (A.142)

(A.143)

Â ñîîòíîøåíèÿ (3.309) âèäà
h = 1 + θ

(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
← Óòâåðæäåíèå 13

t1 = t,

δ =

[
[1 +H11(t1)]

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

← Óòâåðæäåíèå 14

ìîæíî ïîäñòàâèòü îïðåäåëåíèÿ 60, 26 âèäà θ = θ1 · 2n/n è δ = δ1 · n/2n è

ïîëó÷èòü ïîñëå óïðîùåíèÿ
h = 1 + θ1 (δ1[1− 2θ1]− 2) ,

t1 = t,

δ1 =

[
[1 +H11(t1)]

1

2
− θ1

](
θ1 −

1

2

)−2
(A.144)

Èç ñîîòíîøåíèé (A.143) è (A.144) âèäíî, ÷òî îíè íå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó,

ò. å.

θ → max⇒ δ → max⇒ h→ max;
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÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ K5 èç îïðåäåëåíèÿ 43 âèäà
K5 ≡ Kn

D(t, θ, t1, n)1 −Kn
D(θ, t, n)2,

Kn
D(t, θ, t1, n)1, ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.310)

Kn
D(θ, t, n)2 ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.309)

ðåàëüíî äîñòèãàåò min çíà÷åíèÿ ïðè max çíà÷åíèè arg θ1; À íàïðÿìóþ ñ÷èòàòü

ïðîèçâîäíóþ òàêîé ôóíêöèè íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç å¼ îïðåäåëåíèå 43 áûëî áû

ñëèøêîì ñëîæíî. Òàê ÷òî ïðè èñêëþ÷åíèè ïðàâîé âåòâè ãðàôèêà K52 âñå áûëî

ñäåëàíî ïðàâèëüíî (ñì. ñòð.151);

Òåïåðü íàäî ðàçîáðàòüñÿ ñ ëåâîé âåòâüþ ãðàôèêà, êîòîðàÿ áûëà îáîçíà÷åíà

êàê K51; Ó íå¼ áûëî äâà ñëó÷àÿ n = 11 è n > 11; Äëÿ ñëó÷àÿ n = 11 íàäî

äîêàçàòü, ÷òî àñèìïòîòà ó ãðàôèêà ôóíêöèè íàõîäèòñÿ ëåâåå çàäàííîãî ÷èñëà

t = 0.001; Ôàêòè÷åñêè íàäî äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè, çàäàâàåìîé ÷åðåç

ñîîòíîøåíèÿ (3.310) âèäà

Çàìå÷àíèå 25. Âàæíî, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿõ (3.310) θ(t) è δ(t) ïîäñòàâëÿ-

åòñÿ òîëüêî òóäà, ãäå íàïèñàíî θ(t) è δ(t) ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèè áåç arg t

ïîäñòàâëÿþòñÿ òîëüêî â ôóíêöèè áåç arg t;

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ = ξ3 · tan t · 2n/n, ← Îïðåäåëåíèå 29

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

θ(t) = (1− l(t))2n1/n, ←⇒ óòâåðæäåíèÿ 9

δ(t) = tan t/θ(t), ← Óòâåðæäåíèÿ 14, 5 y/x = δθ = tan t

H11(t) =

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.310)

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2δθ)n + 4nθ(δθ)n,

(S18 + S19)(t, n) = 0 ← Ïîëó÷àåìîå óðàâíåíèå â îáùåì âèäå
(A.145)

ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ξ3 = 100/203 îòðèöàòåëüíî. Äðóãîå äåëî, ÷òî âû÷èñ-

ëÿòü çíà÷åíèå òàêîé ôóíêöèè âðó÷íóþ ñëîæíî. Ïîýòîìó íàäî èñïîëüçîâàòü

Wolfram Mathematica, èìååì

S18 + S19(ξ3 = 100/203, t = 0.001, n = 11) ≈ −1.04 · 10−31;

Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñèëó ñîîòíîøåíèé (A.37)S18(θ1 = 0) = 2n · θ1

(
2 ·H11(t)

1− 2θ1
· (hn3 + hn4 + . . .+ 1)

)
,

S19(θ1 = 0) = 2nθ1 · 0

âèäíî, ÷òî ïðè θ1 = 0⇒ θ = ξ3 · tan t · 2n/n = 0⇒ t = 0 çíà÷åíèå ôóíêöèè

S18 + S19(θ = 0, t = 0, n = 11) > 0;
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Çíà÷èò ðåàëüíî àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíêöèè K51 ëåæèò ëåâåå ÷èñëà t = 0.001;

IV) Îñòàëîñü ïîÿñíèòü äëÿ ñëó÷àÿ n ⩾ 13, ïî÷åìó ïðè ïîäñòàíîâêå ðàâåíñòâà

θ = ξ3 · tan t · 2n/n, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ 29 â ôóíêöèè K6

è K7 îíè áóäóò äîñòèãàòü max çíà÷åíèÿ ïðè min çíà÷åíèè arg t è íàîáîðîò, åñëè

ξ3 è n ⩾ 11 ôèêñèðîâàíû.

Äëÿ ýòîãî ñíîâà îáðàòèìñÿ ê ñîîòíîøåíèÿì (3.308) âèäà

[Kn
D]3 ⩽

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn + 1θn1(δθ)n)

S18 + S19
,

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2δθ)n + 4nθ(δθ)n,

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(tmax))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâ.14

θ(tmax) = (1− l(tmax))2
n1/n,←⇒ èç óòâ.9, óòâ. 10 ∂l/∂n < 0;

δ(tmax) = tan tmax/θ(tmax)←⇒ èç óòâ.9, óòâ.5 y/x = δθ;

H11(tmax) =

∣∣∣∣∣l(tmax)−
n

2n1
δ(tmax)

(
θ(tmax)−

2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , ← (3.308)

Kn
D ⩽ Kn

D(θ, t, tmax, n) ← Ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ â îáùåì âèäå

è ê ñîîòíîøåíèÿì (3.307) âèäà

[Kn
D]4 ⩾

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − δhn1θn + 1θn1(δθ)n)

S18 + S19
,

S18 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nδ2hn2θ2,

S19 ≡ −4nδhn1θ2 + 2nδhn1θ2 − 2nδ2hn2θ3 − (2δθ)n + 4nθ(δθ)n,

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(tmin))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ(tmin) = (1− l(tmin))2
n1/n,←⇒ óòâ.9, 10 ∂l/∂l < 0;

δ(tmin) = tan tmin/θ(tmin)←⇒ óòâ.9, 5 y/x = δθ;

H11(tmin) =

∣∣∣∣∣l(tmin)−
n

2n1
δ(tmin)

(
θ(tmin)−

2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , ← (3.307)

Kn
D ⩾ Kn

D(θ, t, tmin, n) ← Ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ â îáùåì âèäå

Èç ðàâåíñòâà θ = ξ3 · tan t · 2n/n âèäíî, ÷òî θ → max ⇔ t → max; Çíà÷èò íàäî

ñîñ÷èòàòü

[
∂Kn

D

∂t

]
4

è

[
∂Kn

D

∂t

]
3

Ï× ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâ ïðè óñëîâèè,

÷òî θ, h, δ�ïàðàìåòðû. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.308) è (3.307)

áóäåò [
∂Kn

D

∂t

]
3

=

[
∂Kn

D

∂t

]
4

= 0; (A.146)
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Íàäî íàïîìíèòü, ÷òî ôóíêöèÿ K6�ýòî min çíà÷åíèå ôóíêöèè K52, ôóíêöèÿ

K7�ýòî max çíà÷åíèå ôóíêöèè K51, ãäå K51 è K52�ýòî ïî îïðåäåëåíèþ ëåâàÿ

è ïðàâàÿ âåòêà ãðàôèêà ôóíêöèè K5;

Ôóíêöèÿ K6 çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
K6 ≡ min Kn

D(t, θ, n, tmin)4 −Kn
D(t, θ, n)2,

θ = ξ3 · tan t · 2n/n, ←⇒ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 29

Kn
D = Kn

D(t, θ, n)2,← Ñîîòíîøåíèÿ (3.309)

min Kn
D = min Kn

D(t, θ, n, tmin)4 ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.307)

Ôóíêöèÿ K7 çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
K7(t, θ, n, tmax) ≡ max Kn

D(t, θ, n, tmax)3 −Kn
D(t, θ, n)2,

θ = ξ3 · tan t · 2n/n, ←⇒ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 29

Kn
D = Kn

D(t, θ, n)2, ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.309)

max Kn
D = max Kn

D(t, θ, n, tmax)3 ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.308)

Ïîñìîòðèì åù¼ ðàç íà ñîîòíîøåíèÿ (3.309) âèäà

[Kn
D]2 =

n (−θn1 + (hθ)n1 + 2θn1 − 2(hθ)n1 − hn1θn1 tan t+ 1θn1 tann t)

S20 + S21
,

S20 ≡ −2n(1− hn2) + 4nθ − 4nθhn1 − 2nθhn2 + 2nθhn1 + 2nhn2 tan2 t,

S21 ≡ −4nhn1θ tan t+ 2nhn1θ tan t− 2nhn2θ tan2 t− (2 tan t)n + 4nθ(tan t)n,

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ(t) = (1− l(t))2n1/n,←⇒ óòâåðæäåíèÿ 9

δ(t) = tan t/θ(t)← Óòâåðæäåíèÿ 14, 5 y/x = δθ = tan t

H11(t) =

∣∣∣∣∣l(t)− n

2n1
δ(t)

(
θ(t)− 2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , Kn

D = Kn
D(θ, t, n) ← (3.309)

Ñ÷èòàåì

[
∂Kn

D

∂ν

]
2

â ñîîòíîøåíèÿõ (3.309) ïðè óñëîâèè, ÷òî θ, h, δ�ïàðàìåòðû.

Èìååì [
∂Kn

D

∂ν

]
2

=
(−hn1 + 1)θn1 · nνn1(S20 + S21)

(S20 + S21)2
−

− ∂(S20 + S21)/∂ν

(S20 + S21)2
·
(
θn1 [1− hn1 ]− hn1 · θn1ν + θn1νn

)
;

(A.147)

Ñ÷èòàåì ∂(S20 + S21)/∂ν, èñïîëüçóÿ èõ îïðåäåëåíèÿ â ñîîòíîøåíèÿõ (3.309);

Èìååì

∂(S20 + S21)

∂ν
= 2 · 2nhn2ν − 2n · hn1θ − 4n · hn2θν − (2n − 4nθ)n · νn1 ; (A.148)
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Ïîäñòàâëÿåì îöåíêó (A.119) âèäà

S20 + S21 ≈ −2nνn1 · ν;

â ðàâåíñòâî (A.147); Ïîäñòàâëÿåì ðàâåíñòâî (A.148) â ðàâåíñòâî (A.147), èìååì[
∂Kn

D

∂ν

]
2

=
(−hn1 + 1)θn1 · n · νn1 [−2nνn1 · ν]

(S20 + S21)2
−

− 2 · 2nhn2ν − 2n · hn1θ − 4n · hn2θ · ν − (2n − 4nθ)n · νn1

(S20 + S21)2
·

·
(
θn1 [1− hn1 ]− hn1 · θn1ν︸ ︷︷ ︸+θn1νn

)
;

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìîæíî âûíåñòè îáùèé ìíîæèòåëü θn1 çà ñêîáêó è ïî-

ëó÷èòü[
∂Kn

D

∂ν

]
2

= θn1
(−hn1 + 1) · n · νn1 [−2nνn1 · ν]

(S20 + S21)2
−

− θn1 · 2 · 2
nhn2ν − 2n · hn1θ − 4n · hn2θ · ν − (2n − 4nθ)n · νn1

(S20 + S21)2
·

·
(
[1− hn1 ]− hn1 · ν︸ ︷︷ ︸+νn);

(A.149)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (A.4) è (A.30) âèäà

h− 1 =
2θ1 ·H11(t)

1− 2θ1
; H11(ν) ≈ νn1/n; ν ⩽ tan 0.407;

Áëàãîäàðÿ ýòèì ñîîòíîøåíèÿì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ðàâåíñòâå (A.149) â ïîñëåäíåì

ñîìíîæèòåëå èãðàåò ðîëü òîëüêî ñëàãàåìîå ︸︷︷︸; À åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïî óñëîâèþ

θ1 < 0.16, òî èç ðàâåíñòâà (A.149) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî[
∂Kn

D

∂ν

]
2

> 0; ← Åñëè θ, h, δ ïàðàìåòðû (A.150)

Äàëåå íàäî îòìåòèòü ñëåäóþùåå. Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå òðè îöåíêè.

Îöåíêà (A.108) âèäà

1

n

[
∂Kn

D

∂h

]
1

< 0; ← Åñëè θ1, δ1, t ïàðàìåòðû

Îöåíêà (A.111) âèäà

1

n

[
∂Kn

D

∂δ1

]
1

< 0; ← Åñëè h, θ1, t ïàðàìåòðû

Îöåíêà (A.102) âèäà

1

n

[
∂Kn

D

∂θ1

]
1

⩽ 2nθn1θn1
1 δδn1 h

n1

(
(2− 4θ1)− [2n1/n− 4θ1]

(S18 + S19)2
+
θ1 · 2n(−2 + 4θ1)

n(S18 + S19)2

)
;
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Ýòè îöåíêè âåðíû, åñëè Kn
D çàïèñûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé (3.310),

ãäå åñòü òàêèå ðàâåíñòâà

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(t1))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ(t1) = (1− l(t1))2n1/n, ←⇒ óòâåðæäåíèÿ 9

δ(t1) = tan t1/θ(t1), ←⇒ óòâåðæäåíèé 9, 5 y/x = δθ

H11(t1) =

∣∣∣∣∣l(t1)− n

2n1
δ(t1)

(
θ(t1)−

2n1

n

)2
∣∣∣∣∣ , t1 = t ← (3.310)

Òåì íå ìåíåå, åñëè ïîñìîòðåòü íà âûâîä îöåíîê (A.108), (A.111), (A.102) äëÿ

ñîîòíîøåíèé (3.310), òî áóäåò ïîíÿòíî, ÷òî îöåíêè (A.108), (A.111), (A.102)

ãîäÿòñÿ è äëÿ ñîîòíîøåíèé (3.308), ãäå èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

δ =

[
(1 +H11(tmax))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ(tmax) = (1− l(tmax))2
n1/n, ←⇒ èç óòâ.9, óòâ. 10 ∂l/∂n < 0;

δ(tmax) = tan tmax/θ(tmax), ←⇒ èç óòâ.9, óòâ.5 y/x = δθ;

H11(tmax) =

∣∣∣∣∣l(tmax)−
n

2n1
δ(tmax)

(
θ(tmax)−

2n1

n

)2
∣∣∣∣∣

È äëÿ ñîîòíîøåíèé (3.307), ãäå èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

δ =

[
(1 +H11(tmin))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

θ(tmin) = (1− l(tmin))2
n1/n, ←⇒ èç óòâ.9, óòâ. 10 ∂l/∂n < 0;

δ(tmin) = tan tmin/θ(tmin) ←⇒ èç óòâ.9, óòâ.5 y/x = δθ;

H11(tmin) =

∣∣∣∣∣l(tmin)−
n

2n1
δ(tmin)

(
θ(tmin)−

2n1

n

)2
∣∣∣∣∣

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

1

n

[
∂Kn

D

∂h

]
3

< 0;
1

n

[
∂Kn

D

∂h

]
4

< 0; ← Åñëè θ1, δ1, t ïàðàìåòðû

1

n

[
∂Kn

D

∂δ1

]
3

< 0;
1

n

[
∂Kn

D

∂δ1

]
4

< 0; ← Åñëè h, θ1, t ïàðàìåòðû

1

n

[
∂Kn

D

∂θ1

]
3

⩽ 2nθn1θn1
1 δδn1 h

n1

(
(2− 4θ1)− [2n1/n− 4θ1]

(S18 + S19)2
+
θ1 · 2n(−2 + 4θ1)

n(S18 + S19)2

)
;

1

n

[
∂Kn

D

∂θ1

]
4

⩽ 2nθn1θn1
1 δδn1 h

n1

(
(2− 4θ1)− [2n1/n− 4θ1]

(S18 + S19)2
+
θ1 · 2n(−2 + 4θ1)

n(S18 + S19)2

)
;

(A.151)
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Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòíîøåíèÿõ (A.151) çàïèñàíû îöåíêè ïåðâûõ ñëàãàåìûõ

ôóíêöèé K6 è K7;

Ôóíêöèÿ K6 çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
K6 ≡ min Kn

D(t, θ, n, tmin)4 −Kn
D(t, θ, n)2,

θ = ξ3 · tan t · 2n/n, ←⇒ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 29

Kn
D = Kn

D(t, θ, n)2,← Ñîîòíîøåíèÿ (3.309)

min Kn
D = min Kn

D(t, θ, n, tmin)4 ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.307)

Ôóíêöèÿ K7 çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
K7(t, θ, n, tmax) ≡ max Kn

D(t, θ, n, tmax)3 −Kn
D(t, θ, n)2,

θ = ξ3 · tan t · 2n/n, ←⇒ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 29

Kn
D = Kn

D(t, θ, n)2,← Ñîîòíîøåíèÿ (3.309)

max Kn
D = max Kn

D(t, θ, n, tmax)3 ← Ñîîòíîøåíèÿ (3.308)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (A.146) âèäà[
∂Kn

D

∂t

]
3

=

[
∂Kn

D

∂t

]
4

= 0;

ðàâåíñòâî (A.150) âèäà[
∂Kn

D

∂ν

]
2

> 0; ← Åñëè θ, h, δ ïàðàìåòðû

È ðàíåå ïîëó÷åííûå îöåíêè (âòîðûå ñëàãàåìûå −Kn
D(t, θ, n)2 ó ôóíêöèé K6

è K7 ñîâïàäàþò â ñèëó èõ îïðåäåëåíèé): îöåíêó (A.123) âèäà[
1

n

∂Kn
D

∂θ1

]
2

⩾
⊖2nhn2(h+ ν)2ν · hn1νn1/δn1ν

(S20 + S21)2
;

îöåíêó (A.132) âèäà
1

n

[
∂Kn

D

∂δ1

]
2

= 0;

îöåíêó (A.141) âèäà [
1

n

∂Kn
D

∂h

]
2

> 0;

ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè K6 ñïðàâåäëèâî (ν ≡ tan t)

∂K6

∂θ1
< 0; ← Åñëè h, δ1, ν ïàðàìåòðû

∂K6

∂δ1
< 0; Åñëè h, θ1, ν ïàðàìåòðû

∀ ñïîñîáà çàïèñè h :
∂K6

∂h
< 0; ← Åñëè δ1, θ1, ν ïàðàìåòðû

∂K6

∂ν
< 0; ← Åñëè δ1, θ1, h ïàðàìåòðû

(A.152)
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è äëÿ ôóíêöèè K7 ñïðàâåäëèâî

∂K7

∂θ1
< 0; ← Åñëè h, δ1, ν ïàðàìåòðû

∂K7

∂δ1
< 0; Åñëè h, θ1, ν ïàðàìåòðû

∀ ñïîñîáà çàïèñè h :
∂K7

∂h
< 0; ← Åñëè δ1, θ1, ν ïàðàìåòðû

∂K7

∂ν
< 0; ← Åñëè δ1, θ1, h ïàðàìåòðû

(A.153)

Èç îïðåäåëåíèÿ 29⇒ θ = ξ3 ·tan t·2n/n, ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèé (A.152) ìîæíî
ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå. Ôóíêöèÿ K6 äîñòèãàåò max çíà÷åíèÿ min çíà÷åíèè θ1 è

íàîáîðîò.

Â ñâîþ î÷åðåäü â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.307)

δ =

[
(1 +H11(tmin))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
← Óòâ.9, 13

÷òî äà¼ò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî θ = ξ3 · tan t · 2n/n⇒ ν ≡ tan t→ max⇒ θ → max;

Ïî îïðåäåëåíèÿì 26, 60 θ = θ1 · 2n/n è δ = δ1 · n/2n, ïîýòîìó

ν → max⇒ θ → max⇒ θ1 → max⇒ δ → max⇒ δ1 → max; h→ max;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.309)

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâåðæäåíèå 14

÷òî äà¼ò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî θ = ξ3 · tan t · 2n/n⇒ ν ≡ tan t→ max⇒ θ → max;

ν → max⇒

{
θ → max,

H11(t)→ max
⇒ θ1 → max⇒ δ → max⇒ δ1 → max; h→ max;

Ýòè äâà âûâîäà ñîãëàñóþòñÿ ñ ñîîòíîøåíèÿìè (A.152), çíà÷èò ôóíêöèÿ K6

ðåàëüíî äîñòèãàåò min çíà÷åíèÿ ïðè max çíà÷åíèè arg t, êîãäà θ = ξ3 ·tan t·2n/n
ïðè ôèêñèðîâàííîì ξ3;

Ñ ôóíêöèåé K7 äåëàåì àíàëîãè÷íûé âûâîä. Èç îïðåäåëåíèÿ 29 ⇒ θ =

ξ3 · tan t · 2n/n, ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèé (A.153) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå.

Ôóíêöèÿ K7 äîñòèãàåò max çíà÷åíèÿ min çíà÷åíèè θ1 è íàîáîðîò.

Â ñâîþ î÷åðåäü â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.308)

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13
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δ =

[
(1 +H11(tmax))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâ.14

÷òî äà¼ò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî θ = ξ3 · tan t · 2n/n⇒ ν ≡ tan t→ min⇒ θ → min;

ν → min⇒ θ → min⇒ θ1 → min⇒ δ → min⇒ δ1 → min; h→ min;

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.309)

h = 1 + θ
(
δ · [1− nθ/2n1 ]− n

2n1

)
, l(t) =

n
√
1 + tann t

1 + tan t
, ← Óòâ.9, 13

∂H11(t)/∂t > 0; δ =

[
(1 +H11(t))

2n1

n
− θ
](

θ − 2n1

n

)−2

, ← Óòâ.14

÷òî äà¼ò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî θ = ξ3 · tan t · 2n/n⇒ ν ≡ tan t→ min⇒ θ → min;

ν → min⇒

{
θ → min,

H11(t)→ min
⇒ θ1 → min⇒ δ → min⇒ δ1 → min; h→ min;

Ýòè äâà âûâîäà ñîãëàñóþòñÿ ñ ñîîòíîøåíèÿìè (A.153), çíà÷èò ôóíêöèÿ K7

ðåàëüíî äîñòèãàåò max çíà÷åíèÿ ïðè min çíà÷åíèè arg t, êîãäà θ = ξ3 ·tan t·2n/n
ïðè ôèêñèðîâàííîì ξ3; À èìåííî ýòî íàäî áûëî ïîÿñíèòü.

Êîíå÷íî òî, ÷òî ôóíêöèÿ äîñòèãàåò min çíà÷åíèÿ ïðè max çíà÷åíèè àðãó-

ìåíòà, è íàîáîðîò, âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî îíà ìîíîòîííî óáûâàåò íà çàäàííîì

îòðåçêå. Òåì íå ìåíåå, òàêîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ÂÒÔ.

×òî êàñàåòñÿ àñèìïòîòû θ1, òî îíà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 29 çàïèñûâàåòñÿ â âè-

äå θ = ξ3 ·tan t ·2n/n, ãäå θ = θ1 ·2n/n, çíà÷èò ÷åì ìåíüøå çíà÷åíèå ξ3 ìû áåðåì,

òåì áîëüøå áóäåò tan t, çíà÷èò òåì áîëüøå áóäåò t, èáî tan t�ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. À ýòî êàê ðàç îçíà÷àåò, ÷òî àñèìïòîòà áóäåò ñìåùàòüñÿ

âïðàâî ïðè óìåíüøåíèè ξ3, åñëè t�îñü àáñöèññ.

V) Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ÷èñëà Q èç óòâåðæäåíèÿ 15 âèäà

Q > 3.999954 ∀ θ ∈
[
0; 2n/(9n) · (4−

√
7)
]
;

Ïî ëåììå 1.4 è ïî îïðåäåëåíèþ 23 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
,

Kn
w +Kn

m = 4

(
2n2

n
− θ
)
, ← Ë.1.4

Km =
θ

KwKD
, KD = (Kn

w + 2θ) ξ ← Ë.1.4

⇒ Q =
Kn

w (Kn
w + 2θ)

n3 ξ(
2n2

n
− θ
)(

2n

n
− 2θ

)n3
;

(A.154)

Ò. ê. íàäî îöåíèòü Q ñíèçó, ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå (3.159) min çíà÷åíèå

Kn
w; ξ; È åù¼ θ = θ1 · 2n/n èç îïðåäåëåíèÿ 26;
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Ïî ëåììå 1.4 è îïðåäåëåíèþ 26 èìååì

Kn
w ⩾ 4

(
2n2

n
− θ

)
− θn · (2n1/n− 2θ)−1(

2n1

n

)n3
; θ = θ1 ·

2n

n
; ξ ⩾ 1; (A.155)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè îöåíîê (A.155) â óðàâíåíèå (A.154) ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ

Qmin = Qmin(θ1, n) âèäà

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 66.

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ

)
− θn · (2n1/n− 2θ)−1(

2n1

n

)n3
,

Qmin(θ, n) ≡
Kn

w (Kn
w + 2θ)

n3(
2n2

n
− θ
)(

2n

n
− 2θ

)n3

Äèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ Qmin(θ, n) èç îïðåäåëåíèÿ 66 ïî θ, ñ÷èòàÿ, ÷òî

n�ïàðàìåòð. Èìååì

∂Qmin(θ, n)

∂θ
=
∂Kn

w/∂θ · (Kn
w + 2θ)n3 +Kn

w · n3(K
n
w + 2θ)n4 · (∂Kn

w/∂θ + 2)(
2n2

n
− θ
)2(

2n

n
− 2θ

)2n3
·

·
(
2n2

n
− θ
)(

2n

n
− 2θ

)n3

⊕

[(
2n

n
− 2θ

)n3

+ 2n3

(
2n2

n
− θ
)(

2n

n
− 2θ

)n4
]
·

· Kn
w · (Kn

w + 2θ)n3(
2n2

n
− θ
)2(

2n

n
− 2θ

)2n3
;

(A.156)

Äëÿ Kn
w èç îïðåäåëåíèÿ 66 âåðíî ðàâåíñòâî

∂Kn
w

∂θ
= −4 + (nθ)n12n

2−4n−2 (4n1θ − 2n)

(2n − 4nθ)
2 ; (A.157)

Ïîäñòàâëÿåì ðàâåíñòâî (A.157) â ðàâåíñòâî (A.156), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî îïðåäå-

ëåíèþ 26 θ = θ1 · 2n/n; Èìååì ïîñëå óïðîùåíèÿ
∂Qmin(θ, n)

∂θ
=

64θn1

(
4nθn1
−1 + 4θ1

+ 4n− 8n · θ1

)n

4nθn1 ·Q3 + 4n(−1 + 4θ1)Q4
· n−n2(1− 2θ1),

Q3 ≡ 8n22θ
2
1 + n · n2 − 2θ1(3n · n3 + 5)

Q4 ≡ n · n2 − 16θ31 · (2n− 5)n2 − 2θ1(5n
2 − 14n+ 5) + 4θ21(8n

2 − 29n+ 22)
(A.158)

Ïî óñëîâèþ θ < 2n · (4 −
√
7)/[9n] ⇒ θ1 < (4 −

√
7)/9 ⇒ (−1 + 4θ1) < −0.36

ëèøü ñëàãàåìîå Q4, à èìåííî ñëàãàåìîå nn2 âëèÿåò íà çíàê ïðîèçâîäíîé â
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ñîîòíîøåíèÿõ (A.158); Ïîëó÷àåòñÿ

∂Qmin(θ, n)

∂θ
< 0; (A.159)

Áëàãîäàðÿ íåðàâåíñòâó (A.159) ôóíêöèÿ Qmin(θ, n) ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé îä-

íîãî arg n âèäà 

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ

)
− θn · (2n1/n− 2θ)−1(

2n1

n

)n3
,

θ = 2n · (4−
√
7)/[9n],

Qmin(n) ≡
Kn

w (Kn
w + 2θ)

n3(
2n2

n
− θ
)(

2n

n
− 2θ

)n3

(A.160)

Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Qmin(n) â ñîîòíîøåíèÿõ (A.160) ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàåò ∀ n ⩾ 11; Íî âîîáùå ãîâîðÿ ìîæíî ïîñòóïèòü ïðîùå. Ïîëüçóåìñÿ

ñîîòíîøåíèÿìè (A.160); Ò. ê. ïî óñëîâèþ

θ < 2n · (4−
√
7)/[9n]⇒ Kn

w ≈ 4

(
2n2

n
− θ

)
⇒ Qmin(n) ≈ 4;

À ýòî è íàäî áûëî ïîëó÷èòü.

VI) Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ÷èñëà Q èç óòâåðæäåíèÿ 11 âèäà

Q < 5 ∀ θ ∈
[
0; 2n/(9n) · (4−

√
7)
]
;

Ïî ëåììå 1.4 è ïî îïðåäåëåíèþ 23 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

Kn
w = 4

(
2n2

n
− θ
)
−
θn
(
2n2

n
− θ
)−1

Q

(
2n

n
− 2θ

)n3
,

Kn
w +Kn

m = 4

(
2n2

n
− θ
)
,← Ë.1.4

Km =
θ

KwKD
, KD = (Kn

w + 2θ) ξ ← Ë.1.4

⇒ Q =
Kn

w (Kn
w + 2θ)

n3 ξ(
2n2

n
− θ
)(

2n

n
− 2θ

)n3
;

(A.161)

Äåéñòâóåì ïî àíàëîãèè ñ îöåíêîé Q > 3.999954; Ò. ê. íàäî îöåíèòü Q ñâåðõó,

ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå (A.161) max çíà÷åíèå Kn
w; ξ; È åù¼ θ = θ1 · 2n/n èç

îïðåäåëåíèÿ 26;

Ïî ëåììå 1.4 è îïðåäåëåíèþ 26 èìååì

Kn
w ⩽ 4

(
2n2

n
− θ

)
; θ = θ1 ·

2n

n
; ξ ⩽ 1.23; (A.162)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè îöåíîê (A.162) â óðàâíåíèå (A.161) ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ

Qmax = Qmax(θ1, n) âèäà
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 67.
Kn

w = 4

(
2n2

n
− θ

)
,

Qmax(θ, n) ≡
Kn

w (Kn
w + 2θ)

n3 · 1.23(
2n2

n
− θ
)(

2n

n
− 2θ

)n3

Äèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ Qmax(θ, n) èç îïðåäåëåíèÿ 67 ïî θ, ñ÷èòàÿ, ÷òî

n�ïàðàìåòð. Èìååì

Qmax(θ, n) = 4 · 1.23⇒ ∂Qmax(θ, n)

∂θ
= 0; Qmax(θ, n) < 5;

À èìåííî ýòî íàäî áûëî ïîëó÷èòü.

VII ) Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè f1(ν) èç ëåììû 1.4 âèäà

f1(ν) ≡
(
1− νn1

n

)n

− (1 + ν)

(
1 +

νn

n
− ν
)
; ν ∈ (0; 1) ;

Äèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ f1(ν), ñ÷èòàÿ, ÷òî n ⩾ 11�ïàðàìåòð. Èìååì

∂f1(ν)

∂ν
= 2ν − νn

(
1 +

1

n

)
− νn1 − n1ν

n2

(
1− νn1

n

)n1

; (A.163)

Âûíîñèì îáùèé ìíîæèòåëü çà ñêîáêè â ðàâåíñòâå (A.163), èìååì

∂f1(ν)

∂ν
= ν

[
2− νn1

(
1 +

1

n

)
− νn2 − n1ν

n3

(
1− νn1

n

)n1
]
; (A.164)

Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî íóëåé ïðîèçâîäíîé â ðàâåíñòâå (A.164) òðóäíî, ïîýòîìó

èìååò ñìûñë å¼ ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü. Èìååì

∂

∂ν

[
∂f1(ν)

ν · ∂ν

]
= νn4

[
−n1

(
1 +

1

n

)
ν2−n2ν−n1

(
1− νn1

n

)n2
(
n3−

[
n1 −

2

n

]
νn1

)]
;

(A.165)

Çàäà÷à�ïîëó÷èòü, ÷òî Ï× ðàâåíñòâà (A.165) îòðèöàòåëüíà. Ýòî äàñò âîçìîæ-

íîñòü çàêëþ÷èòü, ÷òî f ′′1 (ν) < 0 ⇒ óðàâíåíèå f ′1(ν) = 0 èìååò íå áîëåå îäíîãî

êîðíÿ. Äëÿ ýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (A.165)(
n3 −

[
n1 −

2

n

]
νn1

)]
⩾ 0;

(
n3 −

[
n1 −

2

n

]
νn1

)]
< 0;

è îöåíèòü Ï× ðàâåíñòâà (A.165) ñâåðõó. Â ñèëó ðàâåíñòâà (A.165) ñëó÷àé ⩾ 0

âåä¼ò ê òîìó, ÷òî òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü, ò. å. f ′′1 (ν) < 0 ⇒ óðàâíåíèå f ′1(ν) = 0

èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Çíà÷èò ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé < 0, èìååì(
n3 −

[
n1 −

2

n

]
νn1

)]
< 0⇔ νn1 >

n3
n1 − 2/n

⇔ νn1 >
n · n3

n · n1 − 2
; (A.166)
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È èç ðàâåíñòâà (A.165) èìååì, ÷òî

∂

∂ν

[
∂f1(ν)

ν · ∂ν

]
⩽ νn4

[
−n1

(
1 +

1

n

)
ν2−n2ν−n1

(
1− νn1

n

)n2
(
n3−

[
n1 −

2

n

]
·1n1

)]
;

(A.167)

Ïîäñòàâèì íåðàâåíñòâî (A.166) â íåðàâåíñòâî (A.167), èìååì ïîñëå óïðîùåíèÿ

∂

∂ν

[
∂f1(ν)

ν · ∂ν

]
⩽ νn4

[
− n1

(
1 +

1

n

)(
n3

n1 − 2/n

)2/n1

− n2

(
n3

n1 − 2/n

)1/n1

−

− n1

(
1− n3

n · n1 − 2

)n2
(
−2 + 2

n

)
;

(A.168)

Åñëè ðàçëîæèòü ôóíêöèþ èç Ï× íåðàâåíñòâà (A.168) â àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä

êîìàíäîé Asymptotic â ïðîãðàììå Wolfram Mathematica, òî áóäåò ñëåäóþùåå

∂

∂ν

[
∂f1(ν)

ν · ∂ν

]
⩽ −2

(
1− 1

e

)
n⇒ ∂

∂ν

[
∂f1(ν)

ν · ∂ν

]
< 0; (A.169)

Èç íåðàâåíñòâà (A.169) âèäíî, ÷òî ïîëó÷åíî òî, ÷òî òðåáóåòñÿ. Îñòàëîñü âûÿñ-

íèòü çíàêè ïðîèçâîäíîé èç ðàâåíñòâà (A.164) ïðè ν ∈ (0; 1); Èìååì, ÷òî

∂f1(ν)

∂ν
(ν = 0) > 0;

∂f1(ν)

∂ν
(ν = 1) < 0; (A.170)

Îöåíêè (A.170) îêîí÷àòåëüíî äîêàçûâàþò, ÷òî ó ôóíêöèè f1(ν) åñòü åäèíñòâåí-

íàÿ òî÷êà ñ ãîðèçîíòàëüíîé êàñàòåëüíîé ïðè ν ∈ (0; 1) è ÷òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ìàêñèìóìà⇒ äëÿ íàõîæäåíèÿ å¼min çíà÷åíèÿ ðåàëüíî äîñòàòî÷íî ïðî-

âåðèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè íà êîíöàõ îòðåçêà (ñì. Ðèñ. íà ñòð. 18).

×òî è òðåáîâàëîñü ïîëó÷èòü.

VIII ) Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé L5(n) è L6(n) èç óòâåðæäåíèÿ 21 âèäà

L5(n) ≡ max j61(h3, n) + j62(h3, n); L6(n) ≡ max j61(h3, n) + j62(h0, n);

Ãäå
h3 ≡ n

√
1 + tann 0.507, h0 ≡ n

√
1 + tann 0.64[

h = h3 ⇒ j61(h3, n) ⩽
n
√
1 + tann 0.507 ·

(
n2 − n1h3

)
tann 0.507,

h = h0 ⇒ j61(h0, n) ⩽
n
√
1 + tann 0.64 ·

(
n2 − n1h0

)
tann 0.507

(A.171)

È
h3 ≡ n

√
1 + tann 0.507, h0 ≡ n

√
1 + tann 0.64,h = h3 ⇒ j62(h3, n) =

(
n
√
1 + tann 0.507

)n
+ n
√
1 + tann 0.507 ·

(
n2 − n1h3

)
,

h = h0 ⇒ j62(h0, n) =
(

n
√
1 + tann 0.64

)n
+ n
√
1 + tann 0.64 ·

(
n2 − n1h0

)
(A.172)
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Ôóíêöèè L5(n) è L6(n) ïîëó÷àþòñÿ çà ñ÷¼ò ñîîòíîøåíèé (A.171) è (A.172);

Åñëè ðàçëîæèòü ôóíêöèè L5(n) è L6(n) â àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû êîìàíäîé

Asymptotic â Wolfram Mathematica, òî ïîëó÷èòñÿ

L5(n) ∼ − tann 0.507 ïðè n→∞; L6(n) ∼ − tann 0.507 ïðè n→∞;

Çíà÷èò

L5(n) < 0 ∀ n ⩾ 11; L6(n) < 0 ∀ n ⩾ 11;

1.2. Âûâîä êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Çäåñü ðå÷ü ïîéäåò î êóáè÷åñêîì

óðàâíåíèè èç ëåììû 2.1 âèäà

u3 − 3r1u− 2r4 = 0;

Âûâîäèòñÿ îíî ÷åðåç Ïèôàãîðîâó òðîéêó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû êî-

ñèíóñîâ.

Â ñèëó ëåììû 1.3 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ{
h1 = F (2c2D2 − Fn2),

h2 =
(
2n1cn1/n− FD

)
· 4c2D + Fn1

{
a = (2c)n1/n, T = h1/h2,

b = (2c)n1/n− FD

Èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

T = h1/h2 ⇔ h1 = Th2 ⇔ F (2c2D2 − Fn2) = Tb · 4c2D + TFn1 ⇔

⇔ 2c2FD2 − 4Tbc2D − (T + 1)Fn1 = 0; (A.1)

Óðàâíåíèå (A.1)�êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî D, åãî äèñêðèìèíàíò D1 èìååò âèä

D1/4 = (2Tbc2)2 + 2c2F (T + 1)Fn1 ⇔ D1/4 = 2c2
(
2c2T 2b2 + [T + 1]Fn

)
= ε21;

(A.2)

Óðàâíåíèå (A.2) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî 2c2 âèäà

(2c2)2T 2b2 + (T + 1)Fn · 2c2 − ε21 = 0; (A.3)

Äèñêðèìèíàíò D2 óðàâíåíèÿ (A.3) èìååò âèä

D2 = (T + 1)2F 2n + 4T 2b2ε21 = ε22; (A.4)

Ïîëó÷èëîñü, ÷òî óðàâíåíèå (A.4)�ýòî ÏÒ. Íàõîäèì êîðíè óðàâíåíèé (A.1) è

(A.3), êîðíè áåðåì ñî çíàêîì ⊖, ò. ê. ïî òåîðåìå Âèåòà ïðîèçâåäåíèå êîðíåé ó

íèõ îòðèöàòåëüíîå. Ïîëó÷àåòñÿ
D =

2Tbc2 ⊕ ε1
2c2F

⇒ ε1 = 2c2FD − 2Tbc2,

2c2 =
−(T + 1)Fn ⊕ ε2

2T 2b2
⇒ ε2 = 4T 2b2c2 + (T + 1)Fn

(A.5)

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (A.5) â óðàâíåíèå (A.4), ïîëó÷àåòñÿ[
(T + 1)Fn

]2
+
[
2Tb(2c2FD − 2Tbc2)

]2
=
[
4T 2b2c2 + (T + 1)Fn

]2
; (A.6)
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Çàïèñûâàåì ðåøåíèÿ ÏÒ (A.6) â âèäå
Fn(T + 1) = 2e · d, e, d ∈ R,
4c2 · T · b(FD − Tb) = e2 − d2,
4T 2b2c2 + (T + 1)Fn = e2 + d2

(A.7)

Âû÷èòàåì èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (A.7) ïåðâîå, çàòåì èç âòîðîãî óðàâ-

íåíèÿ íàõîäèì e+ d; Èìååì

4T 2b2c2 = (e− d)2 ⇒ e− d = 2T · b · c⇒ e+ d = 2c(FD − bT );

Òàêèì îáðàçîì{
e− d = 2T · b · c,
e+ d = 2c(FD − bT )

⇔

{
e = FDc,

d = c(FD − 2bT )
(A.8)

Â ÷èñëî d èç ñîîòíîøåíèé (A.8) ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ ëåììû 1.3 âèäà

T = h1/h2; h1 = F (2c2D2 − Fn2), h2 =
(
2n1cn1/n− FD

)
· 4c2D + Fn1

è ïîëó÷àåì ïîñëå óïðîùåíèÿ, ÷òî

d3 ≡ 2a− FD; d = cFn1d3/h2; (A.9)

Èç ñèñòåìû (A.8) èìååì

e = FDc⇒ D = e · F−1 · c−1; (A.10)

È åù¼

e− d = 2Tbc⇔ e− d = 2T (a− FD)c⇔ ac =
e− d+ 2eT

2T
; (A.11)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (A.7) èìååì

Fn(T + 1) = 2e · d⇒ Fn = 2ed/(T + 1); (A.12)

Èç óðàâíåíèÿ (A.10) èìååì

Dn

Fn
=

en

cnFn · Fn
⇔ Dn

Fn
=

en

cn · F 2n
; (A.13)

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (A.11), (A.12) íàõîäèì ÇÍ óðàâíåíèÿ (A.13); Â ñèëó

óðàâíåíèÿ (A.11) èìååì

ac =
e− d+ 2eT

2T
⇔ (2c)n1

n
· c = e− d+ 2eT

2T
⇔ cn =

e− d+ 2eT

2T
· n
2n1

; (A.14)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (A.12) èìååì

Fn =
2e · d
T + 1

⇒ F 2n =
4e2d2

(T + 1)2
; (A.15)
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Ïîäñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ (A.14) è (A.15) â óðàâíåíèå (A.13), èìååì

Fn

Dn
=
en · 2n1 · T (T + 1)2 · 2
(e− d+ 2eT )n · 4e2d2

; (A.16)

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (A.16), ïåðåìíîæàÿ Ë× è Ï× ïî ïðàâèëó ïðîïîðöèè.

Ïîñëå óïðîùåíèÿ èìååì

2n1FnenT 3+2nFnenT 2+
(
2n1Fnen−4ne3d2Dn

)
T−2n(e−d)e2d2Dn = 0; (A.17)

Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå (A.17) ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (A.8) âèäà e = FDc

è óðàâíåíèå (A.9) âèäà d = cFn1d3/h2; Çàòåì íàõîäèì êîðíè ïîëó÷àþùåãîñÿ

óðàâíåíèÿ ïî ôîðìóëå Êàðäàíî.
T = −2

3
+

r1
r2 3
√
r3

+
3
√
r3
r2

, r3 ≡ r4 + r50
√
r60

T = −2

3
− 1

2

(
r1

r2 3
√
r3

+
3
√
r3
r2

)
±
√
3

2
i

(
r1

r2 3
√
r3
−

3
√
r3
r2

)
Ãäå 

r1 ≡ 2n3cn5h22 + 3nd23FD
3,

r4 ≡ 2n7/2(2n1cn5h32 − 9n · d23 · FD2[3d3F
n2 + h2D])cn5/2,

r60 ≡ (r61 + r62)(−3nF ), r50 ≡ 3d3 ·D,
r61 ≡ n3d43F 2D7 + 22n−7c2n5h32(d3F

n2 + h2D),

r62 ≡ −n · 2n7cn5d23FD
2(27d23F

2n2 + 18d3F
n2h2D − 13h22D

2)

(A.18)

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå u ≡ r2(T +2/3), ãäå r2 ≡ 2n3/2 ·h2 · cn5/2, òî ïîëó÷àòñÿ

êîðíè èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû 2.1 âèäà
u =

r1
3
√
r3

+ 3
√
r3, r3 ≡ r4 + r50

√
r60

u = −1

2

(
r1
3
√
r3

+ 3
√
r3

)
±
√
3

2
i

(
r1
3
√
r3
− 3
√
r3

)
Èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ èñêîìîå óðàâíåíèå

u3 − 3r1u− 2r4 = 0; (A.19)

Áóäåì òåïåðü èñêàòü r1 è r4 â âèäå{
r1 = α1 · µ2

1 + α2 · µ2,

r4 = −2n5/2µ1(α3 · µ2
3 − α4µ2)

(A.20)

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèÿ (A.20) â óðàâíåíèå (A.19) è ïðèðàâíèâàåì êîýôôè-

öèåíòû ïðè µ3
1 è µ2µ1, òàêèì îáðàçîì íàõîäèì αi; Äàëåå, çíàÿ αi, íàõîäèì µ1

è µ2 ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû (A.20) è ñîîòíîøåíèé (A.18); Çàòåì ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü íàéäåííûå µ1, µ2 ÷åðåç F, c, D, èñïîëüçóÿ d3 ≡ 2a − FD è ñîîòíîøåíèÿ

ëåììû 1.3 âèäà

h2 =
(
2n1cn1/n− FD

)
· 4c2D + Fn1 ; a = (2c)n1/n;
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È ïîëó÷èòü òî, ÷òî íàïèñàíî â îïðåäåëåíèÿõ 8, 9;µ1 ≡
(
Fn1 − 2n+2

n
Dcn+1 + 2FD2c2

)
cn5/2,

µ2 ≡ µ21 + µ22 + µ23 ← Îïðåäåëåíèå 8
µ21 ≡ 2n5cn5F 2n1 , ← Îïðåäåëåíèå 9

µ22 ≡ 22n1Fn1c2n2 · D
n
⊖ 2n3 · 3Fncn3D2,

µ23 ≡ 22n−1Fc2n1
D3

n
− 11 · 2n3F 2cn1D4 + F 3D5n

�B. Ñëó÷àé n | z è y ÷¼òíîå ÷èñëî

2.1. Èññëåäîâàíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé . Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ àíà-

ëîãè÷íî ñëó÷àþ z�÷¼òíîå ÷èñëî, ïîòîìó ÷òî ñëó÷àé 2 | y ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ

2 | z çàìåíàìè ïåðåìåííûõ.

2.2. Âûâîä êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ . Óðàâíåíèå âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî

ñëó÷àþ z�÷¼òíîå ÷èñëî.

�C. Ñëó÷àé íè x, íè y, íè z íå äåëÿòñÿ íà n

3.1. Èññëåäîâàíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé . Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ àíà-

ëîãè÷íî ñëó÷àþ z äåëèòñÿ íà n, ïîòîìó ÷òî ñëó÷àé n ∤ xyz ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ

z äåëèòñÿ íà n çàìåíàìè ïåðåìåííûõ.

3.2. Âûâîä êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ . Óðàâíåíèå âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî

ñëó÷àþ z�÷¼òíîå ÷èñëî.
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�D. Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äîêàçàòåëüñòâà

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: z�÷¼òíîå ÷èñëî è y�÷¼òíîå ÷èñëî.

≡ çíà÷èò ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî, ni ≡ n− i, ãäå i ∈ N;
Ò. ê. èäåÿ ó íèõ îäíà è òà æå, ò. å. ñëó÷àé y�÷¼òíîå ÷èñëî äîêàçûâàåòñÿ ïî

àíàëîãèè, äîñòàòî÷íî èçëîæèòü êðàòêîå ñîäåðæàíèå äëÿ îäíîãî èç íèõ.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè n | z; z�÷¼òíîå ÷èñëî.
Èäåÿ òà æå ñàìàÿ, ÷òî è ïðè âûâîäå ïàðàìåòðè÷åñêîãî âèäà Ïèôàãîðîâûõ

òðîåê â óðàâíåíèè x21+y
2
1 = z21 ; Ò. å. ñ ïîìîùüþ ïåðåíîñà êàæäîé èç ïåðåìåííûõ

â óðàâíåíèè xn + yn = zn, n ⩾ 3, n ̸= 4 â äðóãóþ ÷àñòü ïîëó÷àåì ïîõîæèå

ñîîòíîøåíèÿ. Íî çäåñü åñòü âàæíûé íþàíñ, ÷òî ñëó÷àé n = 3 îñîáåííûé è åãî

íàäî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî, ò. ê. äëÿ n = 3 è n > 3 ñîîòíîøåíèÿ èìåþò

ñîâåðøåííî ðàçíûé âèä.

4.1. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êóáîâ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ïðè n = 3,

åñëè 3 | z, èìåþò âèä 

x = w3 + 3 · p, p ≡ m · w ·A,
y = m3 + 3 · p,
z = m3 + w3 + 3 · p,
z = 3A(33−2 ·A3−1 −m · w),
m, w, A ∈ N

(D.1)

Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ ñîîòíîøåíèé â óðàâíåíèå x3 + y3 = z3 ìû ïðèõîäèì ê

óðàâíåíèþ m3 + w3 + 6m · w ·A = 9A3, ñ êîòîðûì íàäî äàëåå ðàáîòàòü. È n =

3�ýòî åäèíñòâåííûé ïîêàçàòåëü, äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ òàêîå êîìïàêòíîå

óðàâíåíèå. Íàïðèìåð, äàæå äëÿ n = 5 ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü äëèííîå óðàâíåíèå,

èç êîòîðîãî íè÷åãî íàïðÿìóþ èçâëå÷ü óæå íåëüçÿ.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà äëÿ êóáîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü äëÿ îïðå-

äåë¼ííîñòè z�÷¼òíîå ÷èñëî. Óñîâåðøåíñòâóåì âûøåíàïèñàííûå ñîîòíîøåíèÿ

(D.1) äëÿ x, y, z è ïîëó÷àåì ñðàçó íåñêîëüêî ñåìåéñòâ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåøå-

íèé èç ÏÒ äëÿ êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x, y, z;

x =
(a4 + b4)

3/2
√
3±
√
D1

2
,

y =
(a4 + b4)

3/2
√
3∓
√
D1

2
,

z = (a4 − b4)
√
3 ·
√
a4 + b4,

D1 ≡ 3a34 − 15a24b4 + 9a4b
2
4 − 5b34,

a4, b4 ∈ N



x =
−b1
√
b1 +

√
D2

2
,

z =
b1
√
b1 +

√
D2

2
,

y = a1
√
b1,

D2 ≡ (4a31 − b31)/3,
a1, b1 ∈ N

(D.2)



x = (a6 + b6)
√
a6 − b6, a6, b6 ∈ N,

y =
−(a6 − b6)

√
a6 − b6 +

√
D3

2
,

z =
(a6 − b6)

√
a6 − b6 +

√
D3

2
,

D3 ≡ a36 + 5a26b6 + 3a6b
2
6 + 5/3 · b36

(D.3)
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Äàëåå ïðåîáðàçóåì ýòè ñåìåéñòâà ðåøåíèé. Íàäî áóäåò ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ

w = 1 è w > 1;

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè w = 1;

Íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé

Ëåììà D.1. Ïóñòü N1, N2, N3 ∈ Q; Òîãäà ïóñòü

N3 =
3
√
3N1 +

3
√
9N2 = N3 ⇔ N1 = N2 = N3 = 0;

Ñóòü â òîì, ÷òî íàäî ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé äëÿ ãèïîòåòè÷åñêèõ ðåøåíèé

(D.2), (D.3) ïîëó÷èòü ÷èñëà N1, N2, N3 è çàòåì ñ ïîìîùüþ ýòîé ëåììû ñîñòà-

âèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà

N1 = N2 = N3 = 0;

È âûâåñòè èç íå¼ ïðîòèâîðå÷èå ÷åðåç ìåòîä Êðàìåðà, ñ÷èòàÿ îïðåäåëèòåëè

ìàòðèö ðàçìåðíîñòè ïÿòü.

Äëÿ ñëó÷àÿ w > 1 íàäî ïîêàçàòü, ÷òî w�îãðàíè÷åíî, ò. å. w = 3; 5; 7 è

âûâåñòè ïðîòèâîðå÷èå ïî àëãîðèòìó ìåòîäà w = 1;

4.2. Äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî ñëó÷àÿ. Îäíî èç ÷èñåë äåëèòñÿ íà ïî-

êàçàòåëü ñòåïåíè. Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè z äåëèòñÿ íà n; Âîîáùå ãîâîðÿ,

âûãîäíåå âñåãî ðàññìàòðèâàòü îáùèé ñëó÷àé íà÷èíàÿ ñ ïîêàçàòåëÿ

xn + yn = zn; n | z; n ⩾ 11;

Â ïîëüçó ýòîãî ãîâîðèò òîò ôàêò, ÷òî íàäî áóäåò îïðåäåëÿòü çíàê ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè, ó êîòîðîé ñðàçó íåñêîëüêî íåèçâåñòíûõ. Ýòî èññëåäîâàíèå ïðîèçâîä-

íîé ñâîäèòñÿ â èòîãå ê ðàçäåëåíèþ èíòåðâàëà íà ïðîìåæóòêè è ïîêàçàòåëüíîé

ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî n, êîòîðàÿ ïëîõî ñåáÿ âåäåò ïðè n = 5; n = 7; Ò. å. äëÿ

n = 5; n = 7 èíòåðâàë ïðèä¼òñÿ äðîáèòü íà áîëüøåå êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòêîâ.

Äëÿ ñëó÷àÿ n ⩾ 5 ïàðàìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

x = wn + n · p,
y = mn + n · p,
z = mn + wn + n · p,
p ≡ m · w ·A, A = CD,

z = nC(nn−2 · Cn−1 −m · wD),

m, w, C, D ∈ N



x+ y = nn−1Cn, x+ y − z = np,

(x+ y − z)n = n(x+ y)(z − x)(z − y)Dn,

x, y, C, D ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå,

(z, D) = 1, n2 | z, n | C, 2 ∤ D,
n ∤ m · wD, (m, C) = (w, C) = 1

(D.1)

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè z�÷¼òíîå ÷èñëî. Óñîâåðøåíñòâóåì ñîîòíîøåíèÿ

(D.1) ÷åðåç Ïèôàãîðîâû òðîéêè è ïîëó÷èì íîâûå ñîîòíîøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ

ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñëàõ a, b, F, D âèäà

x =
a n−1
√
na±

√
(2b− a)2 n−1

√
n2a2 − 4(a− b)nD−n

2
,

y =
a n−1
√
na∓

√
(2b− a)2 n−1

√
n2a2 − 4(a− b)nD−n

2
,

z = n−1
√
na · b, p = n−1

√
na · a− b

n
, b = a− FD, nC = n−1

√
na

(D.2)
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Öåëî÷èñëåííîñòü ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåòñÿ ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèé (D.1) â

âèäå ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà, è ñîîòíîøåíèé (D.2) â âèäå Ïèôàãîðîâûõ òðîåê.

Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé êîñèíóñîâ è çàïèñàòü, ÷òî ðàç z < x + y ⇒
∃ òðåóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî êîñèíóñ óãëà ìåæäó ñòîðîíàìè x, y, îáîçíà÷èì

åãî T , âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ (D.2); Ïîñëå âñåõ óïðîùåíèé è çàìåí

ïåðåìåííûõ îí áóäåò âûðàæàòüñÿ â âèäå

T =
h1
h2
, a =

(2c)n1

n
, c ∈ N,

h1 = F
(
2c2D2 − Fn2

)
,

h2 =

(
2n1cn1

n
− FD

)
4c2D + Fn1 ,

xy = F

[(
(2c)n1

n
− FD

)
4c2D + Fn1

]
{
h1 > 0, h2 > 0,

(h1, h2) = 1, T > 0,

Äàëåå èäåò ëåììà ñ îöåíêàìè ÷èñåë Km ≡ m/c; Kw ≡ w/c; KD ≡ D/cn3 ;

ξ ≡ Dn/xn3 ïðè óñëîâèè x > y; Íà ýòîì ïåðâûé ïàðàãðàô çàêàí÷èâàåòñÿ.

Íà÷èíàåòñÿ âòîðîé ïàðàãðàô.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì xn+yn = zn, íàäî ïðåäñòàâèòü

T êàê êîðåíü êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Íà ïåðâûé âçãëÿä âîîáùå íåïîíÿòíî, ÷òî

äàñò ýòî êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå. Òåì íå ìåíåå, ñîñòàâëÿåòñÿ îíî ÷åðåç Ïèôàãî-

ðîâû òðîéêè, ïîëó÷àåìûå èç òåîðåìû êîñèíóñîâ, è åñëè âûïèñàòü ýòî óðàâíåíèå

â ãîòîâîì âèäå, òî áóäåò ÷òî-òî òèïà

u3 − 3r1u− 2r4 = 0; u ≡ r2(T + 2/3); r2 ∈ Z; r1, r4 ∈ Z; (D.3)

Êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü ëèáî òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, ëèáî äâà

êîìïëåêñíûõ è îäèí äåéñòâèòåëüíûé. Â äàííîì ñëó÷àå, ò. ê. n | z, òî ó íåãî

áóäåò òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ. Çíà÷èò èõ ìîæíî çàïèñàòü ïî ôîðìóëå Êàð-

äàíî, à çàòåì ïðåîáðàçîâàòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó. Ïîëó÷èòñÿ ÷òî-òî

òèïà [
u = −2n3/2µ1, µ1 < 0, u ∈ N

u = 2n5/2µ1 ± 3
√
µ2

(D.4)

È òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîðíåé òàêàÿ.

Íåñîïðÿæ¼ííûé êîðåíü èìååò âèä

u = 2
√
r1 cos

φ

3
← âíå çàâèñèìîñòè îò sign r4

Ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè èìåþò âèä ïî ôîðìóëå Âèåòà-Êàðäàíî (ñì. [10])

u = 2
√
r1 cos

φ+ 2πk0
3

; k0 = 1; 2;

Ó êàæäîãî èç ýòèõ êîðíåé ñâîÿ âàæíàÿ ðîëü. Ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ âî âòîðîì ïàðàãðàôå è èñêëþ÷àþòñÿ ïî ôîðìóëå Âèåòà-Êàðäàíî.

Íåñîïðÿæ¼ííûé êîðåíü�â òðåòüåì.

Íåñîïðÿæ¼ííûé êîðåíü ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùåå. Åñëè çàïèñàòü ðåøåíèÿ
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óðàâíåíèÿ xn+yn = zn â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

çàìåí âèäà, ïðåäâàðèòåëüíî äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè âûáðàâ ñëó÷àé x > y, òî

x = R cos t; y = R sin t; z = R
n
√
cosn t+ sinn t; 0 < t < π/4; (D.5)

È òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (D.5) ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ÷òî íàäî óëó÷øèòü îöåíêó

0 < t < π/4, èáî îíà ñëèøêîì ãðóáàÿ. Ò. å. íàäî ñíà÷àëà ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ

óðàâíåíèÿ (D.3) âèäà

Âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà r4 : 0.001 < t < 0.40699; (D.6)

Íèæíÿÿ ãðàíèöà â ñîîòíîøåíèÿõ (D.6) ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷¼ò ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ xn + yn = zn äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïåðâûé ñïîñîá�â èñòèííîì âèäå ÷åðåç

íàòóðàëüíîå ÷èñëî Kn
D, âòîðîé ñïîñîá�min çíà÷åíèå ÷èñëà Kn

D; Ïî îïðåäåëå-

íèþ Kn
D ≡ Dn/cn3 ⇒ Dn = Kn

D · cn3 , ãäå

Dn =
(x+ y − z)n − (xn + yn − zn)

n(x+ y)(z − x)(z − y)
; x+ y =

(2c)n

n
;

Î÷åâèäíî ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî

Kn
D −minKn

D ⩾ 0;

Èç íåãî êàê ðàç ïîëó÷àåòñÿ t > 0.001;

×òî êàñàåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöû t < 0.40699, òî ïîëó÷àåòñÿ îíà ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Èç êîðíÿ u = 2
√
r1 cosφ/3 âûðàæàåòñÿ K

n
w ≡ w/c, ãäå x + y = (2c)n/n

è ïîäñòàâëÿåòñÿ â çàðàíåå ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå (0.1) xn + yn = zn, òà-

êèì îáðàçîì ïîëó÷àåì t < 0.40699; Ðàç îöåíêà (D.6) ïîëó÷åíà, âîçíèêàåò âî-

ïðîñ, à ìîæíî ëè ñäâèíóòü ëåâóþ ãðàíèöó t > 0.001 òàê, ÷òîáû îíà ïðåâûñèëà

max çíà÷åíèå t = 0.40699? Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî. Äëÿ ýòîãî ñíîâà ïîòðåáóåòñÿ

óðàâíåíèå xn + yn = zn, âûðàæåííîå ÷åðåç öåëîå ÷èñëî Kn
D äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ïåðâûé ñïîñîá�÷åðåç íåðàâåíñòâî

Kn
D −minKn

D ⩾ 0;

Âòîðîé ñïîñîá�÷åðåç íåðàâåíñòâî

Kn
D −maxKn

D ⩽ 0;

Ýòè äâà ñïîñîáà ïîçâîëÿò ïîñòðîèòü äâà öèêëè÷åñêèõ àëãîðèòìà ñäâèãà íèæ-

íåé îöåíêè t > 0.001 äî t > 0.40699, ÷òî äàñò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü âûâîä,

÷òî ðàç max çíà÷åíèå t èç íåðàâåíñòâà (D.6) ïðåâûøåíî, òî íåñîïðÿæ¼ííûé

êîðåíü âèäà u = 2
√
r1 cos (φ/3) ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ. Ýòè àë-

ãîðèòìû ñäâèãà ñòðîÿòñÿ â ÷àñòíîñòè çà ñ÷¼ò îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ çíàêà

ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

∂Kn
D(θ, δ, n)/∂δ > 0; θ, δ ∈ Q; ← θ, n�ïàðàìåòðû

Ïðè îöåíêå t < π/4 çíàê ïðîèçâîäíîé îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü íåëüçÿ, ò. å.

òåïåðü ïîíÿòíî, äëÿ ÷åãî íóæíà îöåíêà t < 0.40699;
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Ðàç âñå êîðíè ó êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (D.3) èñêëþ÷åíû, ÂÒÔ äîêàçàíà äëÿ

ñëó÷àÿ n | z;
Ïðîùå ãîâîðÿ, ãëàâíàÿ öåëü�ïîêàçàòü ìåòîäàìè àëãåáðû, ÷òî ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé âèäà

z = 2c
(
[2c]n1/n− FD

)
, F ≡ m · w,

x =
(2c)n/n±

√
g2 − 4Fn

2
,

g ≡ (2c)n/n− 4c · FD,

y =
(2c)n/n∓

√
g2 − 4Fn

2


xn + yn = zn,

x = wn + 2m · wD · c,
y = mn + 2m · wD · c,
m, w, c, D ∈ N

íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ m, w, c, D ∈ N; Ò. ê. ñòàíäàðòíûìè
ìåòîäàìè ýòó ñèñòåìó ðåøèòü íåëüçÿ, íàäî èñêàòü îáõîäíûå ïóòè.

Ñëó÷àè n | xy äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñëó÷àé n | xyz îêàçàëñÿ ñàìûì

òðóäíûì. Ñëó÷àé n ∤ xyz äîêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî èíà÷å è çàíèìàåò ïðèìåðíî

ïÿòüäåñÿò ñòðàíèö. Îá ýòîì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

4.3. Äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî ñëó÷àÿ. Íè îäíî èç ÷èñåë íå äåëèòñÿ

íà ïîêàçàòåëü ñòåïåíè. Çäåñü íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà ïîõîæå íà ñëó÷àé n |
xyz; Ò. å. àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñîñòàâëÿåòñÿ êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå, òîëüêî

ñîîòíîøåíèÿ äëÿ x, y, z áóäóò èìåòü íåñêîëüêî èíîé âèä

x = wn + n · p,
y = mn + n · p,
z = mn + wn + n · p,
p ≡ m · w ·A, A = CD,

z = C(Cn−1 −m · wD),

m, w, C, D ∈ N



x+ y = Cn, x+ y − z = np,

(x+ y − z)n = nn(x+ y)(z − x)(z − y)Dn,

x, y, C, D ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå,

(z, D) = 1, n ∤ C, 2 ∤ D,
n ∤ m · w, (m, C) = (w, C) = 1

Äà è êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå íåñêîëüêî äðóãîå. Ó íåãî áóäóò îäèí äåéñòâèòåëü-

íûé è äâà êîìïëåêñíûõ êîðíÿ èç-çà òîãî, ÷òî ó ÷èñëà D ïîÿâèëñÿ ñîìíîæèòåëü

nn. Ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä îòíîñèòåëüíî T èìååò âèä

n2h32F
nT 3 + 2n2h32F

nT 2 + n2h32F
nT + h1n

2CFD(h1 + h2)nC/2 · (2h1 [Cn1−
−nFD/2]− nFD [h1 + h2]) = 0; T = h1/h2;

Ó íåãî îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü è äâà êîìïëåêñíûõ.

Äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü èìååò âèä
T = −2

3
+

2r1
r2 3
√
r3

+
3
√
r3

2r2r1
,

r1 ≡ Fnh32, r2 ≡ 3,
√
r60 ∈ J, r50 = 1, r60 ∈ N,

r3 ≡ r4 + r50
√
r60, r60 > 0, r50

√
r60 = r5

√
r6

Çäåñü r6 ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ

1)

∣∣∣∣ −r572r31

∣∣∣∣ ⩾ ∣∣∣∣ − 3
√
2r5

12r1 3
√
r6

∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣ −r572r31

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣ − 3
√
2r5

12r1 3
√
r6

∣∣∣∣ ;
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Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ ãëàâíàÿ öåëü�âûâåñòè, ÷òî îäíîâðåìåííî äîëæíû âû-

ïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

m ⩽ 8; w ⩽ 3; C ⩽ 8;

Äåëàåòñÿ ýòî ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ äâóõ ñåìåéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ xn +

+ yn = zn ÷åðåç Ïèôàãîðîâû òðîéêè, ïîðîæä¼ííûå ïåðåìåííûìè x è z; Äàëåå

ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå îöåíêè äëÿ m, w, C â óðàâíåíèå xn + yn = zn è ïî-

ëó÷àåì ôóíêöèè îäíîãî argn, êîòîðûå èññëåäóåì íà ìîíîòîííîñòü. Îêàæåòñÿ,

÷òî ýòè ôóíêöèè íå ðàâíû íóëþ ∀ n ⩾ 11;

Çíà÷èò îñòàëñÿ âòîðîé ñëó÷àé. Îí ïîçâîëèò îöåíèòü t ñâåðõó êàê

t < arctan 0.39355;

À äàëüøå, êàê è â ñëó÷àå n | z, îöåíèâàåì t ñíèçó êàê t ⩾ 0.001 è ñäâèãàåì ãðà-

íèöó t âïðàâî äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå ïðåâûñèò max çíà÷åíèå t < arctan 0.39355;

Ýòîò ñäâèã ãðàíèöû t îñóùåñòâëÿåòñÿ òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì, êàê è â ñëó÷àå

n | z;
Ïðîùå ãîâîðÿ, ãëàâíàÿ öåëü�ïîêàçàòü ìåòîäàìè àëãåáðû, ÷òî ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé âèäà
x =

Cn +
√

(Cn − 2C · FnD)2 − 4Fn

2
,

y =
Cn −

√
(Cn − 2C · FnD)2 − 4Fn

2
,

z = Cn − CFnD, F ≡ m · w


xn + yn = zn,

x = wn +m · wD · C,
y = mn +m · wD · C,
m, w, C, D ∈ N

íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ m, w, C, D ∈ N; Ò. ê. ñòàíäàðòíûìè
ìåòîäàìè ýòó ñèñòåìó ðåøèòü íåëüçÿ, íàäî èñêàòü îáõîäíûå ïóòè.

Òàêèì îáðàçîì, îáà ñëó÷àÿ ÂÒÔ ïîõîæè â òîì ñìûñëå, ÷òî â êîíå÷íîì ñ÷¼òå

íàäî îöåíèòü t ñâåðõó. Òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå ýòà îöåíêà îñóùåñòâëÿåòñÿ çà

ñ÷¼ò íåñîïðÿæ¼ííîãî êîðíÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à â äðóãîì ñëó÷àå�çà ñ÷¼ò

íåðàâåíñòâà âèäà

u = 2
√
r1 cos

φ

3
;

∣∣∣∣ −r572r31

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣ − 3
√
2r5

12r1 3
√
r6

∣∣∣∣ ;
À çàòåì â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàäî ñäâèãàòü ãðàíèöó t > 0.001 âïðàâî äî òåõ ïîð,

ïîêà îíà íå ïðåâûñèò îöåíêó t ñâåðõó. Ò. å. ÂÒÔ�çàäà÷à íà 90% àëãåáðàè÷å-

ñêàÿ.
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