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Àííîòàöèÿ

Ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ëîìàíîé, îáðàçîâàí-

íîé ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà Äèðèõëå íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé. Îïðåäåëÿþòñÿ êîíñòàíòû

ìîäåëè: 𝛼 � ñòàðøèé êîðåíü òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ, Δ𝜑 � ôàçîâûé ñäâèã, 𝐴 � àì-

ïëèòóäà ñïèðàëüíîãî îñòàòêà. Ñòðîèòñÿ èåðàðõèÿ S-ñòðóêòóð, çàäàâàåìàÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

tan(1/(2𝑎)) = 1/𝑎. Ïðèâîäÿòñÿ òàáëèöû êîðíåé, öåíòðîâ S-ñòðóêòóð è ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè.

Ðàáîòà ñîäåðæèò çàìå÷àíèå ê îïóáëèêîâàííîé ×àñòè V, êàñàþùååñÿ ñòàòóñà àíàëèòè÷åñêèõ

îöåíîê. Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû îòñóòñòâóþò; âñå óòâåðæäåíèÿ íîñÿò ÷èñëåííûé õàðàêòåð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðÿä Äèðèõëå, äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà, S-ñòðóêòóðû, êðèòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ, ÷èñ-

ëåííîå èññëåäîâàíèå.

Ñîãëàøåíèå îá îáîçíà÷åíèÿõ

Ìíèìàÿ åäèíèöà îáîçíà÷àåòñÿ 𝑖 (𝑖2 = −1). Áóêâû 𝑚, 𝑛, 𝑘 èñïîëüçóþòñÿ êàê öåëî÷èñëåííûå èí-

äåêñû. Áóêâà 𝑖 â èíäåêñàõ (íàïðèìåð, 𝑎𝑖, 𝑛𝑖, 𝑑𝑖) èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â òàáëèöàõ äëÿ íóìåðàöèè

ñòðîê, ãäå ìíèìàÿ åäèíèöà íå âñòðå÷àåòñÿ.

Áóêâîé 𝑎 îáîçíà÷àþòñÿ êîðíè óðàâíåíèÿ tan(1/(2𝑎)) = 1/𝑎; ÷ëåíû ðÿäà îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç

𝑘−𝑠, áåç áóêâû 𝑎.

Áóêâû 𝑀, 𝑁 îáîçíà÷àþò ãðàíèöû: 𝑁 = ⌊
√︁
𝑥/(2𝜋)⌋ � òî÷êà Çèãåëÿ, 𝑀 � ÷èñëî S-ñòðóêòóð,

óêëàäûâàþùèõñÿ äî íå¼.

Áóêâà 𝑉 îáîçíà÷àåò ñïèðàëüíûé îñòàòîê, 𝐴 � åãî àìïëèòóäó, Δ𝜑 � ôàçîâûé ñäâèã, 𝛼 � ñòàð-

øèé êîðåíü óðàâíåíèÿ.

1 Î ñòàòóñå àíàëèòè÷åñêèõ îöåíîê â ×àñòè V

Â ×àñòè V áûëî ïðåäëîæåíî äîêàçàòåëüñòâî âûäåëåííîñòè êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé 𝜎 = 1/2, îñíî-
âàííîå íà ðàçäåëåíèè ëîìàíîé íà òðè ÷àñòè. Êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì ÿâëÿëàñü Ëåììà 2à, äàâàâøàÿ

àíàëèòè÷åñêóþ îöåíêó ðîñòà 𝑆start.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà îöåíêà íå ïîäòâåðæäàåòñÿ:

• 𝑆start ðàñò¼ò êàê 𝑥1/8;

• 𝑆mid äëÿ 𝜎 = 1/2 êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ 𝑂 (1);

• äëÿ 𝜎 = 0.4 ðîñò 𝑆mid ñîñòàâëÿåò 𝑥0.1.

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêàÿ îöåíêà Ëåììû 2à íåâåðíà. Îäíàêî ëîãèêà çàìûêàíèÿ � ñðàâ-

íåíèå ïîðÿäêîâ 𝑆mid è 𝑉 � îò ýòîé îöåíêè íå çàâèñèò. Îíà èñïîëüçóåò òîëüêî êîíå÷íîñòü 𝑆mid è

óáûâàíèå 𝑉 , ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííî. Ïîýòîìó îøèáêà â îöåíêå íå ëîìàåò âûâîä ×àñòè V.
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2 Íàáëþäàåìûé ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò

Â õîäå ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ëîìàíîé Äèðèõëå

𝑆𝑛 (𝑥, 𝜎) =
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑘−𝜎𝑒−𝑖𝑥 ln 𝑘 , 0 < 𝜎 < 1, (2.1)

óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå.

2.1 Ðàçäåëåíèå ëîìàíîé íà äâå ÷àñòè

Ïðè 𝜎 = 1/2 ñóùåñòâóåò òî÷êà ïåðåõîäà

𝑛opt = ⌊𝛼𝑥⌋, 𝛼 = 0.4289779092341253, (2.2)

òàêàÿ, ÷òî ëîìàíàÿ 𝑆𝑛 ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ÷àñòè:

• íà÷àëüíàÿ ÷àñòü: 𝑘 = 2, . . . , 𝑛opt,

• õâîñòîâàÿ ÷àñòü: îò 𝑆𝑛opt äî öåíòðà 𝐶 (𝑥) = 𝜁 (1/2 + 𝑖𝑥).

Ïðè 𝜎 ≠ 1/2 òî÷êà ïåðåõîäà ñìåùàåòñÿ, íî ñòðóêòóðà ñîõðàíÿåòñÿ:

𝑛opt(𝜎, 𝑥) = ⌊𝛼(𝜎, 𝑥) 𝑥⌋, (2.3)

ãäå 𝛼(𝜎, 𝑥) çàâèñèò îò 𝜎 è 𝑥.

2.2 Ïîâåäåíèå ïðè èçìåíåíèè 𝜎

Ïðè èçìåíåíèè 𝜎 (ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝑥):

• óãëû (ôàçû) âñåõ çâåíüåâ ëîìàíîé íå ìåíÿþòñÿ � îíè îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî 𝑥 è íå çàâèñÿò

îò 𝜎;

• ìåíÿþòñÿ òîëüêî äëèíû çâåíüåâ: |𝑎𝑘 | = 𝑘−𝜎.

À èìåííî:

• ïðè 𝜎 > 1/2 äëèíû çâåíüåâ óìåíüøàþòñÿ áûñòðåå;

• ïðè 𝜎 < 1/2 äëèíû çâåíüåâ óìåíüøàþòñÿ ìåäëåííåå.

Ôàçîâàÿ ñòðóêòóðà îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé. Ýòî èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ¾ñëó÷àéíîãî¿ çàìûêà-

íèÿ çà ñ÷¼ò èçìåíåíèÿ ôàç ïðè 𝜎 ≠ 1/2.

2.3 Óñëîâèå ïîëíîé ñèììåòðèè

Äëÿ êàæäîãî ïðîâåðåííîãî 𝑥 âûïîëíåíî:

• äëèíû íà÷àëüíîé è õâîñòîâîé ÷àñòåé ñîâïàäàþò òîëüêî ïðè 𝜎 = 1/2;

• óãëû (ôàçû) ýòèõ ÷àñòåé ñîïðÿæåíû (ðàçíîñòü ôàç ïîñòîÿííà) ïðè âñåõ 𝜎, ïîñêîëüêó ôàçû

îò 𝜎 íå çàâèñÿò.

Åäèíñòâåííûì ïðåïÿòñòâèåì äëÿ çàìûêàíèÿ ïðè 𝜎 ≠ 1/2 ÿâëÿåòñÿ íàðóøåíèå áàëàíñà äëèí.

2.4 Ñëåäñòâèå äëÿ çàìûêàíèÿ

Çàìûêàíèå ëîìàíîé (𝐶 (𝑥) = 0) òðåáóåò îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ äâóõ óñëîâèé:

1. ðàâåíñòâà äëèí íà÷àëüíîé è õâîñòîâîé ÷àñòåé;

2. ñîïðÿæ¼ííîñòè ôàç (ðàçíîñòü ôàç 𝜋 èëè 0 mod 2𝜋).

Ôàçû îò 𝜎 íå çàâèñÿò, ïîýòîìó âòîðîå óñëîâèå ëèáî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ 𝜎, ëèáî íå âûïîë-

íÿåòñÿ íè äëÿ îäíîãî. Ðàâåíñòâî äëèí âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè 𝜎 = 1/2, ïîñêîëüêó òîëüêî òàì

ìàñøòàáèðîâàíèå 𝑘−𝜎 ñîãëàñîâàíî ñ òî÷êîé ïåðåõîäà 𝑛opt = 𝛼𝑥.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàìûêàíèå âîçìîæíî òîëüêî ïðè 𝜎 = 1/2.
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2.5 Ñòàòóñ îñòàòêà

Õâîñòîâàÿ ÷àñòü ëîìàíîé îïèñûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì

𝑉 (𝑥) = 𝐶 (𝑥) − 𝑆𝑛opt (𝑥), (2.4)

äëÿ êîòîðîãî óñòàíîâëåíî:

𝑉 =
𝐴
√
𝑥

exp
[
𝑖

(
−𝑥 ln 𝑛opt −

𝜋

4
+ Δ𝜑 − 2𝜋𝛿𝑛

)]
, (2.5)

ãäå

Δ𝜑 = −𝜋

4
− 1

2𝛼
, 𝐴 = 0.8306771689472314. (2.6)

Ýòî âûðàæåíèå îïèñûâàåò îñòàòîê ãëàâíîé ñïèðàëè è åãî ñâÿçü ñ îñòàëüíîé ÷àñòüþ ëîìàíîé.

Îíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ìîäåëè.

2.6 Ñòàòóñ óòâåðæäåíèÿ

Óñòàíîâëåííûé ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò:

• ïîëó÷åí ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ÷àñòè÷íûõ ñóìì;

• ïðîâåðåí äëÿ âñåõ äîñòóïíûõ íóëåé èç áàçû Îäëûæêî;

• âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè íåçàâèñèìûõ ðàñ÷¼òàõ;

• íå ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé èëè àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê.

Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî íå ïðåäñòàâëåíî.

Èòîã.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝑥 ôàçû ëîìàíîé íå çàâèñÿò îò 𝜎. Ìåíÿþòñÿ òîëüêî äëèíû çâåíüåâ. Ðàâåíñòâî äëèí íà÷àëüíîé è õâîñòîâîé ÷àñòåé äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè 𝜎 = 1/2.
(2.7)

Ýòî èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü çàìûêàíèÿ ïðè 𝜎 ≠ 1/2, ïîñêîëüêó ôàçîâàÿ ñòðóêòóðà íå ìîæåò
ñêîìïåíñèðîâàòü íàðóøåíèå áàëàíñà äëèí.

3 Êîíñòàíòà 𝛼

Îáíàðóæåíà èåðàðõèÿ ëîêàëüíûõ ñïèðàëåé. Èõ öåíòðû ñîîòâåòñòâóþò èíäåêñàì:

𝑛𝑖 = ⌊𝑎𝑖 · 𝑥⌋, (3.1)

ãäå 𝑎𝑖 � êîðíè óðàâíåíèÿ:

tan
(

1
2𝑎

)
=

1
𝑎
. (3.2)

Ñòàðøèé êîðåíü:

𝑎0 = 0.4289779092341253. (3.3)

Ãëàâíàÿ òî÷êà ïåðåõîäà:

𝑛opt = ⌊𝛼 · 𝑥⌋, 𝛼 = 𝑎0. (3.4)

4 Êîíñòàíòà Δ𝜑

Îñòàòîê:

𝑅𝑛 (𝑥) =
∞∑︁

𝑘=𝑛+1
𝑘−1/2𝑒−𝑖𝑥 ln 𝑘 . (4.1)

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

𝑅𝑛 (𝑥) =
∫ ∞

𝑛+1/2
𝑡−1/2𝑒−𝑖𝑥 ln 𝑡 𝑑𝑡 +𝑂 (𝑛−1/2). (4.2)
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Çàìåíà 𝑡 = 𝑛𝑒𝑢:

𝑅𝑛 = 𝑛1/2𝑒−𝑖𝑥 ln 𝑛
∫ ∞

𝑢0

𝑒−𝑢/2𝑒−𝑖𝑥𝑢
𝑑𝑢√︁

1 + 𝑢/𝑛
, 𝑢0 = ln((𝑛 + 1/2)/𝑛) ≈ 1

2𝑛
. (4.3)

Ïðè 𝑥 → ∞, 𝑛 = 𝛼𝑥:

𝑅𝑛 ∼
√
𝛼

√
𝑥
𝑒−𝑖𝑥 ln 𝑛𝑒−𝑖 𝜋/2𝑒−𝑖/(2𝛼) . (4.4)

Ýìïèðè÷åñêàÿ ôîðìà:

𝑉 =
𝐴
√
𝑥
𝑒−2𝜋𝑖 𝛿𝑛−𝑖 𝜋/4+𝑖Δ𝜑 . (4.5)

Ñ ó÷¼òîì −𝑥 ln 𝑛 = −2𝜋𝛿𝑛 − 2𝜋𝑚:

−𝜋

2
− 1

2𝛼
= −𝜋

4
+ Δ𝜑 (mod 2𝜋). (4.6)

Îòñþäà:

Δ𝜑 = −𝜋

4
− 1

2𝛼
. (4.7)

5 Êîíñòàíòà 𝐴

𝐴 = lim
𝑥→∞

√
𝑥 |𝑉 (𝑥) | = 0.8306771689472314. (5.1)

Àíàëèòè÷åñêèé âûâîä îòñóòñòâóåò.

6 ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ

Êîíñòàíòà Çíà÷åíèå

𝛼 0.4289779092341253
Δ𝜑 −1.9509592216047073 ðàä = −111.7817329174◦

𝐴 0.8306771689472314

7 Ïðîâåðêà ìåòîäà

𝐶 (𝑥) = 1 +
𝑛opt∑︁
𝑘=2

𝑘−1/2𝑒−𝑖𝑥 ln 𝑘 +𝑉 (𝑥), 𝑛opt = ⌊𝛼𝑥⌋ . (7.1)

𝑥 ∥𝐶∥ (ìåòîä) ∥𝜁 ∥ (mpmath) Îøèáêà

104 0.3413947 0.3413947 < 10−6

106 2.8061339 2.8061339 < 10−9

108 3.6454079 3.6454079 < 10−7

109 3.2313000 3.23129997 < 10−8

8 Çàêëþ÷åíèå

1. 𝛼 � ñòàðøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ (6.1).

2. Δ𝜑 = −𝜋/4 − 1/(2𝛼).

3. 𝐴 � ÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà.

4. Óñòàíîâëåí ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò: ïîëíàÿ ñèììåòðèÿ íà÷àëüíîé è õâîñòîâîé ÷àñòåé ëîìàíîé

ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ïðè 𝜎 = 1/2.

5. Îøèáêà ìåòîäà < 10−7.
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9 S-ñòðóêòóðû

9.1 Îïðåäåëåíèÿ

S-ñòðóêòóðà � ó÷àñòîê ëîìàíîé ìåæäó ñîñåäíèìè êîðíÿìè 𝑎𝑚. Öåíòð S-ñòðóêòóðû � òî÷êà 𝑆𝑛𝑚 ,

ãäå 𝑛𝑚 = ⌊𝑎𝑚𝑥⌋.

9.2 Êîðíè óðàâíåíèÿ

𝑚 𝑎𝑚 𝑚 𝑎𝑚

0 0.4289779092341253 8 0.0187369343280000

1 0.1085965192734109 9 0.0167622959760000

2 0.0641862998692960 10 0.0151645845230000

3 0.0456666084500000 11 0.0138448654720000

4 0.0354560637560000 12 0.0127365260990000

5 0.0289862852810000 13 0.0117925338100000

6 0.0245147865260000 14 0.0109788489020000

7 0.0212397777340000 15 0.0102702268680000

9.3 Öåíòðû S-ñòðóêòóð

𝑚 𝑛𝑚 Re 𝑆𝑛𝑚 Im 𝑆𝑛𝑚
0 428944 0.07545573 2.80456460

1 108596 1.07335647 2.75174959

2 64186 1.25850689 2.06687502

3 45662 0.73188535 1.83155891

4 35457 0.31078895 1.55496594

5 28986 0.75635726 1.52889823

6 24515 0.47938506 1.83203938

7 21240 0.57627936 2.20279125

8 18737 0.30442677 2.42243287

9 16763 0.50975405 2.68663898

10 15165 0.59006141 2.37547722

11 13845 0.79874884 2.16818064

12 12737 0.94943954 2.42086570

13 11793 0.76978400 2.62772853

14 10979 1.03769076 2.64577258

15 10270 0.79542411 2.54099431

9.4 Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè

𝑑𝑖 = |𝑆𝑛𝑖+1 − 𝑆𝑛𝑖 |. (9.1)
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𝑖 𝑑𝑖 1/
√
𝑖 Îòíîøåíèå

1 0.99929741 1.00000000 0.999297

2 0.70946025 0.70710678 1.003328

3 0.57680492 0.57735027 0.999055

4 0.50381132 0.50000000 1.007623

5 0.44633020 0.44721360 0.998025

6 0.41061924 0.40824829 1.005808

7 0.38320419 0.37796447 1.013863

8 0.34949431 0.35355339 0.988519

9 0.33461046 0.33333333 1.003831

10 0.32135792 0.31622777 1.016223

11 0.29414675 0.30151134 0.975574

12 0.29420643 0.28867513 1.019161

13 0.27398603 0.27735010 0.987871

14 0.26851372 0.26726124 1.004686

15 0.26395381 0.25819889 1.022289

Îòêëîíåíèå < 2.3%.

9.5 Çàêëþ÷åíèå

1. S-ñòðóêòóðû îáðàçóþò èåðàðõèþ, çàäàâàåìóþ êîðíÿìè 𝑎𝑚.

2. Öåíòðû: 𝑛𝑚 = ⌊𝑎𝑚𝑥⌋.

3. Ðàññòîÿíèÿ: 𝑑𝑖 ≈ 1/
√
𝑖 (÷èñëåííî).

10 Îáùåå çàêëþ÷åíèå

1. 𝛼 � ñòàðøèé êîðåíü (6.1).

2. Δ𝜑 = −𝜋/4 − 1/(2𝛼).

3. 𝐴 = 0.8306771689472314.

4. Óñòàíîâëåí ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò: ïîëíàÿ ñèììåòðèÿ íà÷àëüíîé è õâîñòîâîé ÷àñòåé ëîìàíîé

ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ïðè 𝜎 = 1/2.

5. S-ñòðóêòóðû çàäàþòñÿ êîðíÿìè 𝑎𝑚.

6. Îøèáêà ìåòîäà < 10−7.

Áëàãîäàðíîñòè

Áèáëèîòåêà mpmath, áàçà íóëåé Îäëûæêî.
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