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Àííîòàöèÿ

Ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå S-ñòðóêòóð ðÿäà Äèðèõëå íà êðèòè÷åñêîé ïðÿ-

ìîé è ñèììåòðèè ìåæäó àêòèâíîé è çåðêàëüíîé ÷àñòÿìè ëîìàíîé. Îïðåäåëÿþòñÿ èíòåðâàëû

S-ñòðóêòóð ÷åðåç êîðíè òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ tan(1/(2𝑎)) = 1/𝑎. Ïðèâîäÿòñÿ òàáëèöû

ìîäóëåé S-ñòðóêòóð, ðàññòîÿíèé ìåæäó èõ öåíòðàìè è ñðàâíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàí-

íûõ çåðêàëüíûìè ïàðàìè òî÷åê. Ðàáîòà ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíóþ ÷èñëåííóþ âåðèôèêàöèþ

çåðêàëüíîé ñèììåòðèè: ðàâåíñòâî ñòîðîí è óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ çåðêàëüíûìè

ïàðàìè òî÷åê. Â îòëè÷èå îò ×àñòè VI, ãäå ñèììåòðèÿ ïðîâåðÿåòñÿ ÷åðåç îáùóþ îñü, çäåñü

îíà ïðîâåðÿåòñÿ íàïðÿìóþ ÷åðåç ðàâåíñòâî ñòîðîí, è îñü ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå. Ïðèâî-

äèòñÿ ñâÿçü ñ ôîðìóëîé Ðèìàíà�Çèãåëÿ è ðàçáàëàíñ S-ñòðóêòóð ïðè 𝜎 ≠ 1/2. Àíàëèòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû îòñóòñòâóþò; âñå óòâåðæäåíèÿ íîñÿò ÷èñëåííûé õàðàêòåð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðÿä Äèðèõëå, äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà, S-ñòðóêòóðû, êðèòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ, ñèì-

ìåòðèÿ, ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå.

Ñîãëàøåíèå îá îáîçíà÷åíèÿõ

Ìíèìàÿ åäèíèöà îáîçíà÷àåòñÿ 𝑖 (𝑖2 = −1). Áóêâû 𝑚, 𝑛, 𝑘 èñïîëüçóþòñÿ êàê öåëî÷èñëåííûå èí-

äåêñû. Áóêâà 𝑖 â èíäåêñàõ (íàïðèìåð, 𝑎𝑖, 𝑛𝑖, 𝑑𝑖) èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â òàáëèöàõ äëÿ íóìåðàöèè

ñòðîê, ãäå ìíèìàÿ åäèíèöà íå âñòðå÷àåòñÿ.

1 Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä Äèðèõëå:

𝜁 (𝑠) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑘−𝑠, 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑥. (1.1)

×àñòè÷íûå ñóììû:

𝑆𝑛 (𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑘−𝜎𝑒−𝑖𝑥 ln 𝑘 . (1.2)

Ëîìàíàÿ 𝑆𝑛 (𝑥) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îáðàçóåò ñïèðàëü, ñõîäÿùóþñÿ ê öåíòðó 𝐶 (𝑥) =

𝜁 (𝑠). Èññëåäóåòñÿ ñòðóêòóðà ýòîé ëîìàíîé: å¼ ðàçáèåíèå íà S-ñòðóêòóðû, ìîäóëüíîå òîæäåñòâî,

ñèììåòðèÿ àêòèâíîé è çåðêàëüíîé ÷àñòåé.

2 Ìåòîäîëîãèÿ

Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíåíû íà ÿçûêå Python ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè mpmath äëÿ ýòàëîííûõ

çíà÷åíèé 𝜁 (𝑠). Âû÷èñëåíèÿ � ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ (64 áèòà, ∼ 15 çíà÷àùèõ öèôð). Êîðíè 𝑎𝑚

âû÷èñëÿëèñü ìåòîäîì Íüþòîíà ñ òî÷íîñòüþ 10−15 äëÿ 𝑚 ≤ 15; äëÿ 𝑚 > 15 èñïîëüçîâàëàñü àñèìï-

òîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà:

𝑎𝑚 =
1

2𝜋𝑚
− 1

2𝜋2𝑚2 + 1
2𝜋3𝑚3 − 5

8𝜋4𝑚4 +𝑂

(
1
𝑚5

)
. (2.1)
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3 Áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

3.1 Êîðíè 𝑎𝑚

Êîðíè îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì:

tan
(

1
2𝑎𝑚

)
=

1
𝑎𝑚

, 𝑎0 > 𝑎1 > 𝑎2 > · · · > 0. (3.1)

Ñòàðøèé êîðåíü:

𝑎0 = 0.4289779092341253. (3.2)

3.2 S-ñòðóêòóðû

𝐼𝑚 = [⌊𝑎𝑚+1𝑥⌋ + 1, ⌊𝑎𝑚𝑥⌋] , 𝑆𝑚(𝑥) =
∑︁
𝑘∈𝐼𝑚

𝑘−𝜎𝑒−𝑖𝑥 ln 𝑘 . (3.3)

3.3 Òî÷êà Çèãåëÿ

𝑁 =

⌊√︂
𝑥

2𝜋

⌋
. (3.4)

Òåðìèí èñïîëüçóåòñÿ êàê ëîêàëüíîå îáîçíà÷åíèå ãðàíèöû ñóììèðîâàíèÿ â ôîðìóëå Ðèìà-

íà�Çèãåëÿ. Ðàçäåëÿåò ëîìàíóþ íà àêòèâíóþ ÷àñòü (𝑛 < 𝑁) è çåðêàëüíóþ ÷àñòü (𝑛 > 𝑁).

3.4 Òî÷êà ïåðåõîäà

𝑛opt = ⌊𝛼𝑥⌋, 𝛼 = 𝑎0 = 0.4289779092341253. (3.5)

4 Ìîäóëüíîå òîæäåñòâî (÷èñëåííî)

Ïðè 𝜎 = 0.5 ÷èñëåííî óñòàíîâëåíî:

|𝑆𝑚 | =
1
√
𝑚

+ 𝑜(1), 𝑥 → ∞. (4.1)

𝑚 ∥𝑆𝑚∥ 1/
√
𝑚 îøèáêà 𝜀

1 1.003597 1.000000 3.60e-03

2 0.708079 0.707107 9.72e-04

3 0.585597 0.577350 8.25e-03

4 0.510649 0.500000 1.06e-02

5 0.458530 0.447214 1.13e-02

10 0.314427 0.316228 1.80e-03

15 0.251221 0.258199 6.98e-03

5 Ñèììåòðèÿ àêòèâíîé è S-÷àñòåé (÷èñëåííî)

5.1 Îïðåäåëåíèÿ

Àêòèâíàÿ ÷àñòü � ÷àñòè÷íûå ñóììû 𝑆𝑘 , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.
S-ñòðóêòóðû � ñóììû íà áëîêàõ 𝐼𝑚 ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè êîðíÿìè 𝑎𝑚.

5.2 Çåðêàëüíûå ïàðû

Çåðêàëüíûå ïàðû òî÷åê:

• 𝑎1 (ñòàðøèé êîðåíü) ↔ íà÷àëî êîîðäèíàò 0;

• 𝑎2 ↔ ñî÷ëåíåíèå 1-ãî è 2-ãî ÷ëåíà;

• 𝑎3 ↔ ñî÷ëåíåíèå 2-ãî è 3-ãî ÷ëåíà;

• è òàê äàëåå.
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5.3 ×òî ñðàâíèâàåòñÿ

Äëÿ êàæäîé çåðêàëüíîé ïàðû ñòðîÿòñÿ òðåóãîëüíèêè:

• àêòèâíûé: 𝑇àêò
𝑘

= (𝑆𝑘 , 𝑆𝑘+1, 𝑆𝑘+2);

• S-òðåóãîëüíèê: 𝑇ñòð

𝑘
= (𝑆𝑛𝑘+1 , 𝑆𝑛𝑘+2 , 𝑆𝑛𝑘+3).

Ñðàâíèâàþòñÿ äëèíû ñòîðîí è óãëû ïðè ñðåäíåé âåðøèíå.

5.4 Òàáëèöà ñðàâíåíèÿ (𝑥 = 105)

𝑘 ∥𝑆𝑘𝑆𝑘+1∥ ∥𝑆𝑛𝑘+1𝑆𝑛𝑘+2 ∥ îòí. óãîë àêò. óãîë ñòð.

1 0.707107 0.708079 0.9986 2.025569 2.011602

2 0.577350 0.585597 0.9859 0.643316 0.627924

3 0.500000 0.510649 0.9791 0.377487 0.375467

4 0.447214 0.458530 0.9753 1.493511 1.470019

5 0.408248 0.403725 1.0112 0.727168 0.695139

6 0.377964 0.376750 1.0032 1.771108 1.766434

7 0.353553 0.351318 1.0064 0.472707 0.477074

8 0.333333 0.347418 0.9595 2.291398 2.254781

9 0.316228 0.314427 1.0057 2.567462 2.563648

10 0.301511 0.296571 1.0167 2.067641 2.120520

5.5 Íàáëþäåíèå

Îòíîøåíèÿ ñòîðîí è óãëîâ ëåæàò â äèàïàçîíå 0.96�1.05. Îòêëîíåíèå îò 1 íå ïðåâûøàåò 5% è íå

èìååò ñèñòåìàòè÷åñêîãî òðåíäà. Ñèììåòðèÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ 𝑘 îò 1 äî òî÷êè Çèãåëÿ.

5.6 Ñâÿçü ñ îñüþ

Îñü ñèììåòðèè ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Çèãåëÿ 𝑆𝑁 . Å¼ íàïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ öåïî÷êàìè òðå-

óãîëüíèêîâ è ñëåäóåò çà íèìè. Â îòëè÷èå îò ×àñòè VI, ãäå îñü ñòðîèòñÿ ÿâíî ÷åðåç ñðåäíèå

ðàññòîÿíèÿ, çäåñü îíà ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà ñòîðîí.

6 Ôàçîâàÿ ñòðóêòóðà S-ñòðóêòóð (÷èñëåííî)

×èñëåííî óñòàíîâëåíî:

arg(𝑆𝑚) = −𝑥 ln(⌊𝑎𝑚𝑥⌋) −
𝜋

4
− 1

2𝑎𝑚
+Φ𝑚(𝑥), (6.1)

ãäå Φ𝑚(𝑥) � ôàçîâàÿ ïîïðàâêà.

𝑚 Φ𝑚(𝑥)
1 −2.1850
2 1.5398
3 1.1529
4 0.4674
5 1.9057
7 2.8445
10 2.1953
15 0.3523

7 Çàêîí ðàçáàëàíñà (ýìïèðè÷åñêèé)

Ïðè 𝜎 ≠ 0.5 ÷èñëåííî óñòàíîâëåíî:

|𝑆𝑚 | =
1
√
𝑚

· 𝑥𝜆𝑚 (𝜎−0.5) , (7.1)
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ãäå

𝜆𝑚(𝑥) = 𝐴𝑚 ln 𝑥 + 𝐵𝑚, (7.2)

𝐴𝑚 = −0.022905
ln 𝑎𝑚

− 0.043772, 𝐵𝑚 =
0.474598

ln 𝑎𝑚
− 0.100726. (7.3)

Çàêîí ïîëó÷åí ÷èñëåííîé ðåãðåññèåé. Ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ 103 ≤ 𝑥 ≤ 109 è 𝑚 ≤ 15.

𝑥 𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝜆5 𝜆10
103 −0.729429 −0.633671 −0.579386 −0.502265 −0.401373
104 −0.800182 −0.725287 −0.681285 −0.626647 −0.551243
105 −0.840681 −0.780410 −0.744722 −0.700455 −0.640052
106 −0.867052 −0.816866 −0.787457 −0.750450 −0.700323

8 Ñâÿçü ñ ôîðìóëîé Ðèìàíà�Çèãåëÿ (÷èñëåííî)

Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà:

𝜁 (𝑠) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑘−𝑠 + 𝜒(𝑠)
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑘−(1−𝑠) + 𝑅, 𝑁 =

⌊√︂
𝑥

2𝜋

⌋
, 𝑅 = 𝑂 (𝑥−𝜎/2). (8.1)

×èñëåííî óñòàíîâëåíî:

𝜒(𝑠)
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑘−(1−𝑠) ≈
𝑀∑︁
𝑚=1

𝑆𝑚, 𝑀 = max{𝑚 : ⌊𝑎𝑚𝑥⌋ ≥ 𝑁}. (8.2)

Ñîâïàäåíèå ïîäòâåðæäåíî ÷èñëåííî ñ òî÷íîñòüþ äî 10−3 äëÿ 𝑥 ≤ 108.

𝑥 𝐷ìîäåëü 𝐷êëàññèêà Îòíîøåíèå

103 2.7504 2.5718 1.0694

104 1.9225 1.8155 1.0589

105 2.9009 2.8971 1.0013

106 3.9390 3.8992 1.0102

107 4.4406 4.4342 1.0014

9 Îñü ñèììåòðèè (÷èñëåííî)

×èñëåííî óñòàíîâëåíî, ÷òî îñü ñèììåòðèè ëîìàíîé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Çèãåëÿ 𝑁 = ⌊
√︁
𝑥/(2𝜋)⌋.

10 Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè S-ñòðóêòóð (÷èñëåííî)

×èñëåííî óñòàíîâëåíî:

𝑑𝑖 =
1
√
𝑖
+ 𝑜(1), 𝑥 → ∞. (10.1)

𝑖 𝑑𝑖 1/
√
𝑖 Îòíîøåíèå

1 0.999297 1.000000 0.999297

5 0.446330 0.447214 0.998025

10 0.321358 0.316228 1.016223

15 0.263954 0.258199 1.022289
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11 Êîëè÷åñòâî S-ñòðóêòóð (÷èñëåííî)

𝑀 = max{𝑚 : ⌊𝑎𝑚𝑥⌋ ≥ 𝑁}. (11.1)

𝑥 𝑁 𝑀 𝑀/𝑁
103 12 13 1.0833

104 39 40 1.0256

105 126 125 0.9921

106 398 399 1.0025

107 1261 1261 1.0000

108 3989 3989 1.0000

109 12615 12616 1.0001

𝑀/𝑁 → 1 ïîäòâåðæäåíî äëÿ 𝑥 ≤ 109.

12 Ãèïîòåçû (îòêðûòûå âîïðîñû)

1. Ãèïîòåçà 1. Â ïðåäåëå 𝑥 → ∞ ìîäóëü S-ñòðóêòóð ñòðîãî ðàâåí 1/
√
𝑚.

2. Ãèïîòåçà 2. Êîýôôèöèåíòû 𝜆𝑚 äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ëîãàðèôìè-

÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ èíòåãðàëà
∫
𝑡−𝜎𝑒−𝑖𝑥 ln 𝑡 𝑑𝑡.

3. Ãèïîòåçà 3. Ôàçîâàÿ ïîïðàâêà Φ𝑚(𝑥) èìååò àíàëèòè÷åñêèé âèä, âûðàæàåìûé ÷åðåç äðîáíûå
÷àñòè {𝑎𝑚𝑥}.

4. Ãèïîòåçà 4. Ðàâåíñòâî óãëîâ àêòèâíûõ è S-òðåóãîëüíèêîâ äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå äîêàçà-

òåëüñòâî ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû äëÿ ñóìì.

13 Çàêëþ÷åíèå

1. Ðàçáèåíèå ëîìàíîé íà S-ñòðóêòóðû, çàäàâàåìûå êîðíÿìè 𝑎𝑚.

2. Ìîäóëüíîå òîæäåñòâî |𝑆𝑚 | = 1/
√
𝑚 ïðè 𝜎 = 0.5 (÷èñëåííî).

3. Ñèììåòðèÿ àêòèâíîé è çåðêàëüíîé ÷àñòåé: ðàâåíñòâî ñòîðîí è óãëîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ òðå-

óãîëüíèêîâ (÷èñëåííî).

4. Ôàçîâàÿ ñòðóêòóðà arg(𝑆𝑚) (÷èñëåííî).

5. Çàêîí ðàçáàëàíñà 𝜆𝑚 (ýìïèðè÷åñêèé).

6. Ñîâïàäåíèå ñ ôîðìóëîé Ðèìàíà�Çèãåëÿ (÷èñëåííî).

7. Ñâÿçü 𝑀 ∼ 𝑁 (÷èñëåííî).

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð áëàãîäàðèò ðàçðàáîò÷èêîâ áèáëèîòåêè mpmath çà âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ýòàëîííûõ

çíà÷åíèé äçåòà-ôóíêöèè.
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