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Àííîòàöèÿ Çàäà÷à îïòèìèçàöèè íàïðàâëåííîñòè ôàçèðîâàííûõ àíòåííûõ ðåøåòîê
êîðîòêîâîëíîâîãî äèàïàçîíà ñôîðìóëèðîâàíà êàê íåâûïóêëàÿ çàäà÷à êâàäðàòè÷íî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîé ýâîëþöèè àäàïòèðîâàí ê ñïåöèôèêå
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì ïðåäëî-
æåííûé àëãîðèòì ñðàâíèâàåòñÿ ñ ìåòîäîì ãðàäèåíòíîãî ïîäúåìà è ïàêåòîì BARON,
îñíîâàííîì íà ãðàäèåíòíîì ïîäúåìå è ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö. Ïðîâåäåí àíàëèç íàëè-
÷èÿ ëèíåéíûõ ñèììåòðèé ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
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Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòêà è àíàëèç ýôôåêòèâíûõ ñèñòåì ðàäèîñâÿçè èìååò áîëüøîå
çíà÷åíèå äëÿ íàðîäíîãî õîçÿéñòâà. Îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ çàäà-
÷à îïòèìèçàöèè íàïðàâëåííîñòè ôàçèðîâàííûõ àíòåííûõ ðåøåòîê (ÔÀÐ), ïðåäñòàâëÿþùèõ
ñîáîé àíòåííûå ñèñòåìû, ðàñïðåäåëåíèå ôàç è àìïëèòóä íà ýëåìåíòàõ êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷àòü íàïðàâëåííîå èçëó÷åíèå. Áóäó÷è ñîáðàííûìè â àíòåííóþ ñèñòåìó è ðàçâåäåííûìè â
ïðîñòðàíñòâå, èçëó÷àòåëè ôîðìèðóþò äèàãðàììó íàïðàâëåííîñòè, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ðàñïî-
ëîæåíèÿ è êîíñòðóêöèè èçëó÷àòåëåé, à òàêæå âûáîðà ôàç è àìïëèòóä ñèãíàëîâ, ïîäàâàåìûõ
íà âõîä èçëó÷àòåëåé.

Â äèàïàçîíå ñâåðõâûñîêèõ ÷àñòîò (ÑÂ×) çàäà÷è îïòèìèçàöèè ôàç è àìïëèòóä èçëó÷à-
òåëåëåé, êàê ïðàâèëî, ðåøàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðûõ óïðîùàþùàþùèõ ïðåäïîëî-
æåíèé [8,26,25]. Îäíàêî, â äèàïàçîíå âûñîêèõ ÷àñòîò (Â×) çàäà÷à îïòèìèçàöèè íàïðàâëåí-
íîñòè ÔÀÐ îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíîé, è ïîòîìó ìåíåå èçó÷åíà [24,28]. Ïðè îãðàíè÷åíèè
ñóììàðíîé ìîùíîñòè, ïîäàâàåìîé íà àíòåííóþ ñèñòåìó, çàäà÷à âûáîðà ôàç è àìïëèòóä íà
èçëó÷àòåëÿõ ìîæåò áûòü ðåøåíà àíàëèòè÷åñêè [27]. Îäíàêî, ïðè îãðàíè÷åíèè íà ìîùíîñòü
ïî êàæäîìó âõîäó àíòåííîé ñèñòåìû òðåáóåòñÿ ðåøåíèå íåâûïóêëûõ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ [6]. Âîîáùå ãîâîðÿ, çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ
NP-òðóäíûìè [13]. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ìåòîäû âåòâåé è ãðàíèö [20],
îòñå÷åíèé [7], DC-ïðîãðàììèðîâàíèÿ [21], ïîëóîïðåäåëåííîé ðåëàêñàöèè [6], ýâîëþöèîííûõ
âû÷èñëåíèé [1,17], ëîêàëüíîãî ïîèñêà [19] è äð.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ çàäà÷è îïòèìèçàöèè íàïðàâëåííîãî èç-
ëó÷åíèÿ ÔÀÐ Â× äèàïàçîíà è ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì
ãðàäèåíòíîãî ïîäúåìà è ýâîëþöèîííûõ âû÷èñëåíèé. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû áûëè êðàòêî
ïðåäñòàâëåíû â [5].

1 Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè íàïðàâëåííîñòè ÔÀÐ ôîðìóëèðóåòñÿ
èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé â âèäå âûïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà ïðè íåâûïóêëûõ



êâàäðàòè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ [27]: 

u+Au → max,

0 ≤ u+B(1)u ≤,

...

0 ≤ u+B(N)u ≤ 1.

u ∈ CN

(1)

Çäåñü n � êîëè÷åñòâî èçëó÷àòåëåé â ñèñòåìå. Ìàòðèöà A îïèñûâàåò âëèÿíèå êàæäîãî ýëå-
ìåíòà ñèñòåìû íà åå èçëó÷åíèå âäîëü çàäàííîãî íàïðàâëåíèÿ. Îãðàíè÷åíèÿ, îïèñûâàåìûå
ìàòðèöàìè Bk, k = 1, N íàêëàäûâàþòñÿ íà ìîùíîñòü, êîòîðóþ ãåíåðàòîð ñèãíàëà ñïîñîáåí
ïîäàòü íà êàæäûé èçëó÷àòåëü. Âåêòîð u ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð-ñòîëáåö êîìïëåêñíûõ íà-
ïðÿæåíèé. Èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè îïòèìèçàöèÿ ôàç è àìïëèòóä ýòèõ âåëè÷èí è ÿâëÿåòñÿ
öåëüþ äàííîé ðàáîòû.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ àíàëèçà è ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è áûë ïðåäëîæåí ïåðåõîä îò
ïîñòàíîâêè â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ ê ïîñòàíîâêå â âåùåñòâåííûõ [22]:

xTGx → max,

0 ≤ xTH(1)x ≤ 1,

...

0 ≤ xTH(N)x ≤ 1,

x ∈ R2n.

(2)

Çäåñü ìàòðèöà G ïî ñìûñëó è ñâîéñòâàì ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå A, à ìàòðèöû Hk, k = 1, N
� ìàòðèöàì Hk, k = 1, N .

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî [22], ÷òî çàäà÷à (1) èìååò òðèâèàëüíóþ ñèììåòðèþ u → ejϕu, ãäå
j � ìíèìàÿ åäèíèöà, ϕ � ôàçîâûé ñäâèã, îäíîâðåìåííî ïðèìåíÿåìûé íà âñå êîìïîíåíòû
âåêòîðà u. Ïðè èññëåäîâàíèè ñòðóêòóðû ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ â óêàçàííîé ðàáîòå áûëî
îòìå÷åíî, ÷òî, âîçìîæíî, çàäà÷à (1) èìååò è äðóãèå ñèììåòðèè. Â òåêóùåé ðàáîòå ñòàâèòñÿ
çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âñåõ ãðóïï íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèé çàäà÷è (1).

Òàêæå, â ðàáîòå [22] äëÿ îòûñêàíèÿ ëîêàëüíîãî îïòèìóìà èñïîëüçîâàëñÿ ìíîãîêðàòíûé
çàïóñê ãðàäèåíòíîãî ïîäúåìà. Çäåñü äëÿ ýòèõ öåëåé ïðåäëàãàåòñÿ ãèáðèäíûé àëãîðèòì, ñî-
÷åòàþùèé ýëåìåíòû ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà è äèôôåðåíöèàëüíîé ýâîëþöèè.

Ïðè ýòîì, çàäà÷à (2) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ìåòîäîì âíåøíåé òî÷êè
â âèäå (3).

xTGx− r ·
n∑

k=1

(
min

(
0, xTH(k)x

)
+min

(
0, 1− xTH(k)x

))α
→ max, (3)

ãäå r è α - øòðàôíûå ïàðàìåòðû.

2 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ýâîëþöèÿ

2.1 Áàçîâûé âàðèàíò àëãîðèòìà

Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû (ÝÀ) � îäèí èç íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ ñëîæíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ýòèõ ñòðàòåãèé áûëè ðàçðàáîòàíû è
ïðèìåíåíû âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, òàêèõ êàê íàóêà, ýêîíîìèêà è èíæåíåðèÿ. Ñðåäè íèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíàÿ ýâîëþöèÿ (ÄÝ) [18] � îäíà èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñòðàòåãèé íåïðåðûâíîé
îïòèìèçàöèè. Áîëåå òîãî, ÄÝ áûëà ïðèçíàíà ñòðàòåãèåé-ïîáåäèòåëåì íåñêîëüêèõ êîíêóðñîâ
ïî îïòèìèçàöèè [2]. Ïîäîáíî äðóãèì ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìàì, ÄÝ âäîõíîâëåí åñòåñòâåí-
íûì ïðîöåññîì ýâîëþöèè è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðèìåíåíèå ìóòàöèé, ðåêîìáèíàöèé è ñåëåêöèè.



Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ìåòîäà ÄÝ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ó÷èòûâàåò ðàçëè÷èÿ ñðåäè âåê-
òîðîâ, ïðèñóòñòâóþùèõ â ïîïóëÿöèè, äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïîèñêà. Â ýòîì ñìûñëå îí
ïîõîæ íà îïòèìèçàòîðû Nelder-Mead [14] è Controlled Random Search (CRS) [16].

ÄÝ � ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì íà îñíîâå ïîïóëÿöèè, ïîýòîìó îí èòåðàòèâíî âûâîäèò
íåñêîëüêî íàáîðîâ ðåøåíèé-êàíäèäàòîâ. Â ÄÝ òàêèå ðåøåíèÿ-êàíäèäàòû îáû÷íî íàçûâàþòñÿ
âåêòîðàìè. Â áàçîâîì âàðèàíòå ÄÝ äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà ïîïóëÿöèè (èõ íàçûâàþò öåëåâûìè
âåêòîðàìè) ñîçäàåòñÿ íîâûé ìóòàíòíûé âåêòîð. Çàòåì ìóòàíòíûé âåêòîð êîìáèíèðóþò ñ
öåëåâûì âåêòîðîì äëÿ ñîçäàíèÿ ïðîáíîãî âåêòîðà. Íàêîíåö, ïðèìåíÿåòñÿ ôàçà ñåëåêöèè äëÿ
âûáîðà âûæèâøèõ. Òàêèì îáðàçîì, íåñêîëüêî ïîêîëåíèé ïîïóëÿöèè ýâîëþöèîíèðóþò, ïîêà
íå áóäåò äîñòèãíóò êðèòåðèé îñòàíîâêè. Â ïîêîëåíèè G i-é âåêòîð ïîïóëÿöèè îáîçíà÷àåòñÿ
êàê Xi,G = [x1,i,G, x2,i,G, ..., xD,i,G]. Íèæå ïðèâåäåíû áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î êàæäîé ôàçå
ÄÝ.

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò [15], ÷òî â öåëîì ýâîëþöèÿ ïîïóëÿöèè ñîîòâåòñòâóåò äèíàìèêå
ñëó÷àéíîãî îáëàêà òî÷åê, äâèæóùåãîñÿ êàê öåëîå âäîëü ðåëüåôà îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè,
ïîâòîðÿÿ åãî õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè. Â ñëó÷àå ïîïàäàíèÿ â îâðàã ¾îáëàêî¿ ïðèíèìàåò
ôîðìó ýòîãî îâðàãà è ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê ñòàíîâèòñÿ òàêèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå ðàçíîñòè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ îêàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì âäîëü äëèííîé ñòîðîíû
îâðàãà. Ýòî îáåñïå÷èâàåò áûñòðîå äâèæåíèå âäîëü óçêèõ âûòÿíóòûõ îâðàãîâ, òîãäà êàê äëÿ
ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ â àíàëîãè÷íûõ óñëîâèÿõ õàðàêòåðíà êîëåáàòåëüíàÿ äèíàìèêà ¾îò ñòåí-
êè ê ñòåíêå¿. Ïðèâåäåííûå ýâðèñòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ èëëþñòðèðóþò íàèáîëåå âàæíóþ è
ïðèâëåêàòåëüíóþ îñîáåííîñòü àëãîðèòìà ÄÝ � ñïîñîáíîñòü äèíàìè÷åñêè ìîäåëèðîâàòü îñî-
áåííîñòè ðåëüåôà îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè. Èìåííî ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ çàìå÷àòåëüíàÿ ñïî-
ñîáíîñòü àëãîðèòìà áûñòðî ïðîõîäèòü ñëîæíûå îâðàãè, îáåñïå÷èâàÿ ýôôåêòèâíîñòü äàæå â
ñëó÷àå ñëîæíîãî ðåëüåôà.

Èíèöèàëèçàöèÿ. ÄÝ îáû÷íî íà÷èíàåò ïðîöåññ îïòèìèçàöèè ñî ñëó÷àéíî èíèöèèðîâàííîé
ïîïóëÿöèè, ñîñòîÿùåé èç D âåêòîðîâ. Ïîñêîëüêó èíôîðìàöèÿ î ïåðñïåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ
ðåãèîíîâ îáû÷íî îòñóòñòâóåò, ïðèìåíÿþòñÿ îäíîðîäíûå ãåíåðàòîðû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë: j-ÿ
êîìïîíåíòà i-ãî âåêòîðà èíèöèàëèçèðóåòñÿ êàê xj,i,0 = aj+randi,j [0, 1](bj−aj), ãäå randi,j [0, 1]
� ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî, ëåæàùåå ìåæäó 0 è 1.

Ìóòàöèÿ. Äëÿ êàæäîãî öåëåâîãî âåêòîðà ñîçäàåòñÿ ìóòàíòíûé âåêòîð. Â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ èçâåñòíî íåñêîëüêî ñïîñîáîâ âûïîëíåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà. Â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå ÄÝ
ïðèìåíÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ rand/1. Â ýòîì ñëó÷àå ìóòàíòíûé âåêòîð Vi,G ñîçäàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Vi,G = Xr1,G + F × (Xr2,G −Xr3,G), r1 ̸= r2 ̸= r3 (4)

Èíäåêñû r1, r2, r3 ∈ [1, D] � ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà, ñëó÷àéíî âûáðàííûå èç äèàïàçîíà [1,
D]. Êðîìå òîãî, âñå îíè îòëè÷àþòñÿ îò èíäåêñà i. Âàæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî ðàçíèöà ìåæäó âåê-
òîðàìè ìàñøòàáèðóåòñÿ ÷èñëîì F, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñèëîé ìóòàöèè è îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
â èíòåðâàëå [0.4, 1].

Ðåêîìáèíàöèÿ. Äëÿ îáúåäèíåíèÿ èíôîðìàöèè î ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿõ-êàíäèäàòàõ è ñ öåëüþ
óâåëè÷åíèÿ ðàçíîîáðàçèÿ ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà. Â ÷àñòíîñòè, êàæäûé öåëå-
âîé âåêòîð Xi,G ñìåøèâàåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì åìó ìóòàíòíûì âåêòîðîì Vi,G äëÿ ñîçäàíèÿ
ïðîáíîãî âåêòîðà Ui,G = [u1,i,G, u2,i,G, ..., uD,i,G]. Íàèáîëåå òèïè÷íûì êðîññîâåðîì ÿâëÿåòñÿ
áèíîìèàëüíûé, êîòîðûé ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Uj,i,G =

{
vj,i,G, åñëè randi,j [0, 1] ≤ CR èëè j = jrand

xj,i,G, èíà÷å
, (5)

ãäå randi,j [0, 1] � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî, jrand � ñëó÷àéíî âûáðàííûé
èíäåêñ, êîòîðûé ãàðàíòèðóåò, ÷òî Ui,G íàñëåäóåò õîòÿ áû îäíó êîìïîíåíòó îò Vi,G, CR ∈ [0, 1]
� èíòåíñèâíîñòü êðîññîâåðà.



Ñåëåêöèÿ. Íàêîíåö, âûïîëíÿåòñÿ æàäíûé îòáîð äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñòàâøèõñÿ â æèâûõ ñëå-
äóþùåãî ïîêîëåíèÿ. Êàæäûé ïðîáíûé âåêòîð ñðàâíèâàåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì åìó öåëåâûì
âåêòîðîì, è âûæèâàåò ëó÷øèé èç íèõ:

Xi,G+1 =

{
Ui,G, åñëèF̃ (Ui,G) ≤ F̃ (Xi,G)

Xi,G, èíà÷å.
(6)

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ÷ëåí ïîïóëÿöèè ëèáî ñòàíîâèòñÿ ëó÷øå ïî öåëåâîé ôóíêöèè,
ëèáî îñòàåòñÿ ñ òåì æå çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè â ñëåäóþùåì ïîêîëåíèè.

2.2 Ãèáðèäíûé âàðèàíò àëãîðèòìà

Áóäó÷è ïðèìåíåííîé ê ðàçëè÷íûì ïðèìåðàì èç [22], îïèñàííûé âûøå áàçîâûé âàðèàíò
àëãîðèòìà äèôôåðåíöèàëüíîé ýâîëþöèè çà÷àñòóþ íå ìîã îáíàðóæèòü äàæå äîïóñòèìûõ ðå-
øåíèé çà âñå îòâåäåííîå åìó âðåìÿ. ×òîáû èçáåæàòü ýòîé òåíäåíöèè, â äàííîé ðàáîòå ïðåä-
ëîæåí ãèáðèäíûé âàðèàíò ÄÝ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà, ìàñøòàáèðîâàíèåì
ðåøåíèé â äîïóñòèìóþ îáëàñòü è àäàïòàöèåé øòðàôà, ó÷èòûâàþùèé ñïåöèôèêó ðåøàåìîé
çàäà÷è.

Ãèáðèäíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùåé îáùåé ñõåìîé:

i := íîìåð òåêóùåé èòåðàöèè
i0 := íîìåð èòåðàöèè, íà êîòîðîé áûëî ïîëó÷åíî óëó÷øåíèå ðåêîðäà
D := ðàçìåð ïîïóëÿöèè
Grad := ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì
X := ëó÷øàÿ îñîáü ïîïóëÿöèè
åñëè i > D È i > 2 ∗ i0 òî {

Xnext := Grad(X)
åñëè Xnext = X òî çàâåðøèòü âûïîëíåíèå, X ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
èíà÷å {

X = Xnext

i0 = i
}

}

Óñëîâèå i > 2 ∗ i0 îïðåäåëÿåò, ïðîèñõîäèëî ëè óëó÷øåíèå ïîïóëÿöèè çà îïðåäåëåííîå êî-
ëè÷åñòâî èòåðàöèé. Óñëîâèå i > D ãàðàíòèðóåò, ÷òî íà íà÷àëüíûõ èòåðàöèÿõ ÄÝ íå áóäåò
ïðèíÿòî ðåøåíèå î çàïóñêå ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà [3].

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå, ïîçâîëÿþùåå ïðèâåñòè ê äîïó-
ñòèìîé îáëàñòè ðåøåíèå x, êîòîðîå íàðóøàåò òîëüêî îãðàíè÷èâàþùèå íåðàâåíñòâà çàäà÷è (3)

âèäà xTH(k)x ≤ 1:

x′ := α(x)−1/2x, (7)

ãäå α(x) := maxk=1,n x
TH(k)x. Ïîñêîëüêó êàê öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, òàê è îãðàíè÷åíèÿ ïðåäñòàâ-

ëåíû êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè, ïðèìåíåíèå òàêîé îïåðàöèè ïðèâåäåò ê ïðîïîðöèîíàëüíîìó
óìåíüøåíèþ â α(x) ðàç çíà÷åíèé êàæäîé èç êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè â
íåêîòîðîé òî÷êå x çíà÷åíèÿ êàæäîé èç êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, çàäàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ, áîëü-
øå 0, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ èç íèõ áîëüøå 1, òî ïî ôîðìóëå (??) ìîæíî îïðåäåëèòü
ìíîæèòåëü, óìíîæåíèå êîòîðîãî íà âåêòîð x âåäåò ê òîìó, ÷òî íàèáîëüøåå èç çíà÷åíèé êâàä-
ðàòè÷íûõ ôîðì, çàäàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ, áóäåò ðàâíî 1. Äàííàÿ ïðîöåäóðà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
âûáîðà íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå äëÿ ìàñøòàáèðîâàíèÿ êàæäîãî íîâîãî ðåøåíèÿ ïåðåä
îöåíêîé åãî êà÷åñòâà â àëãîðèòìå ÄÝ. Ïðè ýòîì åñëè ðåøåíèå äî ìàñøòàáèðîâàíèÿ èìåëî
áîëüøèå íàðóøåíèÿ îãðàíè÷åíèé, òî ïîñëå ìàñøòàáèðîâàíèÿ åãî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ñóùå-
ñòâåííî èçìåíÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî â ñòîðîíó ñíèæåíèÿ êà÷åñòâà. Íà ýòîì ïðèíöèïå îñíîâàíî
àäàïòèâíîå ïðàâèëî ïîäáîðà øòðàôíîãî êîýôôèöèåíòà, îïèñûâàåìîå äàëåå.

Êðîìå òîãî, äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ðåøåíèé â ãèáðèäíîì âàðèàíòå ïðåäëàãàåòñÿ äèíà-
ìè÷åñêîå óâåëè÷åíèå øòðàôíîãî êîýôôèöèåíòà:



i := íîìåð òåêóùåé èòåðàöèè
i0 := íîìåð èòåðàöèè, íà êîòîðîé áûëî ïîëó÷åíî óëó÷øåíèå ðåêîðäà
i1 := íîìåð èòåðàöèè, íà êîòîðîé ïðîèçîøëî ïðåäûäóùåå óâåëè÷åíèå øòðàôà
D := ðàçìåð ïîïóëÿöèè
r := øòðàôíîé êîýôôèöèåíò
åñëè i > D È i > 1.5 ∗ i0 È i > 2 ∗ i1 òî {

r := 2r
i1 := i

}

Çäåñü óñëîâèå i > D ãàðàíòèðóåò, ÷òî íà íà÷àëüíûõ èòåðàöèÿõ íå áóäåò ïðèíÿòî ðåøå-
íèå îá óâåëè÷åíèè øòðàôà, à óñëîâèå i > 1.5 ∗ i0 - ÷òî ëó÷øåå çíà÷åíèå ïîïóëÿöèè íå áûëî
óëó÷øåíî çà îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé. Óñëîâèå i > 2 ∗ i1 ¾çàìåäëÿåò¿ ñëåäóþùåå
ñðàáàòûâàíèå êðèòåðèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòñóòñòâèè ñóùåñòâåííûõ óëó÷øåíèé êà÷åñòâà
ðåøåíèé ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå øòðàôíîãî êîýôôèöèåíòà. Ñ ó÷åòîì ìàñøòàáèðîâàíèÿ îñî-
áåé â äîïóñòèìóþ îáëàñòü, ýòî ïðèâîäèò ê âûæèâàíèþ îñîáåé ñ ìåíüøèì íàðóøåíèåì îãðà-
íè÷åíèé è ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü êà÷åñòâî ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé.

2.3 Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò áûë ïîñòàâëåí äëÿ çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ â [22,23]. Â äàí-
íîé ñòàòüå ØÂÈÊ, ØÂÄÊ, ÑÂÄÊ îáîçíà÷àþò ðåøåòêè êîëüöåâîé ñòðóêòóðû. Äàëåå ñëåäóåò
óêàçàíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ (8 èëè 16). ×åðåç òèðå � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà èçëó÷àòåëÿ äî
öåíòðà ðåøåòêè (15, 20, 25, 30, 37). Äëÿ ØÂÄ ïðèâîäèòñÿ ïëîòíîñòü ïðîòèâîâåñîâ (íàïðè-
ìåð, 3:3). Ïîñêîëüêó ñîâðåìåííûå ÝÂÌ íà àïïàðàòíîì óðîâíå ïîääåðæèâàþò âû÷èñëåíèå
â ïàðàëëåëüíîì ðåæèìå, ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü àëãîðèòì ÄÝ áûë àäàïòèðîâàí ïîä ýòó
îñîáåííîñòü: çà îäèí çàïóñê àëãîðèòìà ïðîèçâîäèòñÿ 4 ïàðàëëåëüíûõ âûïîëíåíèÿ, à íà âû-
õîä ïîäàåòñÿ ëó÷øåå ðåøåíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííûõ ÝÂÌ
äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå êà÷åñòâåííûõ ðåøåíèé. Â òàáëèöå 1 ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìî-
ùüþ ÄÝ, ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè êîììåð÷åñêîãî ðåøàòåëÿ BARON è â ïàêåòå GAMS.
Ðåøàòåëü BARON, òàêæå êàê ÄÝ, èìåþò îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè ñ÷åòà 1000ñ (ýòà äëèòåëü-
íîñòü âûáðàíà èç ïðàêòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ò.ê. îíà ñîïîñòàâèìà ñ âðåìåíåì ïîñòðîåíèÿ
èñõîäíûõ äàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû NEC, è ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì ïî âðåìåíè,
âûáðàííûì â [22]). Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ çàïóñêîâ ÄÝ çà îòâåäåííîå âðåìÿ, çà ðåøåíèå ïðè-
íèìàåòñÿ ëó÷øåå èç íàéäåííûõ çà 1000ñ. Äëÿ îöåíêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè íà
âûõîäå ÄÝ ïðîèçâîäèëàñü ñåðèÿ èç 10 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ïî 1000ñ â êàæäîì. Ðåçóëüòà-
òû ýêñïåðèìåíòà ïðè âûáîðå òèïè÷íûõ çíà÷åíèé íàñòðàåâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ÄÝ (ïîïóëÿöèÿ
èç 100 îñîáåé, F = 0.6, CR = 0.6) ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1. Çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè
â òàáëèöå îêðóãëåíû äî öåëûõ. Ïîëóæèðíûì øðèôòîì âûäåëåíû ñëó÷àè, êîãäà óêàçàííîå
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íå ìåíåå, ÷åì íà 1% âûøå, ÷åì ó äðóãîãî àëãîðèòìà. Âû÷èñëåíèÿ
ïðîèçâîäèäèñü íà ÝÂÌ ñ ïðîöåññîðîì Intel i7 (òàêòîâàÿ ÷àñòîòà: 2.8ÃÃö), ÎÇÓ: 16Ãá.

Aíàëîãè÷íûå èñïûòàíèÿ ïðîèçâîäèëèñü è ñ ïîìîùüþ ðåøàòåëÿ ANTIGONE â ïàêåòå
GAMS, îäíàêî, áûëî âûÿâëåíî, ÷òî â ðåæèìå ïî óìîë÷àíèþ äàííûé ðåøàòåëü íà âñåõ çà-
äà÷àõ âûäàë íóëåâîå ðåøåíèå, êðîìå ÑÂÄ 2õ2, ãäå ðåøåíèå ïî öåëåâîé ôóíêöèè ñîâïàäàëî
ñ ðåçóëüòàòîì BARON. Òàêæå, â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî îáíàðóæåíî,
÷òî äèíàìè÷åñêàÿ àäàïòàöèÿ øòðàôíîãî êîýôôèöèåíòà ïîçâîëÿåò ÄÝ äîñòè÷ü áîëåå êà÷å-
ñòâåííûõ ðåøåíèé, ÷òî îñîáåííî çàìåòíî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåçóëüòàòû ÄÝ è BARON
áëèçêè ïî êà÷åñòâó.

Ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ âîçìîæíîñòè óñêîðåíèÿ ðàáîòû ðåøàòåëåé çà ñ÷åò ó÷åòà ñïåöèôèêè çà-
äà÷è áûëè ïðîâåäåíû äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðîâ
ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèíåéíûõ ñèììåòðèé ýòèõ çàäà÷ [4]. Ðàíåå áûëî îòìå÷åíî (ñì. [22]), ÷òî ðåøå-
íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ôàç âî âñåõ èçëó÷àòåëÿõ
íà ðàâíóþ âåëè÷èíó. Ó÷åò äàííîé ñèììåòðèè (äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàåìîé ¾ôàçîâîé ñèììåò-
ðèåé¿) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ôèêñàöèåé â íîëü îäíîé èç ïåðåìåííûõ çàäà÷è, íàïðèìåð,
x1 = 0. Â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ ê óñëîâèÿì çàäà÷è ÷èñëî ïåðåìåííûõ



Òàáëèöà 1: Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ÄÝ è BARON

Òèï
ÄÝ BARON

F̃ F̃ t, c

ØÂÈ 2õ2 139 139 0.12
ØÂÈ 3õ3 580 580 0.34
ØÂÄ 2õ2 463 463 0.27
ØÂÄ 3õ3 924 925 0.34
ÑÂÄ 2õ2 361 361 0.16
ÑÂÄ 3õ3 1163 1261 0.38
ÑÂÄ 5õ5 7132 6716 1000
ÑÂÄ' 2õ2 198 253 0.25
ÑÂÄ' 3õ3 834 1153 1.4
ÑÂÄ' 5õ5 2755 33 217.94

ØÂÈÊ 8-15(3:3) 218 218 0.23
ØÂÈÊ 16-15(3:7) 732 734 1.37
ØÂÈÊ 8-15(2:3) 1664 - 14.62
ØÂÄÊ 8-20 1454 1454 2.78
ØÂÄÊ 8-30 2421 2421 1.47
ÑÂÄÊ 8-25 732 734 0.23
ÑÂÄÊ 8-37 1486 1486 0.23

ñîêðàùàåòñÿ íà åäèíèöó è ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî ñîêðàòèò âðåìÿ âû÷èñëåíèé äëÿ
èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ. Íàìè ïîñòàâëåíû âîïðîñû î òîì, äåéñòâèòåëüíî ëè ïðîèñõîäèò ñîêðà-
ùåíèå âðåìåíè âû÷èñëåíèé è î ñóùåñòâîâàíèè äðóãèõ ñåìåéñòâ ñèììåòðèé, êîòîðûå ìîãëè
áû åùå áîëåå ñîêðàòèòü ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà ðåøàåìîé çàäà÷è.

Äëÿ îòâåòà íà ïåðâûé âîïðîñ íà âñåõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ áûë íàéäåí êîýôôèöèåíò óñêî-
ðåíèÿ ðåøàòåëÿ BARON, ïîëó÷àåìûé îò ôèêñàöèè x1 = 0. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñóíêå 1 (çäåñü îòñóòñòâóåò çàäà÷à ÑÂÄ' 5õ5, ãäå àëãîðèòì ñ ôèêñàöèåé çàòðàòèë ñóùå-
ñòâåííî áîëüøåå âðåìÿ, íî ïðè ýòîì íàøåë ðåøåíèå ñ áîëüøèì íà 10% çíà÷åíèåì öåëåâîé
ôóíêöèè, à òàêæå çàäà÷à ØÂÈÊ 8-15(2:3), â êîòîðîé ðåøåíèÿ íå áûëè íàéäåíû â îáîèõ
ñëó÷àÿõ). Â áîëüøèíñòâå ïðèìåðîâ ôèêñàöèÿ ïåðåìåííîé ïðèâåëà ê óñêîðåíèþ ðàáîòû àë-
ãîðèòìà, ñðåäíåå óñêîðåíèå ïî ïðåäñòàâëåííûì çäåñü çàäà÷àì ñîñòàâèëî 0.95, ÷òî ãîâîðèò î
öåëåñîîáðàçíîñòè ôèêñàöèè â íîëü îäíîé èç ïåðåìåííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåøàòåëÿ. Àíà-
ëîãè÷íûé ýêñïåðèìåíò ñ àëãîðèòìîì ÄÝ è ðåøàòåëåì ANTIGONE íå ïîêàçàë ñóùåñòâåííîãî
óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ðåøåíèé èëè èõ óñêîðåíèÿ â ðåçóëüòàòå ôèêñàöèè x1.

Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ áûë ïðîâåäåí ïîèñê íåïðåðûâîé ãðóïïû ëèíåéíûõ ñèì-
ìåòðèé â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðàõ, êàê îïèñàíî íèæå â ïðèëîæåíèè. Â ðåçóëüòàòå áûëî
óñòàíîâëåíî, ÷òî äðóãèõ íåïðåðûâíûõ ñåìåéñòâ ëèíåéíûõ ñèììåòðèé â ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðèìåðàõ íå ñóùåñòâóåò. Âîïðîñ î ïîèñêå äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Èç ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

� Ðàçðàáîòàííûé â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ãèáðèäíûé âàðèàíò ÄÝ ïîêàçûâàåò êîíêóðåí-
òîñïîñîáíûå ðåçóëüòàòû ïî ñðàâíåíèþ ñ êîììåð÷åñêèì ðåøàòåëåì BARON â ðåæèìå åãî
íàñòðîåê ïî óìîë÷àíèþ, ïðè ýòîì ïðåèìóùåñòâî ÄÝ íàáëþäàåòñÿ íà çàäà÷àõ ñ íàèáîëü-
øåé ðàçìåðíîñòüþ (25 è 16 ïåðåìåííûõ).

� Ðåøàòåëü ANTIGONE â ðåæèìå åãî íàñòðîåê ïî óìîë÷àíèþ â áîëüøèíñòâå òåñòîâûõ
ïðèìåðîâ âîçâðàùàåò íóëåâîå ðåøåíèå.

� Ó÷åò ôàçîâûõ ñèììåòðèé çàäà÷è (1), êàê ïðàâèëî, ïîçâîëÿåò óñêîðèòü ðàáîòó ðåøàòåëÿ
BARON.

� Äðóãèõ íåïðåðûâíûõ ñåìåéñòâ ëèíåéíûõ ñèììåòðèé â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ íå ñó-
ùåñòâóåò.



Ðèñ. 1: Îòíîøåíèå äëèòåëüíîñòè âû÷èñëåíèé ñ ôèêñàöèåé ïåðâîé êîîðäèíàòû ê èñõîäíîé
äëèòåëüíîñòè âû÷èñëåíèé

3 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû áûë ðàçðàáîòàí ãèáðèäíûé âàðèàíò àëãîðèòìà äèôôåðåíöèàëü-
íîé ýâîëþöèè ñ èñïîëüüçîâàíèåì ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà è àäàïòàöèåé øòðàôà. Ïîêàçàíî,
÷òî ðàçðàáîòàííûé âàðèàíò ÄÝ äåìîíñòðèðóåò êîíêóðåíòîñïîñîáíûå ðåçóëüòàòû.

Â öåëÿõ óñêîðåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ äëÿ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ áûëà ïðèìåíåíà ìåòîäè-
êà àíàëèçà íàëè÷èÿ ãðóïïû íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèé, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé áûëî îáíàðóæåíî
íàëè÷èå òîëüêî ôàçîâîé ñèììåòðèè. Áûëî ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà è
êîììåð÷åñêèõ ðåøàòåëåé ñ ó÷åòîì îáíàðóæåííîé ñèììåòðèè è áåç íåå. Âûÿâëåíî, ÷òî ó÷åò
ñèììåòðèè ìîæåò ïðèâåñòè ê óñêîðåíèþ ðàáîòû ðåøàòåëÿ BARON.

Ïðèëîæåíèå

Ëèíåéíûå ñèììåòðèè çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ðåøåíèå è àíàëèç çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü óïðîùåíû ïðè
íàëè÷èè ñèììåòðèé ýòèõ çàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåêîòîðûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì. Â
÷àñòíîñòè, çíàíèå òàêèõ ñèììåòðèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíî-
ñòè çàäà÷è, îãðàíè÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïîèñêà èëè ïîëó÷åíèÿ íîâîãî ëîêàëüíîãî îïòèìóìà
èç èìåþùåãîñÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé íåïðåðûâíîé îáëàñòè ðåøåíèé. Â
òî âðåìÿ êàê ïðåäûäóùèå èññëåäîâàíèÿ ñèììåòðèè â ìàòåìàòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè
îáû÷íî èìåëè äåëî ñ ïåðåñòàíîâêàìè êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé [9,10,12], çäåñü ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ á�îëüøàÿ ãðóïïà îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ìû èçó÷àåì ÷àñòíûé
ñëó÷àé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè â RN :
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è îãðàíè÷åíèÿ çàäàþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè G, è H1, . . . ,Hn, â âè-
äå (2). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñå ìàòðèöû G, è H1, . . . ,Hn, ñèììåòðè÷íû è H =

∑N
i=1Hi

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îãðàíè÷åíèÿ çàäàíû
íåðàâåíñòâàìè ≤.

Ïîä ñèììåòðèåé çàäà÷è (2) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèé

x → y = Px , (8)

îïðåäåëåííîå íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé P, òàêîé ÷òî çàäà÷à (2), âûðàæåííàÿ â òåðìèíàõ
ïðåîáðàçîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (ò.å, ÷åðåç âåêòîð-ñòîëáåö y), ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé çàäà÷åé.
Òàêèì îáðàçîì, â òåðìèíàõ âåêòîðà y çàäà÷à (2) ôîðìóëèðóåòñÿ â òîé æå ôîðìå.

yTG y → max ,

yTH1y ≤ 1 ,
. . .
yTHNy ≤ 1 ,

(9)



ñ òîé æå ñàìîé ìàòðèöåé G è òåì æå íàáîðîì ìàòðèö {Hk, k = 1, N}.
Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà H =

∑n
k=1Hk, k = 1, N ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíà êàê êîíãðóýíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû:

H = STDS , (10)

ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü òîëüêî �0�, �1�, èëè �-1� íà åå ãëàâíîé
äèàãîíàëè. Ìàòðèöà S Ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êîíñòðóêòèâíî, íàïðèìåð, êîíå÷íûì ìåòîäîì
Ëàãðàíæà ([11], Ã. 5).

Ìàòðèöà S îïèñûâàåò ïåðåõîä â ãðóïïó îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, â êîòîðîé ïðî-
èçâîäèòñÿ ïîèñê ïîäãðóïï íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèé. Ëþáîé åå ýëåìåíò òàêîé ãðóïïû ìîæåò
áûòü âûðàæåí ñ ïîìîùüþ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûõ ãåíåðàòîðàìè:

X =
∑
k

akGk , (11)

ãäå ak ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, Gk ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè. Ïðîñòðàíñòâî êîñî-
ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö èìååò ðàçìåðíîñòü N(N−1)/2, à êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ ak áóäåò
ðàâíî êîëè÷åñòâó ãåíåðàòîðîâ. Â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðîâ ìîæíî âûáðàòü ìàòðèöû, ó êîòîðûõ
íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ âñå ýëåìåíòû ðàâíû 0, êðîìå îäíîãî ýëåìåíòà, ðàâíîãî 1. Òîãäà êîñî-
ñèììåòðèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îñòàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ýòèõ ãåíåðàòîðîâ. Èòàê,
ëþáîé ýëåìåíò Q èç SO(N) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Q = e
∑

k akGk . (12)

Ñàì ïîèñê îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (12):
H̃n

(∑
k

akGk

)
=

(∑
k

akGk

)
H̃n ,

G̃

(∑
k

akGk

)
=

(∑
k

akGk

)
G̃ .

(13)

Óðàâíåíèÿ (12) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïðå-
äåëÿþùèõ ïàðàìåòðû ak. Ýòà ñèñòåìà îäíîðîäíà, ïîýòîìó îíà èìååò êîíòèíóóì íåíóëåâûõ
ðåøåíèé èëè îäíî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Òðèâèàëüíîå íóëåâîå ðåøåíèå âñåãäà ïðèñóòñòâóåò
è ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íîé ìàòðèöå Q. Íåêîòîðûå èç ïàðàìåòðîâ ak îñòàþòñÿ �ñâîáîäíûìè�
(ýòî áóäóò ïàðàìåòðû èñêîìîé ïîäãðóïïû), à îñòàëüíûå èç ak ìîãóò áûòü ëèíåéíî âûðàæåíû
÷åðåç �ñâîáîäíûå�. Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (12) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êîíñòðóêòèâ-
íî ìåòîäîì Ãàóññà.

Óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Q ïðåâðàùàåòñÿ â

Q = e
∑

k akĜk , (14)

ãäå ñóììà èäåò ïî ¾ñâîáîäíûì¿ ïàðàìåòðàì ak, à íîâûå ãåíåðàòîðû, îáîçíà÷àåìûå ÷åðåç Ĝk,
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ïðåæíèõ ãåíåðàòîðîâ Gk. Ìíîæåñòâî âñåõ Q-ìàòðèö,
óäîâëåòâîðÿþùèõ (13), ïàðàìåòðèçóåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ ak.

Ïîèñê ãðóïïû íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèé â çàäà÷å îïòèìèçàöèè íàïðàâëåííîñòè
ôàçèðîâàííûõ àíòåííûõ ðåøåòîê

Âû÷èñëåíèÿ ñîñòîÿëè èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:

1. Îáðàáîòêà. Íà ýòîì ýòàïå âîçìîæíàÿ íåòî÷íîñòü äàííûõ íèâåëèðóåòñÿ óñðåäíåíèåì ñèì-
ìåòðè÷íûõ êîìïîíåíò ìàòðèö (ìàòðèöû G è H äîëæíû áûòü ñèììåòðè÷íû).



2. Ïðåîáðàçîâàíèå HΣ =
∑

iHi ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå èñïîëüçóÿ ìåòîä Ëàãðàíæà äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ìàòðèö S è S−1.

3. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ãàóññà ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (12) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãåíåðà-
òîðîâ Ĝn.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âõîäíûå äàííûå ìîãóò ñîäåðæàòü íåêîòîðûå ïîãðåøíîñòè, êîòî-
ðûå ïðèâîäÿò ê íåñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèö G è H, ÷òî ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîâëèÿòü íà ïî-
èñê íåïðåðûâíûõ ãðóïï ñèììåòðèé. Òàêèì îáðàçîì, íà ýòàïå 1, ìû èñïîëüçóåì èçâåñòíûå
ñâîéñòâà çàäà÷è ÷òîáû íèâåëèðîâàòü âëèÿíèå ïîãðåøíîñòè. Òàêæå, â ìåòîäå Ãàóññà íà øàãå
3, ëþáûå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþòñÿ çà 0 åñëè èõ àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ìåíüøå îïðåäåëåííîãî
ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ∆, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì àëãîðèòìà. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîå èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ èç óðàâíåíèé, âûïîëíÿåìîå ìåòîäîì Ëàãðàíæà ñ
ïðåäñòàâëåíèåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé, íå ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü èäåàëü-
íóþ òî÷íîñòü. Â ðåçóëüòàòå íåêîòîðûå ëèíåéíî çàâèñèìûå ñòðîêè ìàòðèöû íå ìîãóò áûòü
èñêëþ÷åíû, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê íåâåðíîìó ðåçóëüòàòó. Áîëüøîå çíà÷åíèå ïîðîãà ∆ ìî-
æåò ïðèâåñòè ê âûðîæäåííîñòè çàäà÷è, òîãäà êàê ñëèøêîì ìàëîå çíà÷åíèå ∆ íå ïîçâîëèò
âûÿâèòü ëèíåéíûå çàâèñèìîñòè.

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ∆ èçìåíÿëîñü îò 10−4 äî 10−12. Â äàííîì äèàïàçîíå äëÿ êàæäîãî ðàñ-
ñìîòðåííîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è, íå áûëî ïîëó÷åíî ðàçëè÷èé â ïîëó÷åííûõ ðåøåíèÿõ.

Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ íåïðåðûâíûõ ãðóïï ñèììåòðèé ïðèìåíÿåòñÿ ê ïðèìå-
ðàì, îïèñàííûì â [22]. Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ áûëî âûÿâëåíî òîëüêî íàëè÷èå ñèììåò-
ðèè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ i → ejϕi âñåõ êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàò (ïî ïðîèçâîëüíîìó
óãëó ϕ). Çà j çäåñü îáîçíà÷åíà ìíèìàÿ åäèíèöà. Äàííàÿ ñèììåòðèÿ íàõîäèò ïðèìåíåíèå äëÿ
óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè îáëàñòè ïîèñêà íà åäèíèöó. Íàïðèìåð, ôèêñèðóÿ Im(yN ) = 0, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî äîáàâëåíèþ îãðàíè÷åíèÿ x2N = 0 ê çàäà÷å (2). Âîçìîæíî, ìíîæåñòâåííîñòü
ðåøåíèé îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé. Âûÿâëåíèå äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé
ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà áûëî âûÿâëåíî, ÷òî âñå ãåíåðàòîðû Ĝk ìîãóò áûòü âû-
ðàæåíû ÷åðåç îäèí íîâûé ãåíåðàòîð âèäà

Ĝ =



0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0


,

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ôàçîâîé ñèììåòðèè. Äëÿ äàííîãî ãåíåðàòîðà ïðè a = 1

eaĜ =



0.5403 0 0 0 −0.8415 0 0 0
0 0.5403 0 0 0 −0.8415 0 0
0 0 0.5403 0 0 0 −0.8415 0
0 0 0 0.5403 0 0 0 −0.8415

0.8415 0 0 0 0.5403 0 0 0
0 0.8415 0 0 0 0.5403 0 0
0 0 0.8415 0 0 0 0.5403 0
0 0 0 0.8415 0 0 0 0.5403


.
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