
Îá îäíîé îñîáåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé

áèíàðíûõ óðàâíåíèé

Ãàíöåâ Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷

October 12, 2022

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðèì ïîëèíîì ïîñòðîåííûé ïî íóëÿì ïîëèíîìàÆåãàëêèíà.

Ïîêàæåì ÷òî óæå ïî íóëÿì ýòîãî íîâîãî ïîëèíîìà ìîæíî âîññòàíîâèòü èñõîäíûé

ïîëèíîì. Ñõåìàòè÷íî ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

Ñèìâîëîì+ îáîçíà÷àåì îïåðàöèþ xor (èñêëþ÷àþùåå "ÈËÈ"). Òàáëèöà èñòèííîñòè:

a b a+ b

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Òàêæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áèíàðíóþ îïåðàöèþ êîíüþíêöèè. Â ôîðìóëàõ

ìû íå áóäåì åå êàê-òî âûäåëÿòü. Íàïðèìåð, ïîä ab ìû ïîäðàçóìåâàåì a · b. Òàáëèöà
èñòèííîñòè:

1



a b ab

0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 0

Â äàííîé ñòàòüå ìû ïðèâåäåì äîñòàòî÷íî èíòåðåñíóþ õàðàêòåðèñòèêó ðåøåíèé

áóëåâûõ óðàâíåíèé. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ñ÷èòàåì ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ïîëèíîì Æåãàëêèíà.

Îáùèé âèä ïîëèíîìà Æåãàëêèíà

P (x1, ..., xn) = a+ a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn + a12x1x2 + a13x1x3 + . . .+ a1...nx1 . . . xn,

ãäå a, a1, . . . , a1...n ∈ {0, 1}.

È áîëåå ôîðìàëèçîâàííûé âèä

P = a+
∑

1≤i1<...<ik≤n, 1≤k≤n

ai1,...,ikxi1 · . . . · xik , a, ai1,...,ik ∈ {0, 1}. (1)

Ïðèìåð 1. Ïîëèíîì Æåãàëêèíà

P (x1, x2) = x1x2 + x1 + x2 + 1.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî âñå ïîëèíîìû óïîìÿíóòûå â ñòàòüå ýòî

ïîëèíîìû Æåãàëêèíà.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ ïîëèíîìà.

Ò.å. ýòî ìíîæåñòâî òåõ ÷ëåíîâ ïîëèíîìà ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû a, ai1,...,ik íå

ðàâíû íóëþ. Ïåðâîíà÷àëüíî äîáàâèì ê ýòîìó ìíîæåñòâó âåêòîð ðàçìåðíîñòè

n ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè (0, . . . , 0) ïðè óñëîâèè ÷òî êîýôôèöèåíò a = 1. Äëÿ

êàæäîãî ÷ëåíà ñ íåíóëåâûì êîýôèöèåíòîì ai1,...,ik ñîïîñòàâèì âåêòîð ðàçìåðíîñòè

n ãäå íà ïîçèöèÿõ i1, . . . , ik ñòîÿò åäèíèöû, íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ íóëè. Íàçîâåì

ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ êàê ìíîæåñòâî îäíî÷ëåíîâ ïîëèíîìà.

Ìíîæåñòâî îäíî÷ëåíîâ ïîëèíîìà ñ âçàèìî îäíîçíà÷íî ñîîòâåñòâåòñòâóåò ïîëèíîìó

èç êîòîðîãî îíî ïîñòðîåíî. Ò.å. ïî ìíîæåñòâó îäíî÷ëåíîâ ïîëèíîìà ìîæíî îäíîçíà÷íî

ïîñòðîèòü èñõîäíûé ïîëèíîì è íàîáîðîò. Ýòî ñëåäóåò èç ñàìîé ìåòîäèêè ïîñòðîåíèÿ

òàêîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 2. Ìíîæåñòâî îäíî÷ëåíîâ. Ïî ïîëèíîìó èç Ïðèìåðà 1 ìíîæåñòâî

îäíî÷ëåíîâ ïîëèíîìà ðàâíî {(0, 0), (1, 1), (1, 0), (0, 1)}. Äîïóñòèì ó íàñ èñõîäíûé

ïîëèíîì ïðèíèìàåò âèä P (x1, x2) = x1x2 + x1 + x2. Òóò íåò êîýôôèöèåíòà a. Òîãäà
ìíîæåñòâî îäíî÷ëåíîâ ðàâíî {(1, 1), (1, 0), (0, 1)}.
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Îïðåäåëåíèå 2 Òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ïîëèíîìà îáîçíà÷èì ÷åðåç

T = {Ai = (ai1, . . . , a
i
n), P (ai1, . . . , a

i
n)}2

n

i=1,

ãäå aik ∈ {0, 1}, k = 1 . . . n. Îíà ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ïåðåáîðîâ n ìåðíîãî

âåêòîðà Ai è ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ P (ai1, . . . , a
i
n).

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî A1 = (0, . . . , 0). Ìû ýòî ìîæåì

ñäåëàòü ïîñêîëüêó ïåðåáèðàþòñÿ âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ n ìåðíîãî âåêòîðà â òàáëèöå
T .

Îïðåäåëåíèå 3 Ñîïðÿæåííûì ìíîæåñòâîì ïîëèíîìà P áóäåì ñ÷èòàòü ìíîæåñòâî

M∗ =

{
(0, . . . , 0)

∣∣∣∣
P (0,...,0)=1

}
∪
{
Ai

∣∣∣∣
P (ai1,...,a

i
n)=0

}2n

i=2

,

ãäå T = {Ai = (ai1, . . . , a
i
n), P (ai1, . . . , a

i
n)}2

n

i=1 - òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ P .

Ñîïðÿæåííîå ìíîæåñòâî ýòî íàáîð âåêòîðîâ Ai äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà P (ai1, . . . , a
i
n) =

0, i = 2, . . . , n. Ïëþñ òóäà äîáàâëÿåòñÿ íóëåâîé âåêòîð êîãäà a = 1 (ñâîáîäíûé ÷ëåí

P ).
Äëÿ ïîëèíîìà èçÏðèìåð 1 ñîïðÿæåííîå ìíîæåñòâî ðàâíî {(0, 0), (1, 1), (1, 0), (0, 1)}.

Îïðåäåëåíèå 4 Ñîïðÿæåííûì ïîëèíîìîì P ∗ áóäåì ñ÷èòàòü ïîëèíîì ïîñòðîåííûé

ïî ñîïðÿæåííîìó ìíîæåñòâó M∗.

Ïîÿñíþ ÷òî îçíà÷àåò ïîñòðîåíèå ïîëèíîìà. M∗ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð âåêòîðîâ
ðàçìåðíîñòè n. Îíè çàïîëíåíû íóëÿìè è åäèíèöàìè. Ïîçèöèÿ åäèíèö îïðåäåëÿþò

ïåðåìåííûå îäíî÷ëåíà. Íàïðèìåð, âåêòîð (0, 0, 1, 0, 1, 0) ïîêàçûâàåò ÷òî â ïîëèíîìå
åñòü îäíî÷ëåí x3x5.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü P (x1, x2) = x1x2 + x2. Òàáëèöà èñòèííîñòè:

a b x1x2 + x2

0 0 0
0 1 1
1 0 0
1 1 0

Ñîïðÿæåííîå ìíîæåñòâî M∗ = {(1, 0), (1, 1)}. Ñîïðÿæåííûé ïîëèíîì P ∗(x1, x2) =
x1 + x1x2.

Ìû ïëàâíî ïîäîøëè ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ñòàòüè.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü P ∗ - ñîïðÿæåííûé ïîëèíîì ê P . Òîãäà ñîïðÿæåííûé ïîëèíîì

ê P ∗ ñîâïàäàåò ñ P
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî â ñëåäóþùåé âåðñèè ñòàòüè ...

Ïðèìåð 4. Ïóñòü P (x1, x2) = x1x2x3 + x1x3 + x3 + 1. Òàáëèöà èñòèííîñòè:

x1 x2 x3 x1x2x3 + x1x3 + x3 + 1

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

Ñîïðÿæåííîå ìíîæåñòâî M∗ = {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}. Ñîïðÿæåííûé

ïîëèíîì P ∗(x1, x2, x3) = x1x2x3 + x2x3 + x3 + 1. Òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ P ∗:

x1 x2 x3 x1x2x3 + x2x3 + x3 + 1

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

Ñîïðÿæåííîå ìíîæåñòâî ê P ∗ ðàâíî {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1)}. Ñîïðÿæåííûé
ïîëèíîì ê P ∗ ðàâåí x1x2x3 + x1x3 + x3 + 1. Îí ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ïîëèíîìîì.
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