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Â äàííîé ðàáîòå, íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû êîýôôèöèåíòîâ äëÿ
êëàññà îãðàíè÷åííûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé ω c íîðìèðîâêîé
ω(0) = 0, ïðîâîäèòñÿ îöåíêà ìîäóëåé ïåðâûõ òð¼õ òåéëîðîâñêèõ êîýô-
ôèöèåíòîâ íà óïîìÿíóòîì êëàññå. Èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê âûâîäèòñÿ
îöåíêà ìîäóëÿ òðåòüåãî òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà äëÿ êëàññà îãðà-
íè÷åííûõ íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ôóíêöèé.

In this paper, basing on the solution of the coe�cient problem for the class
of functions, bounded in the unit disk with normalization ω(0) = 0, we
estimate modulus of the �rst three Taylor coe�cients on the mentioned
class. From these estimates, we derive an estimate of the modulus of a
third Taylor coe�cient for the class of bounded nonvanishing functions.
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1. Ââåäåíèå

Òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f(z) áóäåì îáîçíà÷àòü {f}n, n ∈ {0}∪N.
Êëàññ B ñîñòîèò èç ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ∆ ôóíêöèé f, òàêèõ, ÷òî

0 < |f(z)| ⩽ 1, z ∈ ∆.
Â 1968 ã. ïîëüñêèé ìàòåìàòèê ßí Êøèæ ïðåäïîëîæèë [1, 2], ÷òî åñëè f ∈ B,

òî
|{f}n| ⩽ 2/e, n ∈ N,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ âèäà eiψF (eiφzn, 1), ãäå

F (z, t) := e−t
1−z
1+z , φ, ψ ∈ R, t ∈ [0,+∞).

Ãèïîòåçà Êøèæà ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ðÿäà ìàòåìàòèêîâ, îäíàêî, â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ, îíà äîêàçàíà òîëüêî äî ïÿòîãî òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà âêëþ÷è-
òåëüíî [3]. Ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëåé â ýòîé çàäà÷å î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîñëå
ïðèñîåäèíåíèÿ ê êëàññó B ôóíêöèè f(z) ≡ 0 ïîëó÷àåòñÿ êîìïàêòíîå ñåìåéñòâî
ôóíêöèé.

Ïîñêîëüêó êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðå-
ìåííîé w (w = f(z)), òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì ôóíêöèé äëÿ êîòîðûõ
f(0) > 0. Òàê êàê 0 < {f}0 ⩽ 1, òî ìîæíî ïîëîæèòü {f}0 = e−t, ãäå ïàðàìåòð
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t ∈ [0,+∞). Ýòè ïîäêëàññû îáîçíà÷èì ÷åðåç Bt. Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ïîä÷è-
í¼ííûõ ôóíêöèé [4], êàæäóþ ôóíêöèþ êëàññà Bt ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z) = e−t
1−ω(z)
1+ω(z) , ω ∈ Ω0, (1)

ãäå Ω0 � êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíêöèé ω, òàêèõ, ÷òî

|ω(z)| ⩽ 1, ω(0) = 0, z ∈ ∆.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì t ⩾ 0 ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè Ω0 è Bt.

Ìíîãèå çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ñâî-
äÿòñÿ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèè ÷åðåç å¼ òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû. Ýòà
òåîðèÿ èìååò ïðèëîæåíèÿ â ãèäðî- è àýðîäèíàìèêå, íà å¼ îñíîâå ñôîðìèðîâàëàñü,
â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Òåéõìþëëåðà, èìåþùàÿ ïåðñïåêòèâíûå ïðèëî-
æåíèÿ â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå (ñîëèòîíèêå, êîí-
ôîðìíîé, êàëèáðîâî÷íîé è ñòðóííîé òåîðèÿõ ïîëÿ).

Ïðîáëåìà Êøèæà èìååò íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü ñ ïîëèíîìàìè Ëàããåðà, Ôàá-
åðà, à òàêæå ñ ïðîáëåììîé êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññàõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé,
êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé [4] è ñ òåî-
ðèåé ïðîñòðàíñòâ Õàðäè. Ïðîáëåìà Êøèæà äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n åñòü
çàäà÷à íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà, êîòîðóþ ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å îá ýêñòðåìó-
ìå äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè 2n − 3 äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Çàäà÷è
íà ýêñòðåìóì øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â íàóêå è òåõíèêå è èìåþò ðàçíîîáðàçíûå
ïðèëîæåíèÿ.

Êðîìå ãëóáîêèõ è ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé â òåîðèè ôóíêöèé, èçëîæåí-
íûå íèæå ðåçóëüòàòû èìåþò ïðèëîæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ, òåî-
ðèè îïåðàòîðîâ è òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Êëàññ B ïîñðåäñòâîì êëàññà Ω0,
ñâÿçàí ñ êëàññàìè îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè ñ êëàññàìè âûïóêëûõ è
çâ¼çäíûõ ôóíêöèé. Ñîîòâåòñòâåííî è ïðîáëåìà êîýôôèöèåíòîâ äëÿ B ñâÿçàíà c
ïðîáëåìîé êîýôôèöèåíòîâ äëÿ óïîìÿíóòûõ êëàññîâ. Òàêæå èìåþòñÿ ïàðàëëåëè
ìåæäó ãèïîòåçîé Êøèæà è òåîðåìîé Äå Áðàíæà (ðàíåå ãèïîòåçîé Áèáåðáàõà).

2. Òåëà êîýôôèöèåíòîâ êëàññà Ω0

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Cn, n ∈ N, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íàáîðû èç n
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ω(n) := ({ω}1, . . . , {ω}n).

Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ω(n) ∈ Cn òàêèõ, ÷òî ÷èñëà {ω}1, . . . , {ω}n ÿâëÿ-
þòñÿ ïåðâûìè n êîýôôèöèåíòàìè íåêîòîðîé ôóíêöèè êëàññà Ω0, áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç Ω
(n)
0 è íàçûâàòü n-ûì òåëîì êîýôôèöèåíòîâ êëàññà Ω0.

Ïðîáëåìà êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Ω0 ñòàâèòñÿ òàê: íàéòè íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå íóæíî íàëîæèòü íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà {ω}1, {ω}2, . . .
äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä {ω}1z + {ω}1z2 + . . . áûë ðÿäîì Òåéëîðà íåêîòîðîé ôóíêöèè
êëàññà Ω0.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ïîëó÷åíèè òî÷íûõ îöåíîê ìîäóëåé ýòèõ êîýôôèöèåí-
òîâ íà êëàññå Ω0 åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîáëåìû êîýôôèöèåíòîâ.

Â 1917 ãîäó È. Øóð èññëåäîâàë êëàññ Ω îãðàíè÷åííûõ â ∆ ôóíêöèé [5]. Â
÷àñòíîñòè, îí äàë àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ôàêòà ïðèíàäëåæíîñòè ãîëîìîðôíîé
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ôóíêöèè êëàññó Ω. Øóð ïîêàçàë, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ êëàññà Ω ìîæåò áûòü
ïàðàìåòðèçîâàíà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, èçâåñòíûõ
êàê ïàðàìåòðû Øóðà. Îíè îïðåäåëÿþò ïðåäñòàâëåíèå äàííîé ôóíêöèè êëàññà Ω
â âèäå íåïðåðûâíîé äðîáè.

Ðàáîòà Øóðà [5] áûëà îïóáëèêîâàíà ÷åðåç 10 ëåò ïîñëå ïåðâîé ðàáîòû Ê. Êà-
ðàòåîäîðè [6], ïîñâÿù¼ííîé ïðîáëåìå êîýôôèöèåíòîâ äëÿ êëàññà C ôóíêöèé ñ ïî-
ëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòîé ïî ïðîáëåìå êî-
ýôôèöèåíòîâ â êëàññå C ñ÷èòàåòñÿ ñòàòüÿ Êàðàòåîäîðè [7]. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû êîýôôèöèåíòîâ, äëÿ äâóõ óïîìÿíóòûõ çäåñü êëàññîâ, èìååòñÿ
â ðàáîòå [9]. Â óïîìÿíóòîé ðàáîòå òàêæå åñòü êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð.

3. Òðåòüå òåëî êîýôôèöèåíòîâ êëàññà Ω0

Èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî [12]∣∣∣∣∣{ω}3 + {ω}1{ω}22
1− |{ω}1|2

∣∣∣∣∣ ⩽ (1− |{ω}1|2)2 − |{ω}2|2

1− |{ω}1|2
. (2)

Òðåòüå òåëî êîýôôèöèåíòîâ íà Ω0 ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåðàâåíñòâîì (2).
Çàìåòèì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (2) ñðàçó ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Ïèêà [11]

|{ω}2| ⩽ 1− |{ω}1|2, (3)

îïðåäåëÿþùåå âòîðîå òåëî êîýôôèöèåíòîâ, à èç íåðàâåíñòâà (3) ñðàçó ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî Øâàðöà [11]

|{ω}1| ⩽ 1, (4)

îïðåäåëÿþùåå ïåðâîå òåëî êîýôôèöèåíòîâ. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì äîñòàòî÷íî
ïðåîáðàçîâàòü íåðàâåíñòâà r3 ⩾ 0 è r2 ⩾ 0, ãäå r3 è r2 � ïðàâûå ÷àñòè íåðà-
âåíñòâ (2) è (3) ñîîòâåòñòâåííî.

Îäèí èç ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòíûõ
íåðàâåíñòâ òèïà (2), õàðàêòåðèçóþùèõ êëàññ Ω0, îïèñàí â ðàáîòå [12]. Çäåñü âñÿ
ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç n-ãî íåðàâåíñòâà ìîæíî î÷åíü ëåãêî ïîëó÷èòü
(n− 1)-e, íî ñ ðîñòîì n âñ¼ ñëîæíåå ïîëó÷èòü (n+ 1)-e íåðàâåíñòâî.

Íåðàâåíñòâî (4) îïèñûâàåò êðóã ñ öåíòðîì c1, íàõîäÿùèìñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò
è ðàäèóñîì r1 := 1, íåðàâåíñòâî (3), ïðè ôèêñèðîâàííîì {ω}1, îïèñûâàåò êðóã ñ
öåíòðîì c2, íàõîäÿùèìñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì r2({ω}1) := 1− |{ω}1|2,
à íåðàâåíñòâî (2), ïðè ôèêñèðîâàííûõ {ω}1 è {ω}2, îïèñûâàåò êðóã ñ öåíòðîì â

c3({ω}1, {ω}2) := − {ω}1{ω}22
1− |{ω}1|2

è ðàäèóñîì

r3({ω}1, {ω}2) :=
(1− |{ω}1|2)2 − |{ω}2|2

1− |{ω}1|2
.

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî ðàçíîñòü ìîäóëåé íå ïðåâîñõîäèò ìîäóëÿ ðàçíîñòè, èç
ôîðìóëû (2) ïîëó÷àåì
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ω ∈ Ω0, òî èìåþò ìåñòî òî÷íûå íåðàâåíñòâà

|{ω}2|2

1− |{ω}1|
− (1− |{ω}1|2) ⩽ |{ω}3| ⩽ 1− |{ω}1|2 −

|{ω}2|2

1 + |{ω}1|
. (5)

Ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâàõ (5) äîñòèãàþòñÿ íà ãðàíèöå ∂Ω
(3)
0 3-ãî òåëà êîýôôèöè-

åíòîâ Ω
(3)
0 : â ïåðâîì íåðàâåíñòâå (ñ îãîâîðêîé |c3| ⩾ r3) ïðè {ω}3 = c3− r3ei arg c3 ,

à âî âòîðîì íåðàâåíñòâå ïðè {ω}3 = c3 + r3e
i arg c3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (2) âëå÷¼ò
∣∣|{ω}3| − |c3|

∣∣ ⩽ r3, ÷òî ýêâèâàëåíòíî
äâóì íåðàâåíñòâàì −(|{ω}3| − |c3|) ⩽ r3 è |{ω}3| − |c3| ⩽ r3, ïðåîáðàçîâàâ êîòîðûå
ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå. Ñëó÷àè äîñòèæåíèÿ ðàâåíñòâà ÿñíû èç ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé î êðóãàõ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Èç íåðàâåíñòâ (5) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ |{ω}1| è |{ω}2| òàêèõ,
÷òî |c3({ω}1, {ω}2)| > r3({ω}1, {ω}2) êîýôôèöèåíò {ω}3 çàìåòàåò êîëüöî ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñàìè |c3| − r3 è |c3| + r3. Èíòåðåñíî, ÷òî ïðîèñõîäèò
ïðè n = 4 ïðè ôèêñèðîâàíèè îäíèõ ïàðàìåòðîâ è âàðüèðîâàíèè äðóãèõ?

Èç íåðàâåíñòâ (4), (3) è (5) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî |{ω}n| ⩽ 1, ïðè÷¼ì ðà-
âåíñòâà çäåñü äîñòèãàþòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèé ω(z) = zn, n = 1, 2, 3.
Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (2) ìû äîêàçàëè, ÷òî |{ω}n| ⩽ 1, n = 1, 2, 3. Âîçíèêàåò
âîïðîñ: âîçìîæíî ëè äîêàçàòü, ÷òî |{ω}n| ⩽ 1, n ∈ N, ïîëüçóÿñü èñêëþ÷èòåëüíî
íåðàâåíñòâàìè, îïèñûâàþùèìè òåëà êîýôôèöèåíòîâ ïðè n > 3?

Èòàê, ìû îïèñàëè ãðàíèöó òðåòüåãî òåëà êîýôôèöèåíòîâ è è ïðèøëè ê çàêî-

íîìåðíîìó âûâîäó î òîì, ÷òî ñâîåãî ìàêñèìóìà |{ω}3| äîñòèãàåò ãäå-òî íà ∂Ω(3)
0 .

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî âûïóêëûì, åñëè îíî âûïóêëîå è ñáàëàí-
ñèðîâàííîå, òî åñòü aA ⊂ A, |a| ⩽ 1.

Îòìåòèì, ÷òî êëàññ Ω0 åñòü àáñîëþòíî âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Êðîìå òîãî, âñå

òåëà Ω
(n)
0 , n ∈ N, åñòü àáñîëþòíî âûïóêëûå êîìïàêòû.

4. Î âèçóàëèçàöèè òåë êîýôôèöèåíòîâ êëàññà Ω0

Ïåðâîå òåëî êîýôôèöèåíòîâ ýòî ïðîñòî åäèíè÷íûé êðóã íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè èëè îòðåçîê [−1, 1] îñè x, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ôóíêöèÿìè ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Âòîðîå òåëî êîýôôèöèåíòîâ óæå ëåæèò â 4-õ ìåðíîì äåéñòâèòåëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, îäíàêî åãî ìîæíî èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè xy, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ôóíê-
öèÿìè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âòîðîå òåëî êîýôôèöèåíòîâ îïðåäå-
ëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì (3) è, â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ
àáñîëþòíî âûïóêëûì êîìïàêòîì, çàêëþ÷¼ííûé ìåæäó ïàðàáîëàìè y = −1+ x2 è
1− x2 (ðèñ. 1 ñëåâà). Ïðîåêöèÿ âòîðîãî òåëà íà îñü x åñòü ïåðâîå òåëî.

Òðåòüå òåëî êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì (2) è, â îáùåì ñëó÷àå
ëåæèò â C3 èëè â R6 è òàê äàëåå.

Óòâåðæäåíèå 1. Â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, òðåòüå òåëî åñòü

àáñîëþòíî âûïóêëûé êîìïàêò (ðèñ. 1 ñïðàâà), çàêëþ÷¼ííûé ìåæäó äâóìÿ ïî-

âåðõíîñòÿìè

z =
y2

1 + x
− (1− x2) è z = 1− x2 − y2

1− x
, −1 ⩽ x ⩽ 1, −(1− x2) ⩽ y ⩽ 1− x2.
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Ðèñ. 1: Âòîðîå è òðåòüå òåëà êîýôôèöèåíòîâ

Ïðîåêöèÿ òðåòüåãî òåëà íà ïëîñêîñòü xy åñòü âòîðîå òåëî (ðèñ. 1 ñëåâà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì x := {ω}1, y := {ω}2, z := {ω}3. Íåðàâåíñòâî (2)
óïðîñòèì, èçáàâèâøèñü îò ëèøíèõ, â äàííîì ñëó÷àå, ñîïðÿæåíèé è ìîäóëåé. Ðàñ-
êðûâ ïîñëåäíèé îñòàâøèéñÿ ìîäóëü, â ëåâîé ÷àñòè óïðîù¼ííîãî íåðàâåíñòâà, ïî-
ëó÷èì 2 íåðàâåíñòâà −(z − c3(x, y)) ⩽ r3(x, y) è z − c3(x, y) ⩽ r3(x, y).

Ïðîåöèðîâàíèå îáñóæäàëîñü ïðè ïîëó÷åíèè íåðàâåíñòâ (3) è (4) èç íåðàâåí-
ñòâà (2). Àáñîëþòíàÿ âûïóêëîñòü íàñëåäóåòñÿ òåëàìè êîýôôèöèåíòîâ îò Ω0.

5. Îöåíêà |{f}3| íà êëàññàõ f ∈ Bt, t ⩾ 0
5.1. Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç çàäà÷è

Ïîëüçóÿñü ñâÿçüþ (1), èç íåðàâåíñòâà (2) ìîæíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî, ñâÿçû-
âàþùåå {f}1, {f}2, {f}3 è õàðàêòåðèçóþùåå 3-å òåëî êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Bt.
Â ýòîì ñëó÷àå, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ïðîñòîãî ôóíêöèîíàëà |{f}3| íà ñëîæíî
óñòðîåííîì ìíîæåñòâå B

(3)
t .

Âòîðîé âàðèàíò � âûðàçèòü {f}3 ÷åðåç {ω}1, {ω}2, {ω}3, èñïîëüçóÿ ñâÿçü (1)
è îöåíèâàòü áîëåå ñëîæíûé ôóíêöèîíàë, íî íà äîñòàòî÷íî ïðîñòîì ìíîæåñòâå.

Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âòîðîé ïîäõîä. Èìååì

F (z, t) = {F}0 + {F}1z + {F}2z2 + {F}3z3 + . . . =
1

et
+

2t

et
(
z + αz2 + βz3 + . . .

)
,

ãäå α := (t− 1), β :=
1

3
(2t2 − 6t+ 3). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

{f}3 = {F}1{ω}3 + {F}22{ω}1{ω}2 + {F}3{ω}31 =

= 2te−t
(
{ω}3 + 2α{ω}1{ω}2 + β{ω}31

)
.
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5.2. Ñâåäåíèå çàäà÷è ê ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè 3-õ äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ

Çàäà÷è íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â íàóêå è òåõíèêå è
èìåþò ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ. Çäåñü áóäåò ïîêàçàí îäèí èç ñïîñîáîâ ñâåäåíèÿ
çàäà÷è íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà ê çàäà÷å íà ýêñòðåìóì äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé
ôóíêöèè 3-õ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Èç âòîðîãî èç íåðàâåíñòâ (5) ñëåäóåò, ÷òî

|{f}3|
2te−t

=
∣∣{ω}3 + 2α{ω}1{ω}2 + β{ω}31

∣∣ ⩽
⩽ |{ω}3|+

∣∣2α{ω}1{ω}2 + β{ω}31
∣∣ ⩽

⩽ 1− |{ω}1|2 −
|{ω}2|2

1 + |{ω}1|
+
∣∣2α{ω}1{ω}2 + β{ω}31

∣∣ . (6)

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {ω}1 > 0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
íåðàâåíñòâà (4) è (3), ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ x := {ω}1, y := |{ω}2|, φ := arg {ω}2.
Èòàê, íàøà çàäà÷à ñâåëàñü ê ïîèñêó óñëîâíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè 3-õ äåéñòâè-
òåëüíûõ àðãóìåíòîâ

h(x, y, φ) := 1− x2 − y2

1 + x
+ x|2αyeiφ + βx2|,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ y ⩽ 1− x2, 0 ⩽ φ < 2π.

5.3. Èññëåäîâàíèå h(x, y, φ) íà ìàêñèìóì ïî φ

Ðèñ. 2: Ãðàôèêè ôóíêöèé α = α(t) è β = β(t)

Èññëåäóåì h(x, y, φ) íà ìàêñèìóì ïî φ. Òàê êàê íåðàâåíñòâî (3) íèêàê íå îãðà-
íè÷èâàåò φ, òî |2αyeiφ + βx2| ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè eiφ = ±1, â
çàâèñèìîñòè îò òîãî ñîâïàäàþò çíàêè α è β èëè íåò (ñì. ðèñ. 2). Îêîí÷àòåëüíî,

max
φ

|2αyeiφ + βx2| =


−2αy + βx2, t ∈ [0, tβ1 ),

−2αy − βx2, t ∈ [tβ1 , 1),

2αy − βx2, t ∈ [1, tβ2 ),

2αy + βx2, t ⩾ tβ2 ,

= 2|α|y + |β|x2.

è

h(x, y) := max
φ

h(x, y, φ) = 1− x2 − y2

1 + x
+ 2|α|xy + |β|x3, (7)

ãäå tβ1 := (3−
√
3)/2 ≈ 0.63 è tβ2 := (3 +

√
3)/2 ≈ 2.37 � êîðíè óðàâíåíèÿ β(t) = 0.
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5.4. Èññëåäîâàíèå h(x, y) íà ìàêñèìóì ïî y è ïî x

Èññëåäóåì h(x, y) íà ìàêñèìóì ïî y. Èìååì

(
h(x, y)

)′
y
= 2

(
− y

1 + x
+ |α|x

)
,(

h(x, y)
)′′
yy

= − 2

1 + x
< 0, 0 ⩽ x ⩽ 1.

Òàêèì îáðàçîì,
y = y1 := |α|x(1 + x)

åñòü òî÷êà ìàêñèìóìà. Òî÷êà y = y1 âñåãäà íàõîäèòñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òàê
êàê y1 ⩽ 1 − x2 =: y4 ðàâíîñèëüíî x ⩽ (1 + |α|)−1 =: x1, ïðè÷¼ì x1 ∈ (0, 1], ïðè
α ∈ R.

5.5. Èññëåäîâàíèå h(x, 0) íà ìàêñèìóì ïî x

Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íóþ òî÷êó y = 0. Èìååì

h(x, 0) = 1− x2 + |β|x3,(
h(x, 0)

)′
x
= −2x+ 3|β|x2,(

h(x, 0)
)′′
xx

= −2 + 6|β|x.

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà x = 0, î÷åâèäíî, åñòü òî÷êà ìàêñèìóìà è

h(0, 0) = 1, t ⩾ 0.

Ñòàöèîíàðíàÿ æå òî÷êà x = x2 := 2/(3|β|) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà, òàê êàê(
h(x, 0)

)′′
xx

∣∣
x=x2

= 2. Â ãðàíè÷íîé òî÷êå x = 1 èìååì

h(1, 0) = |β|, t ⩾ 0.

5.6. Èññëåäîâàíèå h(x, y1) íà ìàêñèìóì ïî x

Äàëåå, ðàññìîòðèì òî÷êó ìàêñèìóìà y = y1. Èìååì

h(x, y1) = 1− (1− α2)x2 + (α2 + |β|)x3,(
h(x, y1)

)′
x
= −2(1− α2)x+ 3(α2 + |β|)x2,(

h(x, y1)
)′′
xx

= −2(1− α2) + 6(α2 + |β|)x.

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ïðè t ∈ (0, 2) è òî÷êîé

ìèíèìóìà ïðè t > 2, òàê êàê
(
h(x, y1)

)′′
xx

∣∣
x=0

= −2(1− α2) = 2t(t− 2). Çíà÷åíèå â
òî÷êå ìàêñèìóìà

h(0, y1(0)) = 1, t ∈ (0, 2).
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Íàîáîðîò, ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà

x = x3 :=
2

3

1− α2

α2 + |β|

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ïðè t ∈ (0, 2) è òî÷êîé ìàêñèìóìà ïðè t > 2, òàê

êàê
(
h(x, y1)

)′′
xx

∣∣
x=x3

= −
(
h(x, y1)

)′′
xx

∣∣
x=0

. Îäíàêî, x3 < 0, ïðè t > 2, ïîýòîìó
èñêëþ÷àåì ýòó òî÷êó èç ðàññìîòðåíèÿ. Â ãðàíè÷íîé òî÷êå x = 1 èìååì, ÷òî
h(1, y1(1)) = 2α2 + |β| = |β|. Äåéñòâèòåëüíî, y1 ⩽ y4 ðàâíîñèëüíî x ⩽ x1, íî
x1 = 1 òîëüêî ïðè t = 1, êîãäà α = 0.

5.7. Èññëåäîâàíèå h(x, y4) íà ìàêñèìóì ïî x

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ãðàíè÷íóþ òî÷êó y = y4. Èìååì

h(x, y4) = (2|α|+ 1)x− (2|α|+ 1− |β|)x3,(
h(x, y4)

)′
x
= (2|α|+ 1)− 3(2|α|+ 1− |β|)x2,(

h(x, y4)
)′′
xx

= −6(2|α|+ 1− |β|)x.

Â ãðàíè÷íîé òî÷êå x = 0 èìååì h(0, y4(0)) = 0.
Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà

x = x4 :=

√
3

3

√
2|α|+ 1

2|α|+ 1− |β|

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ïðè t ∈ [0, 3 +
√
6), òàê êàê(

h(x, y4)
)′′
xx

∣∣
x=x4

= −2
√
3
√
2|α|+ 1− |β|

√
2|α|+ 1 < 0,

à 2|α|+1−|β| < 0 ïðè t > 3+
√
6 ≈ 5.45. Ïðè ýòîì 0 ⩽ x4 ⩽ 1 òîëüêî ïðè t ∈ [0, t3],

ãäå t3 := (5 +
√
15)/2 ≈ 4.44 (ñì. ðèñ. 3). Çíà÷åíèå â òî÷êå ìàêñèìóìà

h(x4, y4(x4)) = 2

√
3

9

√
(2|α|+ 1)3

2|α|+ 1− |β|
, t ∈ [0, t3].

Â ãðàíè÷íîé òî÷êå x = 1 èìååì h(1, y4(1)) = |β|, t ⩾ 0.

5.8. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Èòàê, ïðè êàæäîì t ⩾ 0 íàì íóæíî íàéòè ìàêñèìóì ñðåäè h(0, 0), h(1, 0) è
h(x4, y4(x4)). Îáîçíà÷èì M(t) := max {ht(0, 0), ht(1, 0), ht(x4, y4(x4))}. Óðàâíåíèå
h(x4, y4(x4)) = h(0, 0) èìååò 2 ðåøåíèÿ t1 := (33− 3

√
57)/32 ≈ 0.32 è

t2 :=
1

2

1 +

(
3
√
26
√
2 + 8

√
21

4
+

1

2
3
√
26

√
2 + 8

√
21

+

√
2

4

)2
 ≈ 1.65.
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Ðèñ. 3: Ãðàôèê ôóíêöèè x = x4(t)

Óðàâíåíèå h(x4, y4(x4)) = h(1, 0) èìååò 1 ðåøåíèå � ÷èñëî t = t3 ≈ 4.44, óæå

âñòðå÷àâøååñÿ íàì ÷óòü âûøå. Âûøå, ìû ââåëè ÷èñëî tβ2 := (3 +
√
3)/2 ≈ 2.37 �

íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ β(t) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ Bt, òî èìååò ìåñòî îöåíêà

|{f}3| ⩽ 2te−tM(t) = 2te−t


g(t), t ∈ [0, t1),

1, t ∈ [t1, t2),

g(t), t ∈ [t2, t3),

β(t), t ⩾ t3,

ãäå g(t) := 2
√
3
9

√
(2|t−1|+1)3

2|t−1|+1−|2t2−6t+3|/3 , òî÷íàÿ ïðè t /∈ (0, t1) ∪ (tβ2 , t3).

ßñíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ t ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (6) ìîæåò áûòü ñòðîãèì, âñëåä-
ñòâèè ÷åãî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà áóäåò ãðóáîé. Ê ñîæàëåíèþ, â íàøåì ñëó÷àå, ýòî
òàê ïðè t ∈ (0, t1) è ïðè t ∈ (tβ2 , t3) (ñì. ðèñ. 4). Òåì íå ìåíåå, è ýòîãî ðåçóëüòàòà
äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Êøèæà ïðè n = 3, òàê êàê

max
t⩾0

(
2t

et
M(t)

)
=

2

e
è

2t

et
M(t) =

2

e
⇐⇒ t = 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ðåøèòü íåðàâåíñòâî 2t/etM(t) < 2/e ïðè t ⩾ 0 (ñì.
ðèñ. 4).

Ñëåäñòâèå 2. Ãèïîòåçà Êøèæà ñïðàâåäëèâà ïðè n = 3. Òî åñòü, åñëè f ∈ B,
òî |{f}3| ⩽ 2/e, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ ôóíêöèè

F (z3, t) â ïëîñêîñòÿõ ïåðåìåííûõ z è w.

Ñðàâíèì òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííóþ îöåíêó è îöåíêó, òî÷íóþ äëÿ âñåõ t ⩾ 0,
ïîëó÷åííóþ Ä. Â. Ïðîõîðîâûì è ß. Øèíàëåì â ðàáîòå [13]:
Òåîðåìà 2. (Ïðîõîðîâ, Øèíàëü) Åñëè f ∈ Bt, òî

Ψ(t) := sup
f∈Bt

|{f}3|(t) =



2te−t, t ∈ [0, 1.65 . . .),

2
√
2
3 e

−t
√

(2t− 1)3, t ∈ [1.65 . . . , 3.22 . . .),

2
√
2
3 e

−t(2t2 − 6t+ 3)
√

(t−2)3

t−3 , t ∈ [3.22 . . . , 3.47 . . .),

2
√
2
3 te

−t
√

(2t−3)3

−t2+6t−6 , t ∈ [3.47 . . . , 3.82 . . .),
2
3 te

−t(2t2 − 6t+ 3), t ⩾ 3.82 . . .
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Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé 2te−tM(t) èΨ(t). Ýòè ãðàôèêè ñîâïàäàþò

ïðè t ∈ [t1, t
β
2 ] è ïðè t ⩾ t3. Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïåðâûé ãðàôèê ëåæèò íàä âòîðûì.

Ðèñ. 4: Ãðàôèêè ôóíêöèé 2te−tM(t) è Ψ(t).

6. Êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïî íà÷àëüíûì êîýôôèöèåíòàì

Ïî ãåîìåòðè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì î÷åâèäíî, ÷òî |{f}0| ⩽ 1.
Òî÷íóþ îöåíêó |{f}1| ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ðàáîòàõ íà÷èíàÿ ñ 1934 ãîäà;

ïåðâîé áûëà ðàáîòà [15].
Îöåíêà |{f}2| íå âûçûâàåò ñëîæíîñòè ñ 1943 ãîäà [4]. Â ñòàòüå [16] îöåíêè

|{f}1| ⩽ 2/e è |{f}2| ⩽ 2/e áûëè íàéäåíû ñðàçó íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, à èìåííî
ìåòîäîì ñòðóêòóðíûõ ôîðìóë, ïàðàìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì è ìåòîäîì, îñíîâàííûì
íà ïðèíöèïå ïîä÷èíåíèÿ.

ß. Êøèæ, ðàñïîëàãàÿ òî÷íûìè îöåíêàìè |{f}1| è |{f}2|, âûñêàçàë ñâîþ ãèïî-
òåçó â 1968 ãîäó [2].

Çàòåì, â 1977 ãîäó, ïîÿâèëàñü áîëüøàÿ ðàáîòà Äæ. Õàììåëÿ, Ñ. Øåéíáåðãà è
Ë. Çàëüöìàíà [16]. Â èõ ñòàòüå, ïðè ïîìîùè âàðèàöèîííîãî ìåòîäà, ïåðåíåñ¼ííîãî
ñ êëàññà Êàðàòåîäîðè, áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà (7) è íà å¼ îñíîâå âïåðâûå íàéäåíà
îöåíêà |{f}3| ⩽ 2/e. Òî÷íàÿ îöåíêà |{f}3| äàíà ýòèìè àâòîðàìè íå äëÿ âñåõ t > 0,
îäíàêî èìè äîêàçàíî, ÷òî ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì |{f}3| äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 1.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â [16] ôóíêöèÿ M(t) ñîñòîèò èç ïÿòè ðàçíûõ ôîðìóë, à ó
íàñ òîëüêî èç òð¼õ, íî ýòî òîëüêî çà ñ÷¼ò óïðîùåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðàñêðûòèåì
ìîäóëåé â g(t).

Ñïóñòÿ 10 ëåò, Äæ. Áðàóí â [12] íàïèñàë, ÷òî ïîëó÷èë òî÷íî òàêîé æå ðåçóëüòàò
êàê è â [16], íî äðóãèì ìåòîäîì. Òî÷íåå, â [12] ïðèâåäåíà ôîðìóëà (7). Èññëåäî-
âàíèå íà ìàêñèìóì â [12] îòñóòñòâóåò.

Îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ àâòîðîì ýòîé ðàáîòû, ñîâïàäàåò ñ [16], íî ïîëó÷åíà äðóãèì
ìåòîäîì. Âîçìîæíî, Äæ. Áðàóí [12] íåÿâíî ðàñïîëàãàë âòîðûì èç íåðàâåíñòâ (5),
òàê êàê â åãî ðàáîòå ïðèñóòñòâóåò ôîðìóëà (7), íî â òåêñòå åãî ðàáîòû íåò âûâîäà
ôîðìóëû (7) è íåò íåðàâåíñòâà (5).
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Òî÷íàÿ îöåíêà |{f}3|, ïðè êàæäîì t, áûëà ïîëó÷åíà ïîçäíåå Ä. Â. Ïðîõîðîâûì
è ß. Øèíàëåì [13] ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâ Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà.

Êðîìå òîãî, ñòîèò îòìåòèòü ðåçóëüòàò Ð. Ïåðåöà [21], êîòîðûé äîêàçàë îöåíêó
|{f}3| ⩽ 2/e èñïîëüçóÿ òî, ÷òî îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà {f}0 + . . . + {f}3z3 ëþáîé
ôóíêöèè èç B ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ôóíêöèè êëàññà Êàðàòåîäîðè. Äîêàçàòåëü-
ñòâî Ð. Ýðìåðñ [19] èìååò àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìó, à ñàìà îöåíêà ñîñòîèò âñåãî èç
òð¼õ ôîðìóë.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî |{f}4| ⩽ 2/e â 1983 ãîäó ïîÿâèëîñü ó Ä. Òàíà â ðàáî-
òå [17], íî åãî ðàññóæäåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå ïîä÷èíåíèÿ è ëåììåØâàðöà-
Ïèêà, íå áûëè ïîëíûìè [14]. Â òîì æå ãîäó ïîÿâèëîñü äîêàçàòåëüñòâî Ï. Í. Ïðîíè-
íà [18], îñíîâàííîå íà òîì æå ñàìîì âàðèàöèîííîì ìåòîäå, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ
â [16] ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè |{f}3|. Ïîçæå, â 1987 ãîäó, Äæ. Áðàóí [12] îïóáëè-
êîâàë ñâîé âàðèàíò ïîäõîäà ê äîêàçàòåëüñòâàì îöåíîê |{f}n| ⩽ 2/e äëÿ n = 1, 4.
Ð. Åðìåðñ [19] ïðåäîñòàâèë áîëåå îáñòîÿòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî, ïðîâåä¼ííîå ïðè
ïîìîùè àëãåáðàè÷åñêîãî ìåòîäà, âîñõîäÿùåãî ê È. Øóðó. Êàê îòìå÷àåòñÿ â [14],
íàèáîëåå óáåäèòåëüíûì ñòàëî äîêàçàòåëüñòâî Â. Øàïåëÿ [20], èñïîëüçîâàâøåãî
òåîðèþ ìåðû äëÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ.

Îñòàíîâèìñÿ íà ñòàòüå Äæ. Áðàóíà [12] ïîäðîáíåå. O. Ò¼ïëèöó â 1911 ãîäó óäà-
ëîñü íàéòè [8] ïðîñòîå è î÷åíü êðàñèâîå îïèñàíèå òåë êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå C
â äåòåðìèíàíòíîé ôîðìå, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî âñå ðåçóëüòàòû Êàðàòåîäîðè áûëè
ïðèâåäåíû ê àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå. Ïîñëå ÷åãî ìàòåìàòèêè íåçàñëóæåííî çàáûëè
î ïîäõîäå Øóðà. Äîøëî äî òîãî, ÷òî íåðàâåíñòâà äëÿ êëàññà Ω0 ñòàëè ïîëó÷àòü èç
íåðàâåíñòâ Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà ïðè ïîìîùè ñâÿçè ìåæäó êëàññàìè C è Ω0. Ïðè
ïîìîùè ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà àëãîðèòìå, àíàëîãè÷íîì àëãîðèòìó È. Øóðà äëÿ
êëàññà Ω, Áðàóí ïîëó÷èë èçâåñòíûå äî íåãî íåðàâåíñòâà (4), (3), (2), îïèñûâàþùèå
ïåðâûå òðè òåëà êîýôôèöèåíòîâ êëàññà Ω0, à òàêæå íîâîå íåðàâåíñòâî, õàðàêòåðè-
çóþùåå ÷åòâ¼ðòîå òåëî. Äàëåå, ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (1) îí ðàññìîòðåë |{f}n| êàê
íåëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà êëàññå Ω0, ïîñëå ÷åãî êàêèì-òî îáðàçîì ñâ¼ë èñõîä-
íóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè óñëîâíîãî ìàêñèìóìà äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé
ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ. Îäíàêî,
ñàìî èññëåäîâàíèå íà ìàêñèìóì â åãî ðàáîòå îòñóòñòâóåò, ÷òî ïîðîæäàåò âïîëíå
ñïðàâåäëèâûå ñîìíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà â ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòà-
òàõ [14]. Ïðàâäà, ïî ïîâîäó èññëåäîâàíèÿ íà ìàêñèìóì, â ñëó÷àå n = 3, Áðàóí
ññûëàåòñÿ íà [16], à ïðè n = 4 íà [17].

Îöåíêà ïÿòîãî êîýôôèöèåíòà ìåòîäîì Â. Øàïåëÿ ïîÿâèëàñü â ðàáîòå Í. Ñà-
ìàðèñà [3].

Àâòîð äàííîé ñòàòüè â ðàáîòå [10] ïðè ïîìîùè ìåòîäà Øàïåëÿ ïîëó÷èë îöåíêè
|{f}n| ⩽ 2/e, n = 1, 5, à òàêæå îöåíêó |{f}6| ⩽ 2/e+ 0.001163. Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè
n = 2 îöåíêà ïîëó÷èëàñü òî÷íîé ïðè âñåõ t, à ïðè n = 3 îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ
àâòîðîì ýòîé ñòàòüè ñîâïàëà ñ îöåíêîé Ð. Ýðìåðñ [19]. Â. Øàïåëü â [20] çàäàë
âîïðîñ: äî êàêîãî íîìåðà n ïðèìåíèì åãî ìåòîä? Ïîõîæå, ÷òî îòâåò òàêîâ: n = 6.

Èññëåäîâàíèÿ ïî ïðîáëåìå Êøèæà íå îãðàíè÷èâàþòñÿ îöåíêàìè ìîäóëåé íà-
÷àëüíûõ òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ. Îáçîð ïî òåìàòèêå êîýôôèöèåíòîâ ãîëî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè ïî ãèïîòåçå Êøèæà, èìååòñÿ â ñòàòüå [14].

7. Çàêëþ÷åíèå
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ îöåíîê ìîäóëåé òåé-
ëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ {ω}1, {ω}2, {ω}3 íà êëàññå Ω0. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçó-
þòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Ω0.
Ïîáî÷íûì ðåçóëüòàòîì ýòèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ âèçóàëèçàöèÿ òåë êîýôôèöèåíòîâ
êëàññà Ω0.

Äàëåå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè ôóíêöèîíàëà |{f}3| íà êëàñ-
ñå B, ïóò¼ì ïåðåõîäà ê ôóíêöèîíàëó íàä êëàññîì Ω0. Íà îñíîâå óïîìÿíóòûõ îöå-
íîê íà êëàññå Ω0, óäàëîñü ïîëó÷èòü ôóíêöèîíàë, ìàæîðèðóþùèé èñõîäíûé. Ïîñëå
÷åãî çàäà÷à ñâåäåíà ê çàäà÷å î ïîèñêå óñëîâíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè òð¼õ äåéñòâè-
òåëüíûõ ïåðåìåííûõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ, ÷òî ïîçâîëèëî ïðèìåíèòü
ñòàíäàðòíûå ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíîãî
ðåçóëüòàòà � òåîðåìû 1.

Òî÷íàÿ ïðè êàæäîì t > 0 îöåíêà ôóíêöèîíàëà |{f}3| íà êëàññå Bt äîáûòà â
ðàáîòå [13]. Ýòà îöåíêà ïîëó÷åíà, â îñíîâíîì, ïðè ïîìîùè îïèñàííîãî âûøå ìåòî-
äà, ðàçóìååòñÿ, áåç èñïîëüçîâàíèÿ îãðóáëåíèÿ. Ïðè ýòîì, ïî ïîíÿòíûì ïðè÷èíàì
(òî÷íîñòü è èñïîëüçîâàíèå äâóõ ïàðàìåòðîâ α è β âìåñòî îäíîãî t), äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâåííî áîëüøå ïðèâåä¼ííîãî çäåñü.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî çäåñü ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïà-
ðàòà ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ïðè ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà êëàññå B, à
òàêæå íà äðóãèõ êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Áîëåå òîãî, çàäà÷è íà ýêñòðåìóì
ôóíêöèîíàëà øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â íàóêå è òåõíèêå è èìåþò ðàçíîîáðàçíûå
ïðèëîæåíèÿ.
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