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ÏÐÎÁËÅÌÀ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ÄËß ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ È Å� ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

Ñòóïèí Ä. Ë.
ã. Òâåðü

Â äàííîé ðàáîòå èçëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû êîýôôèöèåí-
òîâ íà êëàññàõ, ñâÿçàííûõ ñ êëàññîì Ω0 îãðàíè÷åííûõ â åäèíè÷íîì êðó-
ãå ôóíêöèé ω c íîðìèðîâêîé ω(0) = 0, íå îñíîâàííûé íà íåðàâåíñòâàõ
ñ îïðåäåëèòåëÿìè. Ïðèâåäåíû ïåðâûå øåñòü íåðàâåíñòâ, îïèñûâàþùèõ
òåëà êîýôôèöèåíòîâ êëàññà Ω0. Íàéäåíû ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå
ýòè íåðàâåíñòâà ìåæäó ñîáîé. Òàêæå èçëîæåí ìåòîä îöåíêè ìîäóëåé
òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññàõ, ñâÿçàííûõ ñ êëàññîì Ω0.

In this paper we present an approach to solving the problem of coe�cients
on classes related to the class Ω0 bounded in unit circle functions ω with
normalization ω(0) = 0 not based on inequalities with determinants. The
�rst six inequalities describing the coe�cient bodies of the class Ω0 are
given. The relations linking these inequalities with each other are found.
Also, a method for estimating the moduli of Taylor coe�cients on classes
related to the class Ω0 is outlined.
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íûå îöåíêè ìîäóëåé òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, ãèïîòåçà Êøèæà.
Keywords: bounded functions, the bodies of coef�cients, sharp Taylor
coe�cient moduli estimates, the Krzyz conjecture.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü Ω0 � êëàññ ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ∆ ôóíêöèé ω, òàêèõ, ÷òî
|ω(z)| ⩽ 1, z ∈ ∆, ω(0) = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω êëàññ ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíêöèé
w = ω(z) òàêèõ, ÷òî |ω(z)| ⩽ 1, z ∈ ∆.

Î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Ôîðìóëà ω0(z) = zω(z), ω0(z) ∈ Ω0, ω(z) ∈ Ω, óñòàíàâëèâàåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó Ω0 è Ω.

Òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè ω(z) áóäåì îáîçíà÷àòü {ω}n, n ∈ {0}∪N.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Cn, n ∈ N, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íàáîðû èç n

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ω(n) := ({ω}1, . . . , {ω}n).
Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ω(n) ∈ Cn òàêèõ, ÷òî ÷èñëà {ω}1, . . . , {ω}n ÿâëÿ-

þòñÿ ïåðâûìè n êîýôôèöèåíòàìè íåêîòîðîé ôóíêöèè êëàññà Ω0, áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç Ω
(n)
0 è íàçûâàòü n-ûì òåëîì êîýôôèöèåíòîâ êëàññà Ω0.

Ïðîáëåìà êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Ω0 ñòàâèòñÿ òàê: íàéòè íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå íóæíî íàëîæèòü íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà {ω}1, {ω}2, . . .
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äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä {ω}1z + {ω}2z2 + . . . áûë ðÿäîì Òåéëîðà íåêîòîðîé ôóíêöèè
êëàññà Ω0.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ïîëó÷åíèè òî÷íûõ îöåíîê ìîäóëåé ýòèõ êîýôôèöèåí-
òîâ íà êëàññå Ω0 åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîáëåìû êîýôôèöèåíòîâ.

Â 1917 ãîäó È. Øóð èññëåäîâàë êëàññ Ω [3]. Â ÷àñòíîñòè, îí äàë àëãîðèòì
îïðåäåëåíèÿ ôàêòà ïðèíàäëåæíîñòè ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè êëàññó Ω è ïîêàçàë,
÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ êëàññà Ω ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíà íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, èçâåñòíûõ êàê ïàðàìåòðûØóðà. Îíè îïðåäåëÿþò
ïðåäñòàâëåíèå äàííîé ôóíêöèè êëàññà Ω â âèäå íåïðåðûâíîé äðîáè.

Ðàáîòà Øóðà [3] áûëà îïóáëèêîâàíà ÷åðåç 10 ëåò ïîñëå ïåðâîé ðàáîòû Ê. Êà-
ðàòåîäîðè [4], ïîñâÿù¼ííîé ïðîáëåìå êîýôôèöèåíòîâ äëÿ êëàññà C ôóíêöèé ñ ïî-
ëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòîé ïî ïðîáëåìå êî-
ýôôèöèåíòîâ â êëàññå C ñ÷èòàåòñÿ ñòàòüÿ Êàðàòåîäîðè [5]. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû êîýôôèöèåíòîâ äëÿ äâóõ óïîìÿíóòûõ çäåñü êëàññîâ, èìååòñÿ
â ðàáîòå [8]. Â óïîìÿíóòîé ðàáîòå òàêæå åñòü êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð.

Ìíîãèå çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ñâî-
äÿòñÿ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèè ÷åðåç å¼ òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû. Ýòà
òåîðèÿ èìååò ïðèëîæåíèÿ â ãèäðî- è àýðîäèíàìèêå, íà å¼ îñíîâå ñôîðìèðîâàëàñü,
â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Òåéõìþëëåðà, èìåþùàÿ ïåðñïåêòèâíûå ïðèëî-
æåíèÿ â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå (ñîëèòîíèêå, êîí-
ôîðìíîé, êàëèáðîâî÷íîé è ñòðóííîé òåîðèÿõ ïîëÿ).

Ïðîáëåìà êîýôôèöèåíòîâ èìååò íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü ñ òåîðèåé ïîä÷èí¼í-
íûõ ôóíêöèé [2] è, â ÷àñòíîñòè, ñ ãèïîòåçîé Êøèæà [1]. Ïðîáëåìà Êøèæà äëÿ êî-
ýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n åñòü çàäà÷à íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà, êîòîðóþ ìîæíî
ñâåñòè ê çàäà÷å îá ýêñòðåìóìå äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè 2n−3 äåéñòâèòåëü-
íûõ ïåðåìåííûõ. Çàäà÷è íà ýêñòðåìóì øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â íàóêå è òåõíèêå
è èìåþò ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ.

Êðîìå ãëóáîêèõ è ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé â òåîðèè ôóíêöèé, èçëîæåí-
íûå íèæå ðåçóëüòàòû èìåþò ïðèëîæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ, òåî-
ðèè îïåðàòîðîâ è òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Êëàññ Ω0 òåñíî ñâÿçàí ñ êëàññàìè
îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè ñ êëàññàìè âûïóêëûõ è çâ¼çäíûõ ôóíêöèé.
Ñîîòâåòñòâåííî è ïðîáëåìà êîýôôèöèåíòîâ äëÿ Ω0 ñâÿçàíà c ïðîáëåìîé êîýôôè-
öèåíòîâ äëÿ óïîìÿíóòûõ êëàññîâ. Òàêæå èìåþòñÿ ïàðàëëåëè ìåæäó ïðîáëåìîé
êîýôôèöèåíòîâ è òåîðåìîé Äå Áðàíæà (ðàíåå ãèïîòåçîé Áèáåðáàõà).

2. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ïðîáëåìå êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Ω0

Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, Øóð ðåøèë ïðîáëåìó êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Ω.
Çäåñü ìû áóäåì îïèðàòüñÿ èñêëþ÷èòåëüíî íà åãî ïîäêëàññ Ω0. Óòâåðæäåíèå 1
ïîçâîëÿåò ëåãêî ïåðåíåñòè âñå ðåçóëüòàòû ñ êëàññà Ω íà êëàññ Ω0, ÷åì ìû è çàé-
ì¼ìñÿ â ýòîì ïóíêòå. Íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ áóäóò ïðèâåäåíû áåç äîêàçàòåëüñòâ,
êîòîðûå ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [8].

Ïîä ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè ω(n), ε > 0, áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê
ω(n),∗ := ({ω}∗1, . . . , {ω}∗n), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì |{ω}∗k − {ω}k| < ε, äëÿ âñåõ
k = 1, . . . , n. Áóäåì íàçûâàòü ýòî ìíîæåñòâî øàðîì ñ öåíòðîì ω(n) è ðàäèóñîì ε.

Èñõîäÿ èç ïîíÿòèÿ îêðåñòíîñòè, ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåäåëüíûå, âíóòðåííèå è
ãðàíè÷íûå òî÷êè ìíîæåñòâà, îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Ââåä¼ííóþ òàêèì
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îáðàçîì â Cn òîïîëîãèþ îáîçíà÷èì τn.

Âñþäó äàëåå âî âñåõ ðàññóæäåíèÿõ â Cn, äàæå åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ÿâíî,
áóäåì èñïîëüçîâàòü òîïîëîãèþ τn, à ïðè ðàññóæäåíèÿõ î ôóíêöèÿõ âñåãäà áóäåì
èñïîëüçîâàòü òîïîëîãèþ ëîêàëüíî-ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü n ∈ N. Ìíîæåñòâî Ω
(n)
0 åñòü àáñîëþòíî âûïóêëûé

êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå Cn, ñîäåðæàùèéñÿ â øàðå ñ öåíòðîì c(n) := (0, . . . , 0),
ðàäèóñîì 1 è èìåþùèé c(n) ñâîåé âíóòðåííåé òî÷êîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ω1, ω2 ∈ Ω0 âëå÷¼ò αω1 + (1 − α)ω2 ∈ Ω0, 0 < α < 1,

òî Ω0 è Ω
(n)
0 � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Ïîñêîëüêó âìåñòå c ω â êëàññ Ω0 âõîäèò è

ôóíêöèÿ ζω, |ζ| = 1, òî Ω0 è Ω
(n)
0 � àáñîëþòíî âûïóêëûå ìíîæåñòâà.

Äëÿ ôóíêöèé èç Ω0 èìååò ìåñòî ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè [10] è ïðåäåëüíûå

ôóíêöèè âíîâü ïðèíàäëåæàò Ω0, ñëåäîâàòåëüíî Ω
(n)
0 � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Ìíîæåñòâî Ω
(n)
0 ñîäåðæèòñÿ â øàðå ðàäèóñà 1, òàê êàê |{ω}k| ⩽ 1, k ∈ N (ñì. [10]).

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âèäíî, ÷òî âñå ïîëèíîìû {ω}1z+. . .+{ω}nzn ñ
äîñòàòî÷íî ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè {ω}k, k = 1, . . . , n, ëåæàò â êëàññå Ω0. Ñòàëî

áûòü òî÷êà (0, . . . , 0) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Ω
(n)
0 . ■

Óòâåðæäåíèå 3. Êëàññ Ω0 öåëèêîì ñîñòîèò èç ãðàíè÷íûõ òî÷åê â òîïîëîãèè
ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ω � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà Ω0, òî å¼ ìîæíî àï-
ïðîêñèìèðîâàòü ïðîèçâåäåíèÿìè Áëÿøêå [8]. Îáîçíà÷èì ýòè àïïðîêñèìàöèè ÷åðåç
ωn(z) è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ωn(z) + 1/n}∞n=1. Òàê êàê ωn(z), n ∈ N,
îòîáðàæàþò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü íà ñåáÿ, òî ôóíêöèè ωn(z) + 1/n, î÷åâèäíî,
ëåæàò âíå êëàññà Ω0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ωn ∈ Ω0, n ∈ N, è ýòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè ω ∈ Ω0 íà ∆. Òàêèì îáðàçîì ω �
ãðàíè÷íàÿ òî÷êà êëàññà Ω0. ■

Ñóùåñòâóåò òîíêîå ðàçëè÷èå ìåæäó ãðàíèöåé ìíîæåñòâà Ω0 è ãðàíèöåé ìíî-

æåñòâà Ω
(n)
0 . Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ ω(z) = z/2 ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3 ÿâëÿåòñÿ

ãðàíè÷íîé òî÷êîé êëàññà Ω0, íî íàáîð å¼ êîýôôèöèåíòîâ (1/2, 0, . . . , 0) íå ÿâëÿåò-

ñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà Ω
(n)
0 .

×òîáû ðåøèòü ïðîáëåìó êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Ω, Øóð èñïîëüçîâàë ñïå-
öèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå � ýòî ïî ñóòè
íåñêîëüêî âèäîèçìåí¼ííàÿ ôîðìà âòîðîé òåîðåìû Àáåëÿ.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü ω(z) :=
∞∑
k=1

{ω}kzk ∈ Ω0 è ωn(z) :=
n∑

k=1

{ω}kzk + o(zn),

n ∈ N, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ωn(z)}∞n=1 ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê
ω(z) íà ∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ω(z) − ωn(z) = O(zn+1), n ∈ N. Äàëåå, ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn}∞n=1 ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê òîæ-
äåñòâåííîìó íóëþ íà ∆, îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ωn(z)}∞n=1

ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê ω(z) íà ∆. ■
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Âûøå óæå óïîìèíàëîñü, ÷òî â 1917 ãîäó â ðàáîòå [3] ïîÿâèëñÿ àëãîðèòì, ñîñòî-
ÿùèé â îáùåì ñëó÷àå èç ñ÷¼òíîãî êîëè÷åñòâà øàãîâ, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ôàêòà ïðèíàäëåæíîñòè ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè êëàññó Ω. Øóð ïîêàçàë,
÷òî êàæäîé ôóíêöèè ω êëàññà Ω ñîîòâåòñòâóåò îäíà è òîëüêî îäíà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, qj , j ∈ N∪{0}. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ Øóð
äàë ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó:

ωk(z) :=
1

z

ωk−1(z)− qk−1

1− qk−1ωk−1(z)
, k = 1, 2, . . . , (1)

ãäå ω0(z) := ω(z), qk−1 := ωk−1(0). ×èñëà qk−1, k = 1, 2, . . . , è íàçûâàþòñÿ ïàðàìåò-
ðàìè Øóðà.

Îòìåòèì åù¼, ÷òî âûïîëíÿòü ýòó ïðîöåäóðó ìîæíî äî òåõ ïîð, ïîêà |qk−1| < 1,
èíà÷å ïîëó÷èì äåëåíèå íà íîëü (qk−1 := ωk−1(0) ≡ ωk−1(z) ≡ eiφ, φ ∈ [0, 2π)).

Ïóñòü n ∈ N. Ôîðìóëà (1) äîïóñêàåò îáðàùåíèå

rk−1(z) =
qk−1 + zrk(z)

1 + qk−1zrk(z)
, k = n− 1, n− 2, . . . , 1. (2)

Åñëè ïîëîæèòü rn−1(z) = ωn−1(z) â ôîðìóëå (2), òîãäà ìû âåðí¼ìñÿ òóäà, îòêóäà
íà÷àëè, òî åñòü ê èñõîäíîé ôóíêöèè ω(z). Åñëè æå ïîëîæèòü rn−1(z) ≡ qn−1 (ïðè
óñëîâèè, ÷òî ωn−1(z) ̸≡ qn−1), òî ÿñíî, ÷òî rk(z) ̸= ωk(z). Áîëåå òîãî, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó (2) ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ rk, îêàæåòñÿ
ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ îáùåãî âèäà, ãîëîìîðôíîé â êðóãå ∆:

rk(z) =
α0 + α1z + . . .+ αn−k−1z

n−k−1

β0 + β1z + . . .+ βn−k−1zn−k−1
,

ãäå k = 0, . . . , n− 1, α0, . . . , αn−k−1, β0, . . . , βn−k−1 ∈ C.
Ïðèâåä¼ì àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ êëàññà Ω0. Ïðÿìàÿ ôîðìóëà [11]:

ωk+1(z) :=
ωk(z)− qkz

z − qkωk(z)
, k = 0, 1, . . . , (3)

ãäå ω0(z) := ω(z), qk := {ωk}1. Îáðàòíàÿ ê (3) ôîðìóëà:

rk−1(z) = z
qk−1 + rk(z)

1 + qk−1rk(z)
, k = n− 1, n− 2, . . . , 1. (4)

Çàìåòèì, ÷òî âñå ωk è rk ëåæàò â êëàññå Ω èëè Ω0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî ïðè-
ìåíÿåì ìû ôîðìóëû (1) è (2) èëè ôîðìóëû (3) è (4). Äåëî â òîì, ÷òî èìååò ìåñòî
óòâåðæäåíèå 1 è êëàññ Ω èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äðîáíîëèíåéíîãî àâòîìîð-
ôèçìà êðóãà ∆ (ñì. [10]).

Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü n ∈ N, ω(z) = {ω}1z+ . . .+ {ω}nzn + o(zn) ∈ Ω0. Òîãäà
ñóùåñòâóåò m ∈ {1, . . . , n} è ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü îáùåãî âèäà

Qm(z, ω(m)) := z
α0 + α1z + . . .+ αm−1z

m−1

β0 + β1z + . . .+ βm−1zm−1
, Qm(z, ω(m)) ∈ Ω0,

èìåþùàÿ â ñâî¼ì òåéëîðîâñêîì ðàçëîæåíèè îêîëî z = 0 n ïåðâûõ êîýôôèöèåí-
òîâ, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûõ {ω}1, . . . , {ω}n.
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Ëåììà 1. Ïóñòü n ∈ N è αk ∈ C, k = 0, . . . , n− 1. Ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü

Rn(z) := z
αn−1 + αn−2z + . . .+ α0z

n−1

α0 + α1z + . . .+ αn−1zn−1
, (5)

íå èìååò íóëåé è ïîëþñîâ íà îêðóæíîñòè |z| = 1. Áîëåå òîãî, |Rn(z)| = 1,
|z| = 1. Ãîëîìîðôíîñòü Rn(z) â ∆ è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Rn(0) = αn−1/α0 ∈ ∆
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Rn ∈ Ω0.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîìó íóëþ zk, ÷èñëèòåëÿ ðàöèîíàëüíîé äðîáè Rn(z)
îòâå÷àåò íóëü å¼ çíàìåíàòåëÿ 1/zk, ñèììåòðè÷íûé íóëþ ÷èñëèòåëÿ îòíîñèòåëüíî
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òî åñòü

Rn(z) = εz

n−1∏
k=1

z − zk
1− zkz

,

ãäå |ε| = 1, |zk| < 1, k = 1, . . . , n− 1.

Åñëè îòðåçîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ Øóðà íå çàêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëîì
ïî ìîäóëþ ðàâíûì 1, òî ê íåìó âñåãäà ìîæíî ïðèïèñàòü ÷èñëî ñ ìîäóëåì 1, ñëå-
äîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü n ∈ N, |qk| < 1, k = 1, . . . , n− 1, è

ω(z) = {ω}1z + . . .+ {ω}n−1z
n−1 + o(zn−1) ∈ Ω0,

òîãäà ñóùåñòâóåò äðîáü âèäà (5) ðåãóëÿðíàÿ â ∆ è èìåþùàÿ â ñâî¼ì òåéëîðîâ-
ñêîì ðàçëîæåíèè îêîëî òî÷êè z = 0 ïåðâûå n−1 êîýôôèöèåíòîâ, ñîîòâåòñòâåí-
íî ðàâíûõ {ω}1, . . . , {ω}n−1.

Òî åñòü ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé âèäà (5) âñþäó ïëîòíî
â êëàññå Ω0 â òîïîëîãèè ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 1 (Øóð). Ôóíêöèÿ ω ∈ Ω0 åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëî-
âèé: ëèáî |qk| < 1, k ∈ N, ëèáî íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, òàêîå ÷òî |qk| < 1,
k = 1, . . . , n− 1, |qn| = 1 è ωn(z) ≡ qn.

Ôóíêöèÿ ω ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ âèäà (5) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, òàêîå ÷òî |qk| < 1, k = 1, . . . , n − 1, à
|qn| = 1, òî åñòü ωn(z) ≡ qn.

Òåîðåìà 2 (Øóð). Ïóñòü n ∈ N. Òî÷êè ω(n) ãðàíèöû Ω
(n)
0 íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-

îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ãîëîìîðôíûìè â ∆ äðîáÿìè âèäà (5)

Rm(z, ω(m)) = z
αm−1 + αm−2z + . . .+ α0z

m−1

α0 + α1z + . . .+ αm−1zm−1
, αm−1/α0 ∈ ∆, m ∈ {1, . . . , n}.

Ñóùåñòâóåò åù¼ îäèí òèï àïïðîêñèìàöèè [6] ïðè ïîìîùè ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé
âèäà (5).

Òåîðåìà 3 (Êàðàòåîäîðè, Ôåéåð). Ïóñòü n ∈ N. Êàêîâ áû íè áûë ïîëèíîì

p(z) = {ω}1z + . . .+ {ω}nzn ̸≡ 0,
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ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ, äðîáü âèäà

Rn(λ, z, ω
(n)) := λz

αn−1 + αn−2z + . . .+ α0z
n−1

α0 + α1z + . . .+ αn−1zn−1
, λ > 0.

ðåãóëÿðíàÿ â ∆ è èìåþùàÿ â ñâî¼ì òåéëîðîâñêîì ðàçëîæåíèè îêîëî z = 0 n
ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûõ {ω}1, . . . , {ω}n.

Ñðåäè âñåõ ôóíêöèé ω(z) = p(z) + o(zn), ðåãóëÿðíûõ â ∆, ýòà ðàöèîíàëüíàÿ
äðîáü è òîëüêî îíà äà¼ò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äëÿ âåëè÷èíû Mω := max

z∈∆
|ω(z)|,

ïðè÷¼ì MRn
= λ.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ â ñîîòíîøåíèè

λ
αn−1 + αn−2z + . . .+ α0z

n−1

α0 + α1z + . . .+ αn−1zn−1
= {ω}0 + {ω}1z + . . .+ {ω}n−1z

n−1 + . . . ,

ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç n óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ 2n íåèçâåñòíûõ α0, . . . , αn−1,
αn−1, . . . , α0. Ïðèñîåäèíÿÿ ê ýòèì óðàâíåíèÿì óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç óæå èìå-
þùèõñÿ óðàâíåíèé çàìåíîé âñåõ ÷ëåíîâ íà ñîïðÿæåííûå, áóäåì èìåòü ñèñòåìó 2n
ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ñ 2n íåèçâåñòíûìè α0, . . . , αn−1, αn−1, . . . , α0.

Âûïèøåì îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû:

Dn(λ, ω
(n)) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ · · · 0 0 {ω}1 {ω}2 · · · {ω}n
0 · · · 0 0 0 {ω}1 · · · {ω}n−1

...
. . .

...
...

...
... · · · · · ·

0 · · · 0 −λ 0 0 · · · {ω}1
{ω}1 · · · 0 0 −λ 0 · · · 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...

{ω}n−1 · · · {ω}1 0 0 0 · · · 0

{ω}n · · · {ω}2 {ω}1 0 0 · · · −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (6)

çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êîãäà {ω}1, . . . , {ω}n � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ñèñòåìà è å¼
îïðåäåëèòåëü èìåþò äðóãîé âèä:

dn(λ, ω
(n)) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 · · · 0 {ω}1
0 −λ · · · {ω}1 {ω}2
...

...
. . .

...
...

0 {ω}1 · · · {ω}n−2 − λ {ω}n−1

{ω}1 {ω}2 · · · {ω}n−1 {ω}n − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (7)

Òåîðåìà 4 (Êàðàòåîäîðè, Ôåéåð). Ïóñòü n ∈ N. Â îáùåì ñëó÷àå, λ = λ(ω(n))
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì óðàâíåíèÿ Dn(λ, ω

(n)) = 0 ñòåïå-
íè íå âûøå 2n. Åñëè æå âñå ÷èñëà {ω}0, {ω}1, . . . , {ω}n−1 âåùåñòâåíû, òî λ åñòü
íàèáîëüøèé èç àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé êîðíåé óðàâíåíèÿ dn(λ, ω

(n)) = 0 ñòåïåíè
íå âûøå n.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¼ì ïðèìåðû. Ïóñòü ω(z) = z/2+ z2/2. Òàê êàê ω ∈ Ω0, íî
ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé âèäà (5), òî ïî òåîðåìå 2 ω



ÏÐÎÁËÅÌÀ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ÄËß ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 7

íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîé ãðàíè÷íîé òî÷êå Ω
(n)
0 , n ∈ N, ñòàëî áûòü ýòî âíóòðåí-

íÿÿ òî÷êà äëÿ êàæäîãî èç óïîìÿíóòûõ ìíîæåñòâ. Åñëè âçÿòü n = 4 è ïðèìåíèòü
ïðÿìóþ ôîðìóëó àëãîðèòìà Øóðà (3) òî ïîëó÷èì q0 = 1/2, q1 = 2/3, q2 = 2/5,
q3 = 2/7. Ïðèìåíèâ îáðàòíóþ ôîðìóëó (4) ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5 ïîëó÷èì

r0(z) =
z

2

53 + 96z + 76z2 + 56z3

53 + 43z + 33z2 + 14z3
=

1

2
z +

1

2
z2 +O(z4).

Åñëè òåïåðü ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîáàâèòü q4 = 1 è âûïîëíèòü òå æå äåéñòâèÿ
(çäåñü n = 5), òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 6 ïîëó÷èì

r0(z) = z
1 + 2z + 2z2 + 2z3 + 2z4

2 + 2z + 2z2 + 2z3 + z4
=

1

2
z +

1

2
z2 +O(z5).

Íàêîíåö, ñîãëàñíî òåîðåìå 3 (çäåñü âîçüì¼ì n = 3)

r0(z) = λz
1 + 2λz

2λ+ z
=

1

2
z +

1

2
z2 +O(z3), λ =

1 +
√
5

4
≈ 0.809.

Êîýôôèöèåíò λ ìû âû÷èñëèëè èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4, îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû
ðàöèîíàëüíîé äðîáè ìû íàøëè ðåøèâ ñèñòåìó dn(λ, ω

(n)) = 0.

Óòâåðæäåíèå 5, óòâåðæäåíèå 6 è òåîðåìà 3 äàþò òðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà ïðî-
äîëæåíèÿ ïîëèíîìà p(z) = {ω}1z+ . . .+ {ω}nzn ̸≡ 0, n ∈ N, äî äðîáíî-ðàöèîíàëü-
íîãî îòîáðàæåíèÿ êëàññà Ω0. Ýòè òðè ïðîäîëæåíèÿ ñîâïàäàþò åñëè è òîëüêî åñëè
λ = 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè λ > 1 ïðîäîëæåíèå íåâîçìîæíî, ïðè λ = 1 ïðîäîëæåíèå
åäèíñòâåííî, à ïðè λ < 1 ïðîäîëæåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî, òàê êàê ìû ìîæåì
ðàñïîðÿæàòüñÿ ïàðàìåòðàìè Øóðà qk ïðè k ⩾ n ïðîèçâîëüíî.

Êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð òåîðåì, ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå, äà¼ò äîñòàòî÷íî
óäîáíûé ñïîñîá ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè ñèñòåìû n íà÷àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
íåêîòîðîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè n-ìó òåëó êîýôôèöèåíòîâ êëàññà Ω0.

3. Íåðàâåíñòâà, îïèñûâàþùèå òåëà êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Ω0

Ïóñòü ω0(z) := ω(z) = {ω}1z+ {ω}2z2+ . . .+ {ω}6z6+ . . . , òîãäà ïî ôîðìóëå (3)

ω1(z) :=
ω(z)− {ω}1z
z − {ω}1ω(z)

= {ω1}1z + {ω1}2z2 + {ω1}3z3 + {ω1}4z4 + {ω1}5z5 + . . .

Îáîçíà÷èâ, äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè, ak := {ω}k, r2 := 1− |{ω}1|2 èìååì:

{ω1}1 =
a2
r2

,

{ω1}2 =
a3
r2

+
ā1a

2
2

r22
,

{ω1}3 =
a4
r2

+ 2
ā1a2a3

r22
+

ā21a
3
2

r32
,

{ω1}4 =
a5
r2

+ 2
ā1a2a4

r22
+

ā1a
2
3

r22
+ 3

ā21a
2
2a3

r32
+

ā31a
4
2

r42
,

{ω1}5 =
a6
r2

+ 2
ā1a2a5

r22
+

ā1
r22

(
3
ā1a

2
2

r2
+ 2a3

)
a4 + 3

ā21a2a
2
3

r32
+ 4

ā31a
3
2a3

r42
+

ā41a
5
2

r52
.

(8)
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Íàïîìíèì, ÷òî ω1 ëåæèò â êëàññå Ω0 â ñèëó òîãî, ÷òî èìååò ìåñòî óòâåðæäå-
íèå 1 è êëàññ Ω èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äðîáíîëèíåéíîãî àâòîìîðôèçìà êðóãà
∆ (ñì. [10]).

Òàê êàê íà êëàññå Ω0, â ñèëó ëåììû Øâàðöà [10], ïåðâîå íåðàâåíñòâî:

|m1| ⩽ r1, m1 := {ω}1, r1 := 1, (9)

ñïðàâåäëèâî è òî÷íî áåçî âñÿêèõ óñëîâèé, òî |{ω1}1| ⩽ 1 òàêæå âåðíî è òî÷íî, òàê
êàê ω1 ∈ Ω0. Èç ÷åãî, ñ ó÷¼òîì ôîðìóë (8) ñëåäóåò, ÷òî âòîðîå íåðàâåíñòâî

|m2| ⩽ r2, m2 := {ω}2, r2 :=
1

r1
(r21 − |m1|2) (10)

ñïðàâåäëèâî è òî÷íî íà êëàññå Ω0 òàêæå áåçî âñÿêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Ïðèìåíÿÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî (10) ê êîýôôèöèåíòàì ôóíêöèè ω1(z) (ñì. (8))
ïîëó÷àåì òðåòüå íåðàâåíñòâî:

|m3| ⩽ r3, m3 := {ω}3 +
m1m

2
2

r2
, r3 :=

1

r2
(r22 − |m2|2), (11)

ñïðàâåäëèâîå è òî÷íîå íà êëàññå Ω0 òàêæå áåçî âñÿêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Èç (11) ñëåäóåò, ÷òî

{ω}3 = m3 −
m1m

2
2

r2
.

Çàïèñàâ òðåòüå íåðàâåíñòâî äëÿ ω1(z), ïîëó÷àåì ÷åòâ¼ðòîå íåðàâåíñòâî:

|m4| ⩽ r4, m4 := {ω}4+2
m1m2m3

r2
+
m2m

2
3

r2r3
−m2

1m
3
2

r22
, r4 :=

1

r3
(r23−|m3|2), (12)

×åòâ¼ðòîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è òî÷íî íà êëàññå Ω0 áåç âñÿêèõ äîïîëíèòåëü-
íûõ óñëîâèé.

Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî

{ω}4 = m4 − 2
m1m2m3

r2
− m2m

2
3

r2r3
+

m2
1m

3
2

r22
.

Çàïèñàâ ÷åòâ¼ðòîå íåðàâåíñòâî äëÿ ω1(z), ïîëó÷àåì ïÿòîå íåðàâåíñòâî:

|m5| ⩽ r5, r5 :=
1

r4
(r24 − |m4|2),

m5 := {ω}5 + 2

(
m1m2 +

m2m3

r3

)
m4

r2
+

m3m
2
4

r3r4
−

− 3
m2

1m
2
2m3

r22
+m1

(
1− 2

|m2|2

r2r3

)
m2

3

r2
− m2

2m
3
3

r22r
2
3

+
m3

1m
4
2

r32
.

(13)

Ïÿòîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è òî÷íî íà êëàññå Ω0 áåç âñÿêèõ äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé.
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Âûðàçèâ {ω}5 èç (13) ïîëó÷àåì øåñòîå íåðàâåíñòâî:

|m6| ⩽ r6, r6 :=
1

r5
(r25 − |m5|2),

m6 := {ω}6 + 2

(
m1m2

r2
+

m2m3

r2r3
+

m3m4

r3r4

)
m5 +

m4

r4r5
m2

5+

+

(
2m1

(
1− 2

|m2|2

r2r3

)
m3

r2
− 3

m2
2m

2
3

r22r
2
3

− 3
m2

1m
2
2

r22

)
m4+

+

(
m2

r2r3
− 2

m1m2m3

r2r3r4
− 2

m2|m3|2

r2r23r4

)
m2

4 −
m2

3

r23r
2
4

m3
4+

+ 4
m3

1m
3
2

r32
m3 + 3

m2
1m2

r22

(
|m2|2

r2r3
− 1

)
m2

3 + 2
m1m2

r22r3

(
|m2|2

r2r3
− 1

)
m3

3+

+
m3

2

r32r
3
3

m4
3 −

m4
1

r42
m5

2.

(14)

Ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ íåðàâåíñòâ ìîæíî ïðîäîëæàòü áåñêîíå÷íî, íî äëÿ íàøèõ
öåëåé øåñòè íåðàâåíñòâ âïîëíå äîñòàòî÷íî. Ñäåëàåì íåêîòîðûå ïðèìå÷àíèÿ.

Íåðàâåíñòâà (13) è (14) ïîëó÷åíû âïåðâûå. Ïåðâûå ÷åòûðå íåðàâåíñòâà èçâåñò-
íû (ñì. [11]). Íåðàâåíñòâî (9) íîñèò èìÿ Øâàðöà, íåðàâåíñòâî (10) � èìÿ Ïèêà.
Áðàóí â [11] îòìå÷àåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (11) áûëî èçâåñòíî äî íåãî, à íåðàâåí-
ñòâî (12) ïðèíàäëåæèò åìó.

Ïîëó÷èòü ýòè íåðàâåíñòâà ìîæíî òàêæå è äðóãèìè ñïîñîáàìè. Âî ïåðâûõ, ìîæ-
íî íå îãðàíè÷èâàòüñÿ îäíîé èòåðàöèåé â àëãîðèòìå Øóðà. Â ýòîì ñëó÷àå íàì âñå-
ãäà áóäåò äîñòàòî÷íî ïåðâîãî íåðàâåíñòâà. Íàïðèìåð øåñòîå íåðàâåíñòâî áóäåò
âûãëÿäåòü òàê: |{ω5}1| ⩽ 1. Áðàóí â [11] èñïîëüçîâàë èìåííî ìíîãîêðàòíûå èòåðà-
öèè, íî ïî÷åìó-òî íå ïåðâîå, à âòîðîå íåðàâåíñòâî. Âî âòîðûõ, ìîæíî âûäåëèòü
ïîëíûé êâàäðàò â íåðàâåíñòâàõ Dn(1, ω

(n)) ⩾ 0, n ∈ N (ñì. ôîðìóëû (6) è (7)), íî
ýòîò ñïîñîá òðåáóåò âåñüìà ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé, ïîýòîìó ìû åãî íå èñïîëüçó-
åì. Ïîäðîáíåå î ñâÿçè íåðàâåíñòâ ñ îïðåäåëèòåëÿìè è íåðàâåíòâ, îáñóæäàâøèõñÿ
âûøå ñì. â ïóíêòå 5.

Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü è â äðóãèõ, ñâÿçàííûõ ñ Ω0 êëàññàõ.
Êàê ïðèìåð ìîæíî âçÿòü êëàññ Ω èëè êëàññ C âñåõ ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíêöèé ñ
ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ èëè êëàññ B âñåõ ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíê-
öèé îãðàíè÷åííûõ è íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü. Äîïîëíèòåëüíûìè ïðèìåðàìè ìî-
ãóò ñëóæèòü êëàññû îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè êëàññ âûïóêëûõ ôóíêöèé
è êëàññ çâ¼çäíûõ ôóíêöèé. Áðàóí â [11] ïðåäëàãàåò äëÿ ýòîãî ïåðåíåñòè àëãîðèòì
Øóðà íà ýòè êëàññû, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ñâÿçè ñ Ω0. Îäíàêî, âû÷èñëåíèÿ ïðè
ýòîì áóäóò ñëîæíåå ÷åì â Ω0. Íàìíîãî ïðîùå ïîëó÷èòü óïîìÿíóòûå íåðàâåíñòâà,
èñïîëüçóÿ óæå èìåþùèåñÿ ó íàñ íåðàâåíñòâà íà Ω0, èñïîëüçîâàâ ôîðìóëû ñâÿ-
çè äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè h ∈ C èëè f ∈ B ÷åðåç
êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè ω ∈ Ω0.

4. Îá îáùåì âèäå íåðàâåíñòâ, îïèñûâàþùèõ ìíîæåñòâà Ω
(n)
0 , n ∈ N

Åñëè çàïèñàòü âñå íåðàâåíñòâà èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà â âèäå

|mn| ⩽ rn, n ∈ N,
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ãäå mn � ïîäìîäóëüíîå âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè n−ãî íåðàâåíñòâà, à rn � ïðà-
âàÿ ÷àñòü n−ãî íåðàâåíñòâà, òî ïîëó÷àÿ èç n-ãî íåðàâåíñòâà (n+1)-å ñïîñîáîì,
îïèñàííûì â ïóíêòå 3, ìû óâèäèì ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè:

mn 7→ mn+1

r2
, n ∈ N, rn 7→ rn+1

r2
, n > 1, (15)

ãäå ñèìâîë � 7→� îáîçíà÷àåò �ïåðåõîäèò â� (ïîä äåéñòâèåì ôîðìóëû (3)).
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

xn :=
|mn|
rn

.

ßñíî, ÷òî 0 ⩽ xn ⩽ 1 è xn 7→ xn+1, n ∈ N.
Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè ω(z) ∈ Ω0, òî

r1 := 1,

rn+1 =
r2n − |mn|2

rn
= rn(1− x2

n), n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå èìååòñÿ áàçà èíäóêöèè äëÿ ïåðâîãî ðà-
âåíñòâà ïðè n = 1, 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

rn =
r2n−1 − |mn−1|2

rn−1
, òîãäà (15) âëå÷¼ò rn+1/r2 =

r2n/r
2
2 − |mn|2/r22
rn/r2

,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Âòîðîå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî. ■

Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 7 ìíîãîêðàòíî, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ω(z) ∈ Ω0, òî

rn = 1−
n−1∑
k=1

|mk|2

rk
=

n−1∏
k=1

(1− x2
k), n ∈ N.

Èç ñëåäñòâèÿ 1 ñðàçó ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ω(z) ∈ Ω0, òî 0 ⩽ rn ⩽ 1, n ∈ N. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{rn}∞n=1 íå âîçðàñòàåò. Áîëåå òîãî, rn = 0 ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ íîìåðà
k < n òàêîãî, ÷òî xk = 1, à rn = 1 ðàâíîçíà÷íî òîìó, ÷òî xk = 0, k = 1, . . . , n−1.

Ïóñòü n ∈ N. Ôóíêöèè zn è zn/2+zn+1/2 ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ôóíêöèé êëàññà
Ω0 äëÿ êîòîðûõ rn = 1.

Èç ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ω(z) ∈ Ω0, è |mk| < rk, k = 1, . . . , n− 1, |mn| = rn, òî

|mn| =
r2n−1 − |mn−1|2

rn−1
= rn−1(1− x2

n−1) = 1−
n−1∑
k=1

|mk|2

rk
=

n−1∏
k=1

(1− x2
k),

mk = rk = 0, k > n.

Èòàê, ìû âûâåëè ïðîñòóþ ôîðìóëó (óòâåðæäåíèå 7), ïîçâîëÿþùóþ çàïèñàòü
rn+1 ïî èçâåñòíûì mn è rn. Çàïèñàòü mn+1 ïî èçâåñòíûì mn è rn â âèäå ïðîñòîé
çàêîíîìåðíîñòè ìîæíî â ñëó÷àå, îïèñàííîì â ñëåäñòâèè 3 è îòâå÷àþùåì ïðèíàä-
ëåæíîñòè òî÷êè ω(n) ãðàíèöå n-ãî òåëà êîýôôèöèåíòîâ êëàññà Ω0.
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5. Èòîãîâûå ðåçóëüòàòû ïî ïðîáëåìå êîýôôèöèåíòîâ

Ïðèìåíèâ n− 1 ðàç óòâåðæäåíèå 7 ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 4. Ïðè n ⩾ 2 èç ñïðàâåäëèâîñòè îäíîãî íåðàâåíñòâà |mn| ⩽ rn, ñëåäó-
åò ñïðàâåäëèâîñòü âñåõ îñòàëüíûõ íåðàâåíñòâ |mk| ⩽ rk, k = 1, . . . , n− 1. Áîëåå
òîãî, |mn| < rn âëå÷¼ò |mk| < rk, k = 1, . . . , n− 1, à ñóùåñòâîâàíèå íàèìåíüøåãî
íîìåðà s ⩽ n òàêîãî, ÷òî |ms| = rs âëå÷¼ò rs > 0, è |mk| < rk, k = 1, . . . , s − 1,
ïðè÷¼ì |mk| = rk, rk = 0, k = s+ 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü n ⩾ 2 è |mn| ⩽ rn. Íåðàâåíñòâî rn ⩾ 0
ïî óòâåðæäåíèþ 7 ýêâèâàëåíòíî r2n−1 − |mn−1|2 ⩾ 0. Îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî
|mn−1| ⩽ rn−1.

Ïóñòü òåïåðü |mn| < rn. Ýòî çíà÷èò rn > 0. Èç ÷åãî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7,
ïî öåïî÷êå ñëåäóåò, ÷òî |mk| < rk è rk > 0 ïðè k < n.

Ïóñòü òåïåðü s � íàèìåíüøèé èç íîìåðîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n òàêèõ, ÷òî

|ms| = rs, òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 7 rs =
r2s−1−|ms−1|2

rs−1
è rs > 0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ

íîìåðà s. Äàëåå, êàê è â ïðåäûäóùåì àáçàöå, èç óòâåðæäåíèÿ 7, ïîñëåäîâàòåëüíî
âûâîäèì, ÷òî |mk| < rk è rk > 0 ïðè k < s, à èç ñëåäñòâèÿ 2, ÷òî rk = 0 ïðè k > m.
■

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà Ω
(n)
0 äîñòàòî÷íî âñåãî ëèøü îäíîãî

íåðàâåíñòâà |mn| ⩽ rn. Ïåðåõîä îò íåðàâåíñòâà |mn| ⩽ rn ê ïðåäûäóùåìó íåðà-

âåíñòâó |mn−1| ⩽ rn−1 åñòü ïðîåöèðîâàíèå Ω
(n)
0 èç Cn â Cn−1, òàê êàê ðåçóëüòàòîì

ýòîãî äåéñòâèÿ áóäåò Ω
(n−1)
0 .

Ïóñòü n ∈ N è ω ∈ Ω0. Â îáùåì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ïóíêòó 4, |mn| ⩽ rn. Çàìåòèì,
÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå |{ω}n−cn| ⩽ rn, ãäå cn := {ω}n−mn.
Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âèäèì, ÷òî ω(n) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà n-ãî òåëà

êîýôôèöèåíòîâ Ω
(n)
0 , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |mn| < rn.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììèðóÿ âñ¼ âûøåèçëîæåííîå, ðåøåíèå ïðîáëåìû êîýôôèöè-
åíòîâ íà Ω0 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê

Òåîðåìà 5. Ïóñòü n ∈ N. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñèñòåìû êîýôôèöèåíòîâ ω(n)

íà êëàññå Ω0 åñòü àáñîëþòíî âûïóêëûé êîìïàêò Ω
(n)
0 , ñîñòîÿùèé èç òî÷åê ïðî-

ñòðàíñòâà Cn, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèáî ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó |{ω}n − cn| < rn,
ëèáî ðàâåíñòâó |{ω}s−cs| = rs, s ⩽ n, ïðè÷¼ì rs > 0, rk = 0, {ω}k = ck, s < k ⩽ n.

Ïåðâûé ñëó÷àé îòâå÷àåò âíóòðåííèì òî÷êàì Ω
(n)
0 , âòîðîé ñëó÷àé � ãðàíè÷íûì

òî÷êàì Ω
(n)
0 . Êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êå îòâå÷àåò îäíà è òîëüêî îäíà ôóíêöèÿ

êëàññà Ω0, èìåþùàÿ âèä ãîëîìîðôíîé â ∆ ðàöèîíàëüíîé äðîáè Rs(1, z, ω
(s)).

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 5 åñòü êðèòåðèé ïðîäîëæàåìîñòè ïîëèíîìà

p(z) = {ω}1z + . . .+ {ω}nzn ̸≡ 0

äî ôóíêöèè ω(z) = p(z) + o(zn) ∈ Ω0. Òåîðåìà 5 åñòü òàêæå êðèòåðèé ïðèíàäëåæ-
íîñòè ãîëîìîðôíîé â∆ ôóíêöèè ω ñ òåéëîðîâñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî òî÷êè z = 0, {ω}k, k ∈ N, êëàññó Ω0.
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Îáîáùèì òåîðåìó 5. ÏóñòüMF � êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé f(z) = F (ω(z)),
ãäå F � ãîëîìîðôíàÿ â ∆ ôóíêöèÿ, à ω ∈ Ω0. ßñíî, ÷òî {f}n çàâèñèò îò {ω}k,
k = 1, . . . , n. Åñëè âåðõíèé èíäåêñ îáîçíà÷àåò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, òî

{f}n = {F}1{ω}n + {F}2{ω2}n + . . .+ {F}n{ωn}n,

îòêóäà {F}1{ω}n = {f}n− ({F}2{ω2}n+ . . .+{F}n{ωn}n). Ïîäñòàâèâ {ω}n â íåðà-
âåíñòâî |{ω}n − cn| ⩽ rn ïîëó÷àåì ïîõîæåå íåðàâåíñòâî |{f}n − c∗n| ⩽ r∗n, ãäå
c∗n := {F}1cn + {F}2{ω2}n + . . .+ {F}n{ωn}n, à r∗n := |{F}1|rn.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü n ∈ N. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñèñòåìû êîýôôèöèåíòîâ f (n)

íà êëàññå MF åñòü êîìïàêò M
(n)
F (íå âûïóêëûé, âûïóêëûé èëè àáñîëþòíî âûïóê-

ëûé åñëè ìíîæåñòâî MF (∆) íå âûïóêëîå, âûïóêëîå èëè àáñîëþòíî âûïóêëîå),
ñîñòîÿùèé èç òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Cn, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèáî ñòðîãîìó íåðà-
âåíñòâó |{f}n − c∗n| < r∗n, ëèáî ðàâåíñòâó |{f}s − c∗s| = r∗s , s ⩽ n, ïðè÷¼ì r∗s > 0,

r∗k = 0, {f}k = c∗k, s < k ⩽ n. Ïåðâûé ñëó÷àé îòâå÷àåò âíóòðåííèì òî÷êàì M
(n)
F ,

âòîðîé ñëó÷àé � ãðàíè÷íûì òî÷êàì M
(n)
F . Êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êå îòâå÷àåò

îäíà è òîëüêî îäíà ôóíêöèÿ êëàññà MF , èìåþùàÿ âèä F (Rs(1, z, ω
(s))).

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 6 åñòü êðèòåðèé ïðîäîëæàåìîñòè ïîëèíîìà

p(z) = {f}0 + {f}1z + . . .+ {f}nzn ̸≡ 0

äî ôóíêöèè f(z) = p(z)+o(zn) ∈ MF . Òåîðåìà 6 åñòü òàêæå êðèòåðèé ïðèíàäëåæ-
íîñòè ãîëîìîðôíîé â∆ ôóíêöèè f ñ òåéëîðîâñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî òî÷êè z = 0, {f}k, k ∈ N, êëàññó MF .

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìó 5 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èñïîëüçóÿ âìåñòî íåðàâåíñòâà
ñ ìîäóëåì íåðàâåíñòâî ñ îïðåäåëèòåëåì (ñì. ôîðìóëû (6) è (7)). Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü ω ∈ Ω0. Âûäåëèâ â íåðàâåíñòâàõ D1(1, ω

(1)) ⩾ 0 è D2(1, ω
(2)) ⩾ 0 ïîëíûé

êâàäðàò ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà |{ω}1| ⩽ 1 è |{ω}2| ⩽ 1 − |{ω}1|2, òî åñòü íåðàâåí-
ñòâà (9) è (10). Ïóñòü n ∈ N. Òàê êàê {ω}n è {ω}n âõîäèò â îïðåäåëèòåëü Dn òîëüêî
ïî îäíîìó ðàçó, òî èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îí
çàâèñèò îò íåêîòîðûõ ñòåïåíåé {ω}k, {ω}k, k = 1, . . . , n − 1 è îò ïåðâîé ñòåïåíè

{ω}n, {ω}n è |{ω}n|2. Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò ïîëó÷àåì n-å íåðàâåíñòâî.
Çäåñü ìû íå èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâ ñ îïðåäåëèòåëÿìè, îäíàêî ó íèõ åñòü îäíî

íåîñïîðèìîå ïðåèìóùåñòâî � ìû çíàåì âèä ýòèõ íåðàâåíñòâ äëÿ ëþáîãî n ∈ N.
Ýòî ëåãêî ïîçâîëÿåò äåëàòü êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ. Íàïðèìåð òàêèì îáðà-
çîì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìû íå äîïóñòèëè îøèáîê ïðè ïîëó÷åíèè ïåðâûõ øåñòè
íåðàâåíñòâ. Êëàññè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè ñ îïðåäåëèòåëÿìè ìîæíî íàéòè â ðàáî-
òå [8]).

Óïîìÿíåì åù¼ ðàç î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ìíîæåñòâî Ω
(n)
0 ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì íåðàâåíñòâîì |mn| ⩽ rn. Â ýòîì è ñîñòîèò îñíîâíîå îòëè-
÷èå ôîðìóëèðîâîê, ïðèâîäèìûõ çäåñü îò ôîðìóëèðîâîê êëàññè÷åñêèõ. Ïðèâåäåì
íàïðèìåð òàêóþ ôîðìóëèðîâêó èç ìîíîãðàôèè [10]: �Äëÿ òîãî ÷òîáû ω(n) áûëà
âíóòðåííåé òî÷êîé Ω(n), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåí-
ñòâà Dn(1, ω

(n)) > 0, k = 1, . . . , n�. Çäåñü êîíå÷íî íåò îøèáêè, íî ñîçäà¼òñÿ âïå-

÷àòëåíèå, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà Ω
(n)
0 íåîáõîäèìî n íåðàâåíñòâ, à íå îäíî.

Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò íàì ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäñòâèå 4 â òåðìèíàõ
îïðåäåëèòåëåé
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Ñëåäñòâèå 5. Ïðè n ⩾ 2 èç ñïðàâåäëèâîñòè îäíîãî íåðàâåíñòâà Dn(1, ω
(n)) ⩾ 0,

ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âñåõ íåðàâåíñòâ Dk(1, ω
(k)) ⩾ 0, k = 1, . . . , n − 1. Áîëåå

òîãî, Dn(1, ω
(n)) > 0 âëå÷¼ò Dk(1, ω

(k)) > 0, k = 1, . . . , n − 1, à ñóùåñòâîâàíèå
íàèìåíüøåãî íîìåðà s ⩽ n òàêîãî, ÷òî Ds(1, ω

(s)) = 0 âëå÷¼ò Dk(1, ω
(k)) > 0,

k = 1, . . . , s− 1, ïðè÷¼ì Dk(1, ω
(k)) = 0, k = s+ 1, . . . , n.

6. Ïðèëîæåíèÿ

Ýòîò ïóíêò ïîñâÿòèì ïðèìåíåíèþ ðåçóëüòàòîâ ïî ïðîáëåìå êîýôôèöèåíòîâ
äëÿ îöåíîê ìîäóëåé òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Ω0 è ñâÿçàííûõ êëàñ-
ñàõ.

6.1. Îöåíêè ìîäóëåé òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ

Ïðè âûâîäå êîýôôèöèåíòíûõ îöåíîê íà êëàññàõ ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ êëàññîì
Ω0, âåñüìà ïîëåçíî èìåòü â âèäó ñëåäóþùèé î÷åâèäíûé, â ñâåòå èçëîæåííîãî â
ïóíêòå 3, ôàêò:

Ëåììà 2. Ïóñòü n ∈ N, à ω ∈ Ω0. Åñëè òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû {ω}k,
k = 1, n− 1, ôèêñèðîâàíû, òî {ω}n = cn + eiφρ rn, ρ ∈ [0, 1], φ ∈ [0, 2π). Òî åñòü
{ω}n åñòü íåêîòîðîå ÷èñëî èç çàìêíóòîãî êðóãà |{ω}n − cn| ⩽ rn ñ ðàäèóñîì rn è
öåíòðîì cn, çàâèñÿùèìè îò {ω}k, k = 1, n− 1.

Îáîáùèì ýòó ëåììó, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ èç ïóíêòà 5.

Ëåììà 3. Ïóñòü n ∈ N, à f ∈ MF . Åñëè òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû {ω}k,
k = 1, n− 1, ôèêñèðîâàíû, òî {f}n = c∗n + eiφρ r∗n, ρ ∈ [0, 1], φ ∈ [0, 2π). Òî åñòü
{f}n åñòü íåêîòîðîå ÷èñëî èç çàìêíóòîãî êðóãà |{f}n − c∗n| ⩽ r∗n ñ ðàäèóñîì r∗n è
öåíòðîì c∗n, çàâèñÿùèìè îò {ω}k, k = 1, n− 1.

Çàìåòèì, ÷òî c∗n è r∗n ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç {f}k, k = 0, n− 1, è ñîîòâåò-
ñòâóþùèì îáðàçîì îòðåäàêòèðîâàòü ôîðìóëèðîâêó òåîðåì 6 è 3, à òàêæå äðóãèõ
óòâåðæäåíèé íà MF , íî îáû÷íî ýòè âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ áîëåå ãðîìîçäêèìè.

Èç ëåììû 2 âûòåêàåò

Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü n ∈ N, ω(z) ∈ Ω0. Ñïðàâåäëèâû òî÷íûå íåðàâåíñòâà

|cn| − rn ⩽ |{ω}n| ⩽ |cn|+ rn. (16)

Ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâàõ (16) äîñòèãàþòñÿ íà ãðàíèöå Ω
(n)
0 : â ïåðâîì íåðàâåí-

ñòâå (ñ îãîâîðêîé |cn| ⩾ rn) ïðè {ω}n = cn − rne
i arg cn , âî âòîðîì íåðàâåíñòâå

ïðè {ω}n = cn + rne
i arg cn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n ∈ N. Èìååì: |{ω}n − cn| ⩽ rn, ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê
|cn|−|{ω}n| ⩽ |{ω}n−cn| è |{ω}n|−|cn| ⩽ |{ω}n−cn|, òî |cn|−rn ⩽ |{ω}n| ⩽ rn+|cn|.
×òî è òðåáîâàëîñü. ■
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Àíàëîãè÷íî, èç ëåììû 3 âûòåêàåò

Óòâåðæäåíèå 9. Ïóñòü n ∈ N, f ∈ MF . Ñïðàâåäëèâû òî÷íûå íåðàâåíñòâà

|c∗n| − r∗n ⩽ |{f}n| ⩽ |c∗n|+ r∗n, c∗n := {F}1cn +
n∑

k=2

{F}k{ωk}n, r∗n := |{F}1|rn. (17)

Ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâàõ (17) äîñòèãàþòñÿ íà ãðàíèöå Ω
(n)
0 : â ïåðâîì íåðàâåí-

ñòâå (ñ îãîâîðêîé |c∗n| ⩾ r∗n) ïðè {f}n = c∗n − r∗ne
i arg c∗n , âî âòîðîì íåðàâåíñòâå

ïðè {f}n = c∗n + r∗ne
i arg c∗n .

Óòâåðæäåíèå 9 ãîâîðèò î òîì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü öåëåâîé ôóíê-

öèîíàë |{f}n| íà ìàêñèìóì òîëüêî íà ãðàíèöå òåëà êîýôôèöèåíòîâ Ω
(n)
0 , êîòîðàÿ

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì |{ω}n − cn| = rn.

6.2. Îäíî ñâîéñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê òåë êîýôôèöèåíòîâ

Óòâåðæäåíèå 10. Ïóñòü n ∈ N, ω ∈ Ω0. Òî÷êà ω(n) ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé
n-ãî òåëà êîýôôèöèåíòîâ êëàññà Ω0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xn = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5 òî÷êà ω(n) ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé n-ãî
òåëà êîýôôèöèåíòîâ êëàññà Ω0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî |{ω}n − cn| = rn,
rn > 0, ëèáî rn = 0, íî íàéä¼òñÿ íîìåð k < n òàêîé, ÷òî |{ω}k − ck| = rk, rk > 0.

Ïî ëåììå 2 {ω}n = cn + rne
iφ, φ ∈ R. Åñëè rn > 0, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ zn

zn =
{ω}n − cn

rn
=

cn + rne
iφ − cn

rn
= eiφ.

Åñëè æå rn = 0, òî ìû ïîëó÷àåì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà 0/0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ωε(z) := εω(z). ßñíî, ÷òî òî÷êà ω
(n)
ε åñòü óæå âíóòðåííÿÿ òî÷êà n-ãî òåëà êîýôôè-

öèåíòîâ êëàññà Ω0. Ñòàëî áûòü, äëÿ ôóíêöèè ωε ïðè ε → 1− áóäåò ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå ω
(n)
ε → ω(n), |mn| → r−n , rn → 0+ è x → 1−. ■

7. Ïðîáëåìà êîýôôèöèåíòîâ è îöåíêà êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Ω0

Â ýòîì ïóíêòå îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü âûâîäà îöåíîê ìîäóëåé êîýôôèöè-
åíòîâ íà êëàññå Ω0 áåç èñïîëüçîâàíèÿ êàêèõ áû-òî íè áûëî ñâîéñòâ êëàññà Ω0

òàêèõ, íàïðèìåð êàê âûïóêëîñòü èëè
∞∑
k=1

|{ω}k|2 ⩽ 1 (ñì. [2]) è ïðî÷èõ. Ìîæíî

ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî íåðàâåíñòâàìè.
Òî åñòü èç íåðàâåíñòâà |mn| ⩽ rn íóæíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâà |{ω}k| ⩽ 1, è

ïîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ω(z) = ζkz

k, |ζk| = 1, k = 1, . . . , n. Òåîðåòè÷åñêè (ñì. òåîðåìó 5) ýòî âîçìîæíî,
íî íà ïðàêòèêå âîçíèêàþò òðóäíîñòè.

Âåðîÿòíî, ÷òî åñëè ýòî ïîëó÷èòñÿ ñäåëàòü íà Ω0, òî ýòîò óñïåõ ìîæíî áóäåò
ïîâòîðèòü è äëÿ êëàññîâ MF , ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé F.
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Â ðàáîòå [9] êàê ðàç ïðèâåäåíû îöåíêè, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå îäíèõ òîëüêî
íåðàâåíñòâ

|{ω}1| ⩽ 1, |{ω}2| ⩽ 1− |m1|2, |{ω}3| ⩽ 1− |m1|2 −
|m2|2

1 + |m1|
, (18)

èç êîòîðûõ ñðàçó âèäíî, ÷òî |{ω}k| ⩽ 1, è ðàâåíñòâî â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ äîñòèãà-
åòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè ω(z) = ζkz

k, |ζk| = 1, k = 1, 2, 3. Èç íåðàâåíñòâ (18) òàêæå
âèäíî, ÷òî {max |{ω}k|}3k=1 íå âîçðàñòàåò.

Ôèêñèðóåì {ω}k, k = 1, n− 1. Ïóñòü n > 3. Ñëåäñòâèå 2 ãîâîðèò î òîì, ÷òî
{rk}∞k=1 íå âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî è {max |mk|}∞k=n íå âîçðàñòàåò. Ñêîðåå âñåãî,
{max |ck|}∞k=n òàêæå íå âîçðàñòàåò. Åñëè ýòî òàê, òî {max |{ω}k|}∞k=n íå âîçðàñòàåò,
à çíà÷èò |{ω}k| íèêàê íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1.

7.1. Îöåíêà |cn|.

Óòâåðæäåíèå 11. Ïóñòü n ∈ N, ω ∈ Ω0, òîãäà |cn|+ rn ⩽ 1. Ðàâåíñòâî äîñòè-
ãàåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè cn = 0, rn = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n ∈ N. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî {ω}n = cn + eiφρ rn. Òàê
êàê |{ω}n| ⩽ 1 è 0 ⩽ ρ ⩽ 1, òî rn + |cn| ⩽ 1. Äàëåå, |{ω}n| = 1, êàê èçâåñòíî,
ðàâíîçíà÷íî ω(z) = ηzn, |η| = 1. ■

Çàìåòèì, ÷òî r∗n ïðîïîðöèîíàëåí rn, íî c∗n âûðàæàåòñÿ ÷åðåç cn ñëîæíåå, ÷òî
è âëå÷¼ò, â îáùåì ñëó÷àå, îòñóòñòâèå ïðîñòîé îöåíêè |{f}n| ⩽ |c∗n|+ r∗n ⩽ |{F1}| â
îòëè÷èå îò óòâåðæäåíèÿ 11. Îäíàêî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè F (∆) � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî, òî |{f}n| ⩽ |c∗n|+ r∗n ⩽ |{F1}|.

Èç óòâåðæäåíèÿ 11 è ñëåäñòâèÿ 1 ñðàçó ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 12. Ïóñòü n ∈ N, ω ∈ Ω0, òîãäà

|cn| ⩽ 1− rn =

n−1∑
k=1

|mk|2

rk
.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè cn = 0, rn = 1.

Åñëè áû ìû ïîëó÷èëè ýòîò ôàêò íå èñïîëüçóÿ òîãî, ÷òî |{ω}n| ⩽ 1, òî ìîãëè
áû äîêàçàòü, ÷òî èç |{ω}n − cn| ⩽ rn ñëåäóåò, ÷òî |{ω}n| ⩽ 1.

Ó íàñ äàæå åñòü áàçà èíäóêöèè. Ïðè n = 1, 2 óòâåðæäåíèå 12 î÷åâèäíî ñïðà-

âåäëèâî, òàê êàê c1 = c2 = 0. Äàëåå, íåðàâåíñòâî c3 ⩽ |m1|2
r1

+ |m2|2
r2

ýêâèâàëåíòíî

íåðàâåíñòâó |m1||m2|2 ⩽ r2|m1|2 + |m2|2, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî â ñèëó òîãî, ÷òî
|m1||m2|2 ⩽ |m2|2. Îäíàêî, êàê ñäåëàòü øàã èíäóêöèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ÿñíî.

7.2. Ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè zn.

Èç ôîðìóë (9)�(14) î÷åâèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî
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Ëåììà 4. Ïóñòü n ∈ N è ω ∈ Ω0, òîãäà xk = 0, k = 1, . . . , n, ðàâíîñèëüíî
{ω}k = 0, k = 1, . . . , n.

Ôóíêöèÿ zn îáëàäàåò ñëåäóþùèì ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâîì (ñðàâíèòå ñî ñëåä-
ñòâèåì 2):

Óòâåðæäåíèå 13. Ïóñòü n ∈ N. Ôóíêöèîíàëû |mn| è rn äîñòèãàþò ñâîåãî ìàê-
ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 1 íà Ω0 åñëè è òîëüêî åñëè ω(z) = ζzn, |ζ| = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì |mn| ⩽ rn, à rn =
n−1∏
k=1

(1 − x2
k) ïî ñëåäñòâèþ 1. Îòñþäà

ÿñíî, ÷òî rn = 1 ýêâèâàëåíòíî xk = 0, k = 1, . . . , n − 1, ÷òî ñîãëàñíî ëåììå 4
ýêâèâàëåíòíî {ω}k = 0, k = 1, . . . , n− 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî cn = 0.

Åñëè |mn| = rn = 1 òî cn = 0 çíà÷èò |{ω}n| = 1 è {ω}k = 0, k = 1, . . . , n − 1.
Åñëè {ω}k = 0, k = 1, . . . , n− 1, |{ω}n| = 1 òî |mn| = 1 òàê êàê cn = 0. ■

Ëåììà 5. Ïóñòü n ∈ N è ω ∈ Ω0, òîãäà |{ω}n| = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ω(z) = ζzn, |ζ| = 1.

Åñëè ω(z) = ζzn, |ζ| = 1, òî î÷åâèäíî, ÷òî n-å íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â
|{ω}n| = 1. À âîò îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äîêàçàòü ïîëüçóÿñü îäíèìè òîëüêî íåðà-
âåíñòâàìè ïî âèäèìîìó íå ïðîñòî.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü n ∈ N è ω ∈ Ω0, òîãäà |{ω}n| ⩽ 1, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòè-
ãàåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè ω(z) = ζzn, |ζ| = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n ∈ N è ω ∈ Ω0. Ñëó÷àé |{ω}n| = 1 îïèñàí â ëåììå 5.
Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì îò ïðîòèâíîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |{ω}n| > 1 è {ω}k ̸= 0 ïðè íåêîòîðîì íîìåðå k < n, òîãäà
g(z) := ω(z)/{ω}n ∈ Ω0 è |{g}n| = 1, íî {g}k ̸= 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 5. Ñòàëî
áûòü |{ω}n| < 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |{ω}n| > 1 è {ω}k = 0, k = 1, . . . , n − 1, òîãäà ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì 13. Äåéñòâèòåëüíî, mn = {ω}n − cn, íî â íàøåì
ñëó÷àå cn = 0 è çíà÷èò |mn| = |{ω}n| > 1, ÷åãî íå ìîæåò áûòü. Ñòàëî áûòü
|{ω}n| ⩽ 1. ■

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâà (18) âïîëíå ìîãëè áû ïîñëóæèòü áàçîé èíäóêöèè â
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.

8. Îò ôóíêöèîíàëà ê ôóíêöèè

Â ïóíêòå 5 áûëî óïîìÿíóòî, ÷òî åñëè f ∈ MF , òî

{f}n =

n∑
k=1

{F}k{ωk}n, n ∈ N.

Îáëàñòè çíà÷åíèé {ω}k è {ω}k+1, k = 1, . . . , n − 1 îòëè÷àþòñÿ, ÷òî çàòðóäíÿåò
ðåøåíèå çàäà÷è. Èñïðàâèì ýòî. Êîýôôèöèåíò {ω}k ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåçmj è rj ,
j = 1, . . . , k, (ñì. ôîðìóëû (9)�(14)). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ zk = mk/rk, k = 1, . . . , n.
Ñîãëàñíî ïóíêòó 4 xk = |zk|.
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Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ôóíêöèîíàë {f}n â âèäå
êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn. Îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè åñòü ïîëèäèñê ∆̄n. Èç ôîðìóë (9)�(14) ñëåäóåò ÷òî ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé íà ∆̄n.

Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êè ìàêñèìóìà ôóíêöèîíàëà |{f}n| è ôóíêöèîíàëà∣∣∣∣∣{ω}n +

n∑
k=2

αk{ωk}n

∣∣∣∣∣ , αk =
{F}k
|{F}1|

, k = 2, . . . , n,

ñîâïàäàþò. Ýòî ñîîáðàæåíèå ìîæíî ïðèìåíèòü, åñëè îíî ïðèâåä¼ò ê íåêîòîðûì
óïðîùåíèÿì â ðàñ÷¼òàõ.

Òàê êàê ôóíêöèîíàë |{f}n| äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà íà ãðàíèöå Ω
(n)
0 , òî

ñîãëàñíî ëåììå 2 {ω}n = cn + rne
iφ.

Ôèêñèðóåì n ∈ N è ïîêàæåì òðè ñïîñîáà ïåðåõîäà îò ôóíêöèîíàëà ê ôóíêöèè.
Òàê êàê íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè òî÷íûõ îöåíîê ìîäóëåé òåéëîðîâñêèõ
êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå MF , òî â êà÷åñòâå öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî òå, êîòîðûå íå íàðóøàþò òî÷íîñòü îöåíêè.

8.1. Ïåðâûé ñïîñîá

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

In :=

∣∣∣∣∣rn + cn +

n∑
k=2

αk{ωk}n

∣∣∣∣∣ .
Áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {ω}1 ⩾ 0, òàê êàê êëàññ Ω0, à

ñëåäîâàòåëüíî è êëàññ MF èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðå-
ìåííîé z. Êðîìå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæèòåëü eiφ ïðè rn ðàâåí 1. Ýòî äî-
ñòèãàåòñÿ óæå çà ñ÷¼ò âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ
êëàññ MF âîçìîæíî óæå íå èíâàðèàíòåí, íî âðàùåíèÿ â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w
íå ìåíÿþò âåëè÷èí, ñëåäîâàòåëüíî íå ìîãóò ïîìåøàòü ïîèñêó ìàêñèìóìà.

Êàê è âûøå ñ÷èòàåì, ÷òî zk = mk/rk, xk = |zk|, φk := arg zk, k = 1, . . . , n − 1.
Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ ìû ñâåëè çàäà÷ó îá îöåíêå ôóíêöèîíàëà In ê èñ-
ñëåäîâàíèþ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè (îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç hn) îò 2n − 3
äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ xk è φk íà ìàêñèìóì ïðè îãðàíè÷åíèÿõ xk ∈ [0, 1],
k = 1, . . . , n− 1, φk ∈ [0, 2π), k = 2, . . . , n− 1.

8.2. Âòîðîé ñïîñîá

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 9 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ MF ñïðàâåäëèâà òî÷íàÿ
îöåíêà

|{f}n| ⩽ |c∗n|+ r∗n = |{F}1|rn +

∣∣∣∣∣{F}1cn +

n∑
k=2

{F}k{ωk}n

∣∣∣∣∣ =: In.
Áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {ω}1 ⩾ 0, òàê êàê êëàññ MF èí-

âàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z. Êàê è âûøå ñ÷èòàåì,
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÷òî zk = mk/rk, xk = |zk|, φk := arg zk, k = 1, . . . , n−1. Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ
ìû ñâåëè çàäà÷ó îá îöåíêå ôóíêöèîíàëà In ê èññëåäîâàíèþ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé
ôóíêöèè (îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç hn) îò 2n−3 äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ xk è φk íà
ìàêñèìóì ïðè îãðàíè÷åíèÿõ xk ∈ [0, 1], k = 1, . . . , n−1, φk ∈ [0, 2π), k = 2, . . . , n−1.

8.3. Òðåòèé ñïîñîá

Áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè çàìåíèì ôóíêöèîíàë |{f}n| íà ôóíêöèîíàë

In := {F}1rn +Re

(
{F}1cn +

n∑
k=2

{F}k{ωk}n

)
,

âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî êëàññMF èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñ-
êîñòè ïåðåìåííîé z.

Êàê è âûøå îáîçíà÷èì zk = mk/rk, xk = |zk|, φk = arg zk, k = 1, . . . , n− 1. Èñ-
ïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ ìû ñâåëè çàäà÷ó îá îöåíêå ôóíêöèîíàëà In ê èññëåäîâà-
íèþ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè (îáîçíà÷èì å¼ hn) îò 2(n−1) äåéñòâèòåëüíûõ
àðãóìåíòîâ xk è φk íà ýêñòðåìóìû ïðè îãðàíè÷åíèÿõ xk ∈ [0, 1], φk ∈ [0, 2π).

8.4. Çàìå÷àíèÿ

Â ïóíêòå 8.2 ìû âûïîëíèëè íåêîòîðûå äåéñòâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò
ìîäóëÿ â âûðàæåíèè, îïðåäåëÿþùåì ôóíêöèþ hn, òàê êàê âîçìîæíîñòü èñïîëü-
çîâàòü ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ î÷åíü ïîëåçíà ïðè èññëåäîâàíèè
ôóíêöèé íà ýêñòðåìóìû. Áîëåå òîãî, hn åñòü ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ ïî âñåì
àðãóìåíòàì.

Òåîðåòè÷åñêè, äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé â ïóíêòå 8.2 çàäà÷è äîñòàòî÷íî íàéòè
çíà÷åíèÿ hn âî âñåõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì îãðàíè-
÷åíèÿì, à òàêæå çíà÷åíèÿ hn â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ è âûáðàòü ñðåäè ýòèõ çíà÷åíèé,
÷èñëî ñ íàèáîëüøåé àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé.

Íà ïðàêòèêå çàäà÷à ïîèñêà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå ìî-
æåò áûòü íåðàçðåøèìîé ïðè n > 3. Äåëî â òîì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî
ðåøàòü óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå êîñèíóñû ðàçíûõ àðãóìåíòîâ, òàê êàê ìû èìå-
åì äåëî ñ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ ôóíêöèè. Îäíàêî, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì
ôóíêöèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî êîñèíóñû èñ÷åçíóò è ìîæíî áó-
äåò ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ïðè á�îëüøèõ n.

Íàïîìíèì, ÷òî êîñèíóñû âîçíèêëè èç-çà îáîçíà÷åíèé zk = xke
iφk . Åñëè âçÿòü

zk = xk + iyk, ãäå xk = Re zk, à yk = Im zk, òî êîñèíóñû èñ÷åçíóò è â ñëó÷àå
êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïóíêòå 8.1 ðàçìåðíîñòü çàäà÷è íà 1 íèæå, ÷òî ìîæåò áûòü
ïîëåçíî åñëè èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû, íå òðåáóþùèå äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè öåëåâîé ôóíêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî âñ¼ ñêàçàííîå çäåñü ïðèìåíèìî ê ëþáûì êîýôôèöèåíòíûì ôóíê-
öèîíàëàì íàä Ω0, íàïðèìåð ê cn, rn èëè êàêèì-òî åù¼.
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9. Çàêëþ÷åíèå

Ïóñòü n ∈ N. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé ïðî-
áëåìû êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Ω0. Çàòåì âûâîäÿòñÿ ïåðâûå øåñòü íåðàâåíñòâ
îïèñûâàþùèå ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûå øåñòü òåë êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Ω0. Äà-
ëåå äà¼òñÿ ìåòîä ïîëó÷åíèÿ àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ñâÿçàííûõ ñ êëàññîì Ω0

êëàññîâ MF , ÷òî ïî ñóòè ðàñïðîñòðàíÿåò ðåøåíèå ïðîáëåìû êîýôôèöèåíòîâ íà
ýòè êëàññû. Çàòåì àíàëèçèðóþòñÿ ñâîéñòâà óïîìÿíóòûõ íåðàâåíñòâ, à òàêæå ñâÿ-
çè ìåæäó íèìè. Êðîìå òîãî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ n-ãî òåëà êîýôôèöèåíòîâ
íà êëàññå Ω0, à ñëåäîâàòåëüíî è MF äîñòàòî÷íî òîëüêî îäíîãî n-ãî íåðàâåíñòâà.
Îáñóæäàåòñÿ çàäà÷à âûâîäà îöåíîê ìîäóëåé òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ èç ïî-
ëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ.

Â èòîãå, çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ îöåíîê ìîäóëÿ òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà
ñ íîìåðîì n, òî åñòü ôóíêöèîíàëà |{f}n|, íà êëàññå MF ñíà÷àëà ñâåäåíà ê çàäà÷å
îá îöåíêå ôóíêöèîíàëà íàä êëàññîì Ω0, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ñâåäåíà ê çàäà÷å
î ïîèñêå ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé
ôóíêöèè 2(n − 1) äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ
0 ⩽ xk ⩽ 1, 0 ⩽ φk < 2π, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûå ìåòîäû äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ íà ýêñòðåìóìû, òàê êàê öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ
ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Ω0.

Çàìåòèì, ÷òî â ïóíêòå 8 ðå÷ü èä¼ò îá îöåíêå ìîäóëÿ êàæäîãî íà÷àëüíîãî êî-
ýôôèöèåíòà ïî îòäåëüíîñòè, òîãäà êàê â ïóíêòå 7 ðå÷ü èä¼ò � îá îöåíêå âñåõ
êîýôôèöèåíòîâ ñðàçó, ïðè÷¼ì òðåáóåòñÿ ñäåëàòü ýòî èñïîëüçóÿ òîëüêî íåðàâåí-
ñòâà è íå èñïîëüçóÿ êàêèõ-ëèáî èçâåñòíûõ ñâîéñòâ èññëåäóåìîãî êëàññà, òàêèõ
êàê âûïóêëîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííîãî çäåñü ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà
ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ïðè ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà êëàññå îãðàíè÷åí-
íûõ íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ôóíêöèé, à òàêæå íà äðóãèõ êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé. Áîëåå òîãî, çàäà÷è íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû
â íàóêå è òåõíèêå è èìåþò ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ.
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