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Òâåðü

Íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå îãðàíè÷åííûõ
â åäèíè÷íîì êðóãå ∆ ôóíêöèé ω(z) c íîðìèðîâêîé ω(0) = 0, èçëàãàåòñÿ
è îáîñíîâûâàåòñÿ ìåòîä îöåíêè ìîäóëÿ òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà
ñ ëþáûì íîìåðîì n íà êëàññå B îãðàíè÷åííûõ íå îáðàùàþùèõñÿ â
íóëü íà ∆ ôóíêöèé. Ïðîâîäèòñÿ òî÷íàÿ îöåíêà ìîäóëåé ïåðâûõ øåñòè
òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå B.

Basing on the solution of the coe�cient problem on the class of bounded
in the unit circle ∆ functions ω(z) with normalization ω(0) = 0, we present
and substantiate a method of sharp estimation of the modulus of the Taylor
coe�cient with any number n on the class B of bounded nonvanishing in
∆ functions. The moduli of the �rst six Taylor coe�cients on the class B
are estimated.
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1. Ââåäåíèå

Òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f(z) áóäåì îáîçíà÷àòü {f}n, n ∈ {0}∪N.
Êëàññîì B áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷-

íîì êðóãå ∆ ôóíêöèé f, òàêèõ, ÷òî 0 < |f(z)| ⩽ 1, z ∈ ∆.
Â 1968 ã. ïîëüñêèé ìàòåìàòèê ßí Êøèæ ïðåäïîëîæèë [1, 2], ÷òî åñëè f ∈ B,

òî
|{f}n| ⩽ 2/e, n ∈ N,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ âèäà eiψF (eiφzn, 1), ãäå

F (z, t) := e−t
1−z
1+z , φ, ψ ∈ R, t ∈ [0,+∞).

Ãèïîòåçà Êøèæà ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ðÿäà ìàòåìàòèêîâ, îäíàêî, â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ, îíà äîêàçàíà òîëüêî äî ïÿòîãî òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà âêëþ÷è-
òåëüíî [3]. Ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëåé â ýòîé çàäà÷å î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîñëå
ïðèñîåäèíåíèÿ ê êëàññó B ôóíêöèè f(z) ≡ 0 ïîëó÷àåòñÿ êîìïàêòíîå â òîïîëîãèè
ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñåìåéñòâî ôóíêöèé.
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Ïîñêîëüêó êëàññ B èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðå-
ìåííîé w (w = f(z)), òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì ôóíêöèé äëÿ êîòîðûõ
f(0) > 0. Òàê êàê 0 < {f}0 ⩽ 1, òî ìîæíî ïîëîæèòü {f}0 = e−t, ãäå ïàðàìåòð
t ∈ [0,+∞). Ýòè ïîäêëàññû îáîçíà÷èì ÷åðåç Bt. Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ïîä÷è-
í¼ííûõ ôóíêöèé [4], êàæäóþ ôóíêöèþ êëàññà Bt ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z) = e−t
1−ω(z)
1+ω(z) , ω ∈ Ω0, (1)

ãäå Ω0 � êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ãîëîìîðôíûõ â ∆ ôóíêöèé ω, òàêèõ, ÷òî

|ω(z)| ⩽ 1, ω(0) = 0, z ∈ ∆.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì t ⩾ 0 ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè Ω0 è Bt.

Êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé ω ∈ Ω0 ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωr0, à êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé f ∈ Bt ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè îáîçíà÷èì ÷åðåç Brt . Ïðè êàæäîì t ⩾ 0 ôîðìóëà (1) óñòàíàâëè-
âàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè Ωr0 è B

r
t .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êëàññ B0 ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé ôóíêöèè f ≡ 1, ïîýòîìó
B0 ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëíîñòüþ èçó÷åííûì. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì äëÿ ïîëíîòû
óêàçûâàòü, ÷òî t ⩾ 0, îäíàêî ôàêòè÷åñêè ìîæíî âñþäó äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî t > 0.
Ýòà îãîâîðêà ïîçâîëÿåò íàì íàïðèìåð ñâîáîäíî äåëèòü íà t.

Ìíîãèå çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ñâî-
äÿòñÿ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèè ÷åðåç å¼ òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû. Ýòà
òåîðèÿ èìååò ïðèëîæåíèÿ â ãèäðî- è àýðîäèíàìèêå, íà å¼ îñíîâå ñôîðìèðîâàëàñü,
â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Òåéõìþëëåðà, èìåþùàÿ ïåðñïåêòèâíûå ïðèëî-
æåíèÿ â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå (ñîëèòîíèêå, êîí-
ôîðìíîé, êàëèáðîâî÷íîé è ñòðóííîé òåîðèÿõ ïîëÿ).

Ïðîáëåìà Êøèæà èìååò íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü ñ ïîëèíîìàìè Ëàããåðà, Ôàá-
åðà, à òàêæå ñ ïðîáëåìîé êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññàõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, êî-
òîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé [4] è ñ òåî-
ðèåé ïðîñòðàíñòâ Õàðäè. Ïðîáëåìà Êøèæà äëÿ êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì n åñòü
çàäà÷à íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà, êîòîðóþ ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å îá ýêñòðåìó-
ìå äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè 2n − 3 äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Çàäà÷è
íà ýêñòðåìóì øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â íàóêå è òåõíèêå è èìåþò ðàçíîîáðàçíûå
ïðèëîæåíèÿ.

Êðîìå ãëóáîêèõ è ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé â òåîðèè ôóíêöèé, èçëîæåí-
íûå íèæå ðåçóëüòàòû èìåþò ïðèëîæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ, òåî-
ðèè îïåðàòîðîâ è òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Êëàññ B ïîñðåäñòâîì êëàññà Ω0,
ñâÿçàí ñ êëàññàìè îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè ñ êëàññàìè âûïóêëûõ è
çâ¼çäíûõ ôóíêöèé. Ñîîòâåòñòâåííî è ïðîáëåìà êîýôôèöèåíòîâ äëÿ B ñâÿçàíà c
ïðîáëåìîé êîýôôèöèåíòîâ äëÿ óïîìÿíóòûõ êëàññîâ. Òàêæå èìåþòñÿ ïàðàëëåëè
ìåæäó ãèïîòåçîé Êøèæà è òåîðåìîé Äå Áðàíæà (ðàíåå ãèïîòåçîé Áèáåðáàõà).

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ïóíêòå 1 ìû óïîìèíàëè, ÷òî ãèïîòåçà Êøèæà äîêàçàíà òîëüêî äî ïÿòîãî
òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà âêëþ÷èòåëüíî. Êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïî íà-
÷àëüíûì êîýôôèöèåíòàì èìååòñÿ â [12], à òàêæå â êîíöå ýòîé ðàáîòû. Çàìåòèì



ÍÎÂÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÃÈÏÎÒÅÇÅ ÊØÈÆÀ. 3

òàêæå, ÷òî îöåíêè íà Bt, òî÷íûå äëÿ âñåõ t ⩾ 0 ïîëó÷åíû òîëüêî äî òðåòüåãî òåéëî-
ðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà âêëþ÷èòåëüíî (ñì. [25, 20]). Îöåíêè ìîäóëåé ÷åòâ¼ðòîãî è
ïÿòîãî êîýôôèöèåíòîâ íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ïðè êàæäîì t ⩾ 0 (ñì. [19, 26, 29, 3]).
Ãèïîòåçà Êøèæà äëÿ øåñòîãî êîýôôèöèåíòà íå äîêàçàíà, õîòÿ îöåíêè 6-ãî êîýô-
ôèöèåíòà èìåþòñÿ [10].

Ïî âèäèìîìó, åñëè íåêîòîðûé ìåòîä äà¼ò îöåíêó Ψk(t), k ∈ N, òî÷íóþ íå ïðè
âñåõ t ⩾ 0, òî íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð n, ÷òî Ψn(t) > 2/e, t ∈ (t1, t2), t1, t2 > 0.
Òàêîâûì íàïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Áðàóíà [19] ïðè k ⩾ 5 è ìåòîä Øàïåëÿ [29] ïðè
k ⩾ 6 (ñì. [10]).

Äàæå ïðè n = 3 îöåíêè íà Bt, òî÷íûå ïðè êàæäîì t ⩾ 0 òî÷íûìè ìåòîäàìè
ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ñëîæíî [20]. Âåðîÿòíî, ÷òî ïðè n ⩾ 4 ýòî ïîïðîñòó íåâîçìîæ-
íî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ïîäêëàññîì ôóíêöèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, òî çàäà÷à ñèëüíî óïðîùàåòñÿ, ïðè ýòîì ïîëó÷àåìûå îöåíêè íå
ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò îöåíîê, èìåþùèõ ìåñòî â îáùåì ñëó÷àå [11].

Çàäà÷à äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåäëîæèòü è îáîñíîâàòü ìåòîä
�òî÷íîé� îöåíêè ìîäóëÿ òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà ñ ëþáûì íîìåðîì n íà êëàñ-
ñå Bt, t ⩾ 0. Íà íåêîòîðûõ èíòåðâàëàõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïîýòîìó îöåíêè áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåø-
íîñòüþ, âíîñèìîé â ðàñ÷åòû ñ îäíîé ñòîðîíû ìàøèííîé àðèôìåòèêîé, à ñ äðóãîé
ñòîðîíû ñàìèì ÷èñëåííûì ìåòîäîì.

×èñëåííûå ìåòîäû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èñêëþ÷èòåëüíî íà êîíå÷íîì èíòåð-
âàëå (t1, t2), t2 > t1 > 0, èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t, òàê êàê ïðè t ∈ [0, t1] è t ⩾ t2 ó
íàñ åñòü òî÷íàÿ îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì. Îá ýòîì ïîäðîáíåå
ðàññêàçûâàåòñÿ â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ.

3. Ìåòîä ïîä÷èíåíèÿ

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ïðåäñòàâëåíèÿõ âèäà (1). Ïóñòü ôóíêöèè G(z) è
g(z) ãîëîìîðôíû â ∆. Ôóíêöèÿ g(z) íàçûâàåòñÿ ïîä÷èíåííîé â ∆ äëÿ ôóíêöèè
G(z), åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ∆ â ôîðìå g(z) = G(ω(z)), ãäå ω ∈ Ω0.
Ôóíêöèþ G(z) áóäåì íàçûâàòü ìàæîðàíòîé äëÿ g(z) â ∆.

Ïîíÿòèå ïîä÷èíåíèÿ âîñõîäèò ê Å. Ëèíäåë¼ôó [31], îäíàêî òåðìèí áûë ââå-
ä¼í Ä. È. Ëèòëüâóäîì [32] è Â. Ðîãîçèíñêèì [4], îíè æå ðàçðàáîòàëè ìåòîä è
ïîëó÷èëè ñ åãî ïîìîùüþ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû. Ïðèíöèï ïîä÷èíåíèÿ Ëèòëâóäà
è Ðîãîçèíñêîãî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè âûâîäå îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ â êëàññå
B [25, 30, 29, 13, 14].

Â ñëó÷àå ïðîáëåìû Êæèæà, òðóäíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëîæíîñòè êîýôôèöèåíòîâ {F}k(t) ôóíêöèè F (z, t).

Îòìåòèì, ÷òî òåîðèÿ ïîä÷èíåíèÿ ïîçâîëÿåò î÷åíü ëåãêî íàõîäèòü îöåíêè ïåð-
âîãî è âòîðîãî êîýôôèöèåíòà íà êëàññå ôóíêöèé g(z), ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèèG(z).
Èçâåñòíî, ÷òî

{g}0 = {G}0, |{g}1| ⩽ |{G}1|, |{g}2| ⩽ max(|{G}1|, |{G}2|);

âñå îöåíêè òî÷íûå [4] è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà âðàùåíèÿõ F â ïëîñêîñòè
ïåðåìåííîé z.
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4. Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ

Ïîëüçóÿñü òåîðèåé ïîä÷èíåíèÿ [4] è êðèòåðèåì Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà [8] Ð. Ïå-
ðåö ñôîðìóëèðîâàë [30] äâå òåîðåìû, ñîäåðæàùèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè |{f}n|
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ èëè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ t.

Òåîðåìà 1 (Peretz). Ïóñòü n ∈ N. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî t1(n) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîé f ∈ Bt ïðè 0 ⩽ t ⩽ t1(n) ñïðàâåäëèâû òî÷íûå îöåíêè

|{f}n| ⩽ |{F}1(t)|.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè f(z) = F (ηzn, t), |η| = 1.

Òåîðåìà 2 (Peretz). Ïóñòü n ∈ N. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî t2(n) ⩾ 0 òàêîå, ÷òî äëÿ

f ∈ Bt ïðè t ⩾ t2(n) ñïðàâåäëèâû òî÷íûå îöåíêè

|{f}n| ⩽ |{F}n(t)|.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè f(z) = F (ηz, t), |η| = 1.

Àâòîð [13, 14] ïîëó÷èë ÿâíûé ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ t:

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî t > 0 è êàæäîé f ∈ Bt, ñïðàâåäëèâû òî÷íûå îöåíêè

|{f}n| ⩽ |{F}1(t)|, n ∈ {1, . . . , [2/t] + 1}.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè f(z) = F (ηzn, t), |η| = 1.

Ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå ïîëó÷åí ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïîä÷èíåíèÿ è íåðà-
âåíñòâ Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà.

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ÷åì ìåíüøåå ÷èñëî t > 0 ìû çàôèêñèðóåì, òåì
áîëüøåå êîëè÷åñòâî òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ñìîæåì îöåíèòü íà êëàññå Bt.

Ýòîò ðåçóëüòàò èíòåðåñåí ïðè t ⩽ 2. Íàïðèìåð, ïðè t > 2 ìû ìîæåì îöåíèòü
òîëüêî îäèí êîýôôèöèåíò, ïðè t ⩽ 2 � äâà êîýôôèöèåíòà, ïðè t ⩽ 1 � òðè
êîýôôèöèåíòà, à ïðè t ⩽ 1/2 � ïÿòü, è òàê äàëåå.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííûå â òåîðåìå 3 ãðàíèöû äëÿ t íå íàèëó÷øèå.
Àâòîð ïîëüçîâàëñÿ òåì, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 íåêîòîðûé îòðåçîê òåéëîðîâñêîãî
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè F (z, t) ìîæíî ïðîäîëæèòü äî âûïóêëîé îäíîëèñòíîé ôóíê-
öèè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èëàñü ïðîñòàÿ çàêîíîìåðíîñòü, ñâÿçûâàþùàÿ n è t.

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 3 ñðàçó ñëåäóåò òåîðåìà 1. Îäíàêî Ïåðåö äîêàçàë
ñâîþ òåîðåìó íàìíîãî ðàíüøå. Îí ïîëüçîâàëñÿ òåì, ÷òî ïðè êàæäîì t > 0 íåêî-
òîðûé îòðåçîê òåéëîðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè F (z, t) ìîæíî ïðîäîëæèòü äî
ôóíêöèè êëàññà Êàðàòåîäîðè. Èñïîëüçóÿ ýòîò ïîäõîä ïðè t = 2 ìû ïî ïðåæíåìó
ñìîæåì îöåíèòü òîëüêî äâà êîýôôèöèåíòà íà êëàññå Bt, çàòî ïðè t = 1 ýòîò ìåòîä
ïîçâîëÿåò îöåíèòü óæå öåëûõ øåñòü êîýôôèöèåíòîâ.

Ä. Â. Ïðîõîðîâ è Ñ. Â. Ðîìàíîâà ìåòîäàìè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîëó÷è-
ëè àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû [23, 22]. Â ÷àñòíîñòè, â ñòàòüå [22] ïîëó÷åíû òî÷íûå
îöåíêè äëÿ ìàëûõ t, ãàðàíòèðóþùèå ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ìîäóëÿ n-ãî êîýôôè-
öèåíòà.
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5. Ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê

Â ôîðìóëèðîâêàõ Ïåðåöà íå óïîìèíàþòñÿ ãðàíèöû äëÿ n è t, îäíàêî ýòè ãðà-
íèöû ìîæíî âû÷èñëèòü èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà [8].

Ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó 1

Òåîðåìà 4. Ïóñòü n ∈ N, f ∈ Bt, òîãäà |{f}n| ⩽ |{F}1(t)|, t ∈ [0, t1], ãäå t1(n) �
íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ M1

n = 0, à

M1
n :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

{F}1 {F}2 · · · {F}n−1 {F}n
{F}2 {F}1 · · · {F}n−2 {F}n−1

...
...

. . .
...

...

{F}n−1 {F}n−2 · · · {F}1 {F}2
{F}n {F}n−1 · · · {F}2 {F}1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè f(z) = F (ηzn, t), |η| = 1.

Ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó 2

Òåîðåìà 5. Ïóñòü n ∈ N, f ∈ Bt, òîãäà |{f}n| ⩽ |{F}n(t)|, t ⩾ t2(n), ãäå t2(n) �
íàèáîëüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ M2

n = 0, à

M2
n :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

{F}n {F}n−1 · · · {F}2 {F}1
{F}n−1 {F}n · · · {F}3 {F}2

...
...

. . .
...

...

{F}2 {F}3 · · · {F}n {F}n−1

{F}1 {F}2 · · · {F}n−1 {F}n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè f(z) = F (ηz, t), |η| = 1.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèìè ôîðìóëèðîâêàìè èìååì äëÿ n ⩽ 6:

t1(1) = +∞, t2(1) = 0,

t1(2) = 2, t2(2) = 2,

t1(3) = 3/2, t2(3) = 2 + 2
1
3 +

2
2
3

2
,

t1(4) = 3−
√
3, t2(4) = 6,

t1(5) = 1.129457 . . . , t2(5) = 7.899361 . . . ,

t1(6) = 1.037289 . . . , t2(6) = 9.785796 . . . .

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî äëÿ n = 1 è n = 2 ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøåíà
ïîëíîñòüþ. Áîëåå òîãî, ïîæåðòâîâàâ òî÷íîñòüþ íà Bt ìû òåì íå ìåíåå ìîæåì
ïîëó÷èòü òî÷íóþ íà B îöåíêó ïðè n = 3 (ñì. [30]). Îäíàêî, çàäà÷à òî÷íîé îöåíêè
ïðè n ⩾ 3 ðåøåíà òîëüêî ÷àñòè÷íî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ
çàäà÷à íå ðåøåíà êîíå÷íû.

Çàìåòèì, ÷òî ãðàíèöû, óêàçàííûå â òåîðåìàõ 4 è 5, òàêæå êàê è â òåîðåìå 3
íå íàèëó÷øèå. Ê ýòîìó ìû åù¼ âåðí¼ìñÿ äàëåå.



6 ÑÒÓÏÈÍ Ä. Ë.

6. Àíàëèç çàäà÷è

Òàê êàê t1(6) ≈ 1.037, òî åñëè ãèïîòåçà Êøèæà âåðíà ïðè n = 6, òî ñóùåñòâóåò
ε > 0 òàêîå, ÷òî

max
Bt

|{f}6| < 2/e− ε, t ∈ (t1(6), t2(6)).

Çàäà÷ó îá îöåíêå ôóíêöèîíàëà |{f}6| íà êëàññàõ Bt, t ⩾ 0, ìîæíî ñâåñòè ê èñ-
ñëåäîâàíèþ íà óñëîâíûé ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè
|h6(x1, z2, z3, z4, z5, t)|. Ñòàëî áûòü, åñëè ôóíêöèÿ |h6| ëèïøèöåâà ïî ïåðåìåííûì
x1, z2, z3, z4, z5, z̄2, z̄3, z̄4, òî ãèïîòåçó Êøèæà ìîæíî äîêàçàòü (ïðè n = 6) èëè îïðî-
âåðãíóòü ïðîñòî âû÷èñëèâ çíà÷åíèÿ |h6| â óçëàõ ñåòêè.

Ôèêñèðóåì íîìåð n > 2. Â ðàáîòå [15] çàäà÷à îöåíêè ôóíêöèîíàëà |{f}n| íà
êëàññàõ Bt, t ⩾ 0, áûëà ñâåäåíà ê èññëåäîâàíèþ íà óñëîâíûé ãëîáàëüíûé ìàê-
ñèìóì äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè |hn(x1, z2 . . . , zn−1, t)|, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
x1 ∈ [0, 1], zk ∈ ∆̄, k ∈ 2, . . . , n − 1. Íàïîìíèì, ÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ ñòàòüè [15]
xk := |zk|, k ∈ 1, . . . , n− 1.

Ïóñòü r1 := 1, rk :=
k−1∏
j=1

(1− x2j ), k = 2, 3, . . .

Âûïèøåì hn ïðè n = 3. Èìååì h3 = {F}1g13 + {F}2g23 + {F}3g33 , ãäå

g13 := r3 − r2x1z
2
2 , g23 := 2r2x1z2, g33 := x31.

Âûïèøåì hn ïðè n = 4. Èìååì h4 = {F}1g14 + {F}2g24 + {F}3g34 + {F}4g44 , ãäå

g14 := r4 − r3(2x1z2 + z2z3)z3 + r2x
2
1z

3
2 ,

g24 := 2r3x1z3 + r2(1− 3x21)z
2
2 ,

g34 := 3r2x
2
1z2,

g44 := x41.

Ïðè n = 5 èìååì h5 = {F}1g15 + {F}2g25 + {F}3g35 + {F}4g45 + {F}5g55 , ãäå

g15 := r5 − r4(z3z4 + 2(x1z2 + z2z3))z4+

+ r3(z
2
2z

2
3 − x1(1− 3|z2|2)z3 + 3x21z

2
2)z3 − r2x

3
1z

4
2 ,

g25 := 2(r4x1z4 + r3((1− 3x21)z2 − x1z2z3)z3 − r2x1(1− 2x21)z
3
2),

g35 := 3(r2x1(1− 2x21)z
2
2 + r3x

2
1z3),

g45 := 4r2x
3
1z2,

g55 := x51.
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Íàêîíåö h6 = {F}1g16 + {F}2g26 + {F}3g36 + {F}4g46 + {F}5g56 + {F}6g66 , ãäå

g16 := r6 − r5(2(x1z2 + z2z3 + z3z4) + z4z5)z5 + r4(3(x
2
1z

2
2 + z22z

2
3) + z23z

2
4+

+ (2x1z2z3 − z2(1− 3|z3|2))z4 − 2x1(1− 3|z2|2)z3)z4+
+ r3((3x

2
1(1− 2|z2|2)z2 − z32z

2
3)z3 + 2x1(1− 2|z2|2)z2z23 − 4x31z

3
2)z3+

+ r2x
4
1z

5
2 ,

g26 := 2r5x1z5 + 2r4((1− 3x21)z2 − x1(2z2z3 + z3z4))z4 + r23z
2
3+

+ 2r3(x1(z
2
2z

2
3 − x1(1− 3|z2|2)z3)− 3x1(1− 2x21)z

2
2 − r2|z2|2z3)z3+

+ r2x
2
1(3− 5x21)z

4
2 ,

g36 := 3(r4x
2
1z4 − r3x1(x1z2z3 − 2(1− 2x21)z2)z3) + r2(r

2
2 − 3x21(2− 3x21))z

3
2 ,

g46 := 4r3x
3
1z3 + 2r2x

2
1(3− 5x21)z

2
2 ,

g56 := 5r2x
4
1z2,

g66 := x61

Èòàê, ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå â ïóíêòå 5 ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî íàøà çàäà÷à ñâî-
äèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ íà ãëîáàëüíûé óñëîâíûé ìàêñèìóì öåëåâûõ ôóíêöèè |hn|
ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà t, t ∈ (t1(n), t2(n)), n = 3, 4, 5, 6, è îãðàíè÷åíèÿõ
x1 ∈ [0, 1], zk ∈ ∆̄, k = 2, . . . , n− 1.

7. Ëèïøèöåâîñòü öåëåâîé ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâîé íà ìíîæåñòâå X, åñëè íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî
L > 0 (êîíñòàíòà Ëèïøèöà), ÷òî |f(x)−f(y)| ⩽ L|x−y| ïðè ëþáûõ x, y ∈ X. Äèëà-
òàöèåé (ðàñòÿæåíèåì) áóäåì íàçûâàòü íàèëó÷øóþ, òî åñòü íàèìåíüøóþ êîíñòàíòó
Ëèïøèöà íà ðàññìàòðèâàåìîì êîìïàêòå.

Ôèêñèðóåì n ∈ N. Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå çàäà÷à îá îöåíêå öåëåâîãî ôóíêöèî-
íàëà áûëà ñâåäåíà ê çàäà÷å î ïîèñêå óñëîâíîãî ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà äåéñòâè-
òåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè 2n− 3 äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ |hn|.

Ëåììà î ëèïøèöåâîñòè [33] ãëàñèò, ÷òî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ íà êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà.

Îáîçíà÷èì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè |hn| ÷åðåç

∆n := [0, 1]× ∆̄n−2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèè hn ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü å¼
êàê ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ x1, z2 . . . , zn−1, z2, . . . , zn−2.Ìíîãî÷ëåí, êàê èçâåñòíî
åñòü ôóíêöèÿ ëèïøèöåâà íà êîìïàêòå ∆n ïî êàæäîé èç ñâîèõ ïåðåìåííûõ.

Äîêàçàòü ëèïøèöåâîñòü ôóíêöèè hn ìû òàêæå ìîæåì ðàññìîòðåâ å¼ ðåàëü-
íóþ è ìíèìóþ ÷àñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî zk = xke

iφk ,
k = 1, . . . , n − 1, âèäèì, ÷òî Rehn è Imhn åñòü ëèïøèöåâû ôóíêöèè ïî êàæäîé
ïåðåìåííîé, òàê êàê Rehn è Imhn � áåñêîíå÷íî ãëàäêèå ïî âñåì ïåðåìåííûì. Èç
ëèïøèöåâîñòè Rehn è Imhn ñëåäóåò ëèïøèöåâîñòü hn.

Åñëè hn � ëèïøèöåâà, òî î÷åâèäíî, ÷òî è |hn| � ëèïøèöåâà.
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Ìû ìîæåì ðàçáèòü ∆n íåêîòîðûì äîñòàòî÷íî ðàâíîìåðíûì îáðàçîì è âû÷èñ-
ëèòü çíà÷åíèÿ |hn| âî âñåõ óçëàõ ýòîé ñåòêè. Îáîçíà÷èì íàèáîëüøåå èç âû÷èñëåí-
íûõ çíà÷åíèé ÷åðåç vn. Òàê êàê |hn| � ëèïøèöåâà, òî ìû ìîæåì îöåíèòü ðàçíîñòü
εn := max

∆n

|hn| − vn ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå äèëàòàöèè è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óçëàìè

ñåòêè. Ýòî è áóäåò îñíîâíàÿ ïîãðåøíîñòü íàøèõ âû÷èñëåíèé. Îòìåòèì, ÷òî ïî-
ãðåøíîñòüþ, âíîñèìîé â ðàñ÷åòû ìàøèííîé àðèôìåòèêîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê
êàê îíà î÷åíü ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ εn.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln ìàêñèìàëüíóþ èç äèëàòàöèé ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ
x1, z2, . . . , zn−1, z̄2, . . . , z̄n−2. Òî åñòü åñëè δn � ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó
óçëàìè ñåòêè, òî ïîãðåøíîñòü εn íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü Lnδn.

8. Îá îöåíêå êîíñòàíòû äèëàòàöèè

Èòàê, ïðîâåä¼ííûé â ïóíêòå 7 àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû òåîðèè ìíîãîìåðíîé ãëîáàëüíîé
ëèïøèöåâîé îïòèìèçàöèè.

Êàê âèäíî èç ïðèìåðà, ïðèâåä¼ííîãî â êîíöå ïóíêòà 7, âûáîð êîíñòàíòû Ëèï-
øèöà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ñêîðîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà ãëîáàëüíîãî ïîèñêà. Ïî-
ýòîìó íåîáõîäèìî èìåòü äîñòàòî÷íî õîðîøóþ âåðõíþþ îöåíêó L äèëàòàöèè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè âçÿòü L ìåíüøå äèëàòàöèè, òî àëãîðèòì ìîæåò ñîéòèñü ê ëîêàëü-
íîìó à íå ãëîáàëüíîìó ìàêñèìóìó, åñëè æå âçÿòü ñëèøêîì áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ
L, òî àëãîðèòì áóäåò ñõîäèòüñÿ î÷åíü ìåäëåííî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû çàíèìàåìñÿ ïîèñêîì ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà, à âáëèçè
ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê êàê èçâåñòíî ïðîèçâîäíàÿ ñòàíîâèòñÿ áëèçêîé ê íóëþ. Òî
åñòü ëîêàëüíî â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê ìàêñèìóìîâ äèëàòàöèÿ áëèçêà ê íóëþ. Òàêèì
îáðàçîì, äàæå åñëè âçÿòü ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà íåñêîëüêî ìåíüøå ðàññ÷èòàííîãî
èñõîäÿ èç ãëîáàëüíîé äèëàòàöèè, òî âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè
îñòà¼òñÿ âûñîêîé.

Ïîèñê äèëàòàöèè äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè íà íåêîòîðîì êîìïàêòå X ÿâëÿåòñÿ
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷åé. Â îáùåì ñëó÷àå, ýòà çàäà÷à ïî ñëîæíî-
ñòè ñîïîñòàâèìà ñ çàäà÷åé ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè íà
X. Íàïðèìåð äëÿ íàõîæäåíèÿ äèëàòàöèè h6 ïî ïåðåìåííîé x1 äîñòàòî÷íî íàéòè
max
∆6

|(h6)
′

x1
|. Äëÿ ðàáîòû íàøåãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ íàéòè òàêæå äèëàòàöèè ïî

îñòàëüíûì ïåðåìåííûì.
Ãðóáóþ îöåíêó äèëàòàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü íàïðèìåð òàê: íàõîäèì ïðîèçâîä-

íóþ ïî èíòåðåñóþùåé íàñ ïåðåìåííîé, çàòåì ïðèìåíÿåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-
íèêà. Ê ñîæàëåíèþ, ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì êîíñòàíòà Ëèïøèöà ñêîðåå âñåãî
áóäåò â íåñêîëüêî ðàç áîëüøå äèëàòàöèè.

9. Î ÷èñëåííîì ìåòîäå

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòì ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìàê-
ñèìóìà íà ïðèìåðå |h6(x1, z2, . . . , z5, t)|. Â ýòîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîëíîãî
ïåðåáîðà. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî x1 ∈ [0, 1], zk = uk + ivk, u

2
k + v2k ⩽ 1, k = 2, . . . , 5.

Îáñóäèì ñåòü, îõâàòûâàþùóþ ìíîæåñòâî ∆6, â óçëàõ êîòîðîé ìû áóäåì âû-
÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè |h6(x1, z2, . . . , z5, t)|.
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Îòðåçîê [0, 1] èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x1 ìû ðàçîáü¼ì íà ðàâíûå ÷àñòè òàê, ÷òî-
áû ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè áûëî íå áîëåå δ.

9.1. Ðàçáèåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà.

Çàìêíóòûé åäèíè÷íûé êðóã, ïðîáåãàåìûé ïåðåìåííîé z2 ìû ðàçîáü¼ì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ðàçáèåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ òî÷êè â íà÷àëå êîîðäèíàò, êîòîðóþ ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü êàê îòäåëüíûé øàã àëãîðèòìà ðàçáèåíèÿ. Äàëåå, êðóã ðàçáèâàåòñÿ
íà âîîáðàæàåìûå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè, âåëè÷èíû ðàäèóñîâ êîòîðûõ äå-
ëÿò îòðåçîê [0, 1] íà ðàâíûå ÷àñòè. Íà îêðóæíîñòè ñ íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì
ðàäèóñîì ïîìåñòèì 4 òî÷êè, ðàçáèâàþùèå îêðóæíîñòü íà ðàâíûå ÷àñòè, ïåðâàÿ
èç ýòèõ òî÷åê äîëæíà ëåæàòü íà ïîëîæèòåëüíîì ëó÷å îñè àáñöèññ. Íà îêðóæíî-
ñòè ñî âòîðûì ïî âåëè÷èíå ðàäèóñîì ïîìåñòèì 8 òî÷åê, ðàçáèâàþùèå îêðóæíîñòü
íà ðàâíûå ÷àñòè, ïåðâàÿ èç ýòèõ òî÷åê äîëæíà ëåæàòü íà ïîëîæèòåëüíîì ëó÷å
îñè àáñöèññ. Íà îêðóæíîñòè ñ òðåòüèì ïî âåëè÷èíå ðàäèóñîì ïîìåñòèì 12 òî÷åê,
ðàçáèâàþùèå îêðóæíîñòü íà ðàâíûå ÷àñòè, ïåðâàÿ èç ýòèõ òî÷åê äîëæíà ëåæàòü
íà ïîëîæèòåëüíîì ëó÷å îñè àáñöèññ. È òàê äàëåå, ïîêà íå äîéä¼ì äî åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè.

Èòàê, êîëè÷åñòâà òî÷åê íà êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ îáðàçóþò àðèôìå-
òè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ 4, 8, 12, . . . , 4n, ãäå n � îáùåå êîëè÷åñòâî îêðóæíîñòåé. Òî
åñòü êîëè÷åñòâî òî÷åê N â òàêîì ðàçáèåíèè áóäåò 2n(n+1)+1, ñ ó÷¼òîì îñîáåííîé
òî÷êè â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Íàïðèìåð, åñëè n = 10, òî N = 221, åñëè n = 100, òî N = 20201, åñëè n = 1000,
òî N = 2002001 è òàê äàëåå.

Êðóãè äëÿ ïåðåìåííûõ z3, z4, z5 ðàçáèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî, ñ íåáîëüøîé îãîâîð-
êîé. Äåëî â òîì, ÷òî x1 âõîäèò â |h6(x1, z2, . . . , z5, t)| ÷àùå âñåõ îñòàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ è ñ ñàìîé áîëüøîé ñòåïåíüþ, z2 âõîäèò â |h6| ÷àùå ïåðåìåííûõ z3, z4, z5 è
ñ ñàìîé áîëüøîé ñòåïåíüþ è òàê äàëåå, ïåðåìåííàÿ z5 âõîäèò â |h6| âñåãî äâàæäû
ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ 2. Ýòèì îáóñëîâëåíî òî, ÷òî äèëàòàöèÿ óáûâàåò îò x1
ê z5. Òî åñòü êîëè÷åñòâî òî÷åê â ðàçáèåíèÿõ òîæå ìîæåò óáûâàòü îò x1 ê z5 áåç
ïîòåðè òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.

Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíî ðàäèàëüíîå ðàçáèåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà, òî÷êè ðàçáè-
åíèÿ ëåæàò íà 10 êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ ïëþñ îäíà òî÷êà â íà÷àëå êîîð-
äèíàò.

Çàìåòèì, ÷òî ó ïðèâåä¼ííûõ ðàçáèåíèé åäèíè÷íîãî êðóãà åñòü òî÷êè, ëåæàùèå
íà îñè àáñöèññ, ïðè÷¼ì ðàñïîëàãàþòñÿ îíè òàì äîñòàòî÷íî ïëîòíî. Äåëî â òîì, ÷òî
ñëó÷àé ôóíêöèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíûì
÷àñòíûì ñëó÷àåì. Åñëè f ∈ Brt , òî

h6 = h6(x1, x2, . . . , x5, t), x1 ∈ [0, 1], x2, . . . , x5 ∈ [−1, 1],

è ìû ïðîñòî ðàçáèâàåì ýòè îòðåçêè íà ðàâíûå ÷àñòè.

Ñåòêà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé åñëè âñå å¼ âíóòðåííèå óçëû èìåþò îäèíàêîâîå
÷èñëî ñîñåäíèõ óçëîâ. Áóäåì íàçûâàòü ñåòêó ïîäàâëÿþùå îäíîðîäíîé åñëè âñå å¼
âíóòðåííèå âåðøèíû, êðîìå öåíòðàëüíîé, èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ
âåðøèí.
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Ðèñ. 1: ×åòûð¼õñåêòîðíîå ðàçáèåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà.

Ïîñòðîåííàÿ çäåñü ñåòêà íàçûâàåòñÿ ñåòêîé íà îñíîâå 4 ñåêòîðîâ è îáëàäàåò õî-
ðîøèì êà÷åñòâîì [35], à òàêæå ïîäàâëÿþùåé îäíîðîäíîñòüþ. Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ
âåðøèíà èìååò 6 ñîñåäíèõ âåðøèí êðîìå âåðøèíû â íà÷àëå êîîðäèíàò, êîòîðàÿ
èìååò òîëüêî 4 ñîñåäíèõ. Ãðàíè÷íûå âåðøèíû, ëåæàùèå íà îñÿõ êîîðäèíàò èìåþò
ïî 3 ñîñåäíèõ âåðøèíû, îñòàëüíûå âåðøèíû èìåþò ïî 4 ñîñåäíèõ.

Îòìåòèì, ÷òî ñåòêà íà îñíîâå 6 ñåêòîðîâ îáëàäàåò ïîëíîé îäíîðîäíîñòüþ. Äëÿ
å¼ ïîñòðîåíèÿ íà îêðóæíîñòè ñ ñàìûì ìàëåíüêèì ðàäèóñîì íóæíî ðàçìåñòèòü íå
4, à 6 òî÷åê, ðàçáèâàþùèõ îêðóæíîñòü íà ðàâíûå ÷àñòè, ïðè÷¼ì ïåðâàÿ èç ýòèõ
òî÷åê äîëæíà ëåæàòü íà ïîëîæèòåëüíîì ëó÷å îñè àáñöèññ. Ñëåäóþùóþ îêðóæ-
íîñòü ðàçîáü¼ì 12 òî÷êàìè íà ðàâíûå ÷àñòè, òàê ÷òîáû îäíà èç òî÷åê ëåæàëà íà
ïîëîæèòåëüíîì ëó÷å îñè àáñöèññ. Ñëåäóþùóþ îêðóæíîñòü ðàçîáü¼ì 18 òî÷êàìè
íà ðàâíûå ÷àñòè, òàê ÷òîáû îäíà èç òî÷åê ëåæàëà íà ïîëîæèòåëüíîì ëó÷å îñè
àáñöèññ. È òàê äàëåå, ïîêà íå äîéä¼ì äî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Çàìåòèì äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ, ÷òî èìåÿ ñåòêó ìû ìîæåì ïîñòðîèòü òðè-
àíãóëÿöèþ êðóãà, ñîåäèíÿÿ áëèæàéøèå äðóã ê äðóãó òî÷êè îòðåçêàìè ïðÿìîé.
Íà÷èíàòü ïðîöåññ òðèàíãóëÿöèè ìîæíî èç ëþáîé òî÷êè ñåòêè.

9.2. Àëãîðèòì ïîèñêà óñëîâíîãî ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t ðàçáèâàåì ðàâíîìåðíî. Ïîñëå ýòîãî âû-
÷èñëÿåì è ñîõðàíÿåì â ïàìÿòè êîìïüþòåðà ÷èñëà

{F}1(tk), . . . , {F}6(tk), k = 1, . . . ,m,

ãäå m � êîëè÷åñòâî òî÷åê â ðàçáèåíèè ïî t.
Çàìåòèì, ÷òî {F}1, . . . , {F}6 íå çàâèñÿò îò x1, z2, . . . , z5, à g

j
6, j = 1, . . . , 6, íå

çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà t.
Òî÷êè ñåòêè, ðàçáèâàþùåé ∆6 îáîçíà÷èì ÷åðåç D6.
Ïåðåáèðàåì òî÷êè D6. Â êàæäîé òî÷êå D6 âû÷èñëÿåì îäèí ðàç çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèé gj6, j = 1, . . . , 6. Çàòåì âû÷èñëÿåì |h6(x1, z2, . . . , z5, t)| ïî ôîðìóëå

|h6| = {F}1g16 + {F}2g26 + {F}3g36 + {F}4g46 + {F}5g56 + {F}6g66
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äëÿ âñåõ çíà÷åíèé tk, k = 1, . . . ,m. Ïîëó÷åííûé íàáîð çíà÷åíèé ñðàâíèâàåì ñ íàáî-
ðîì âû÷èñëåííûì â ïðåäûäóùåé òî÷êåD6 åñëè ïðåäûäóùàÿ òî÷êà èìååòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì ìû â èòîãå âû÷èñëÿåì ïðèáëèæåíèå ê ìàêñèìóìó è ê òî÷êå ìàêñèìóìà
äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t.

Òîëüêî ÷òî áûë îïèñàí ìåòîä ïîëíîãî ïåðåáîðà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìûõ
ðåçóëüòàòîâ, ýòîò ìåòîä òðåáóåò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è âðåìåíè.
Äåëî â òîì, ÷òî ñåòêà, äàþùàÿ ïðèåìëåìûé ðåçóëüòàò äîëæíà ñîäåðæàòü î÷åíü
ìíîãî òî÷åê. Íåñêîëüêî çàáåãàÿ âïåð¼ä, ñîîáùèì, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ
íàñ áû óñòðîèëî δ = 0.007. Çäåñü ðàññìîòðèì áîëåå ë¼ãêèé â âû÷èñëèòåëüíîì
ïëàíå ñëó÷àé. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè âîçüì¼ì 0.01.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî δ ≈ 0.02. Â ýòîì ñëó÷àå D6 áóäåò ñîñòîÿòü èç

101 · 202015 = 339770537321572210601101

òî÷åê ñåòêè èëè âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè |h6|, à âû÷èñëåíèå h6 åñòü î÷åíü
çàòðàòíàÿ îïåðàöèÿ. Íà ïðîöåññîðàõ ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ ýòè âû÷èñëåíèÿ
çàéìóò ãîäû. Êàê âàðèàíò, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñóïåðêîìïüþòåð èëè êàê ìèíèìóì
âû÷èñëåíèÿ íà ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå ìû âçÿëè ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå ïî âñåì ïå-
ðåìåííûì. Åñëè óìåíüøàòü êîëè÷åñòâî òî÷åê â ðàçáèåíèÿõ x1, z2, . . . , z5 ïî ìåðå
ðîñòà íîìåðà ïåðåìåííîé, òî âû÷èñëåíèé áóäåò íåîáõîäèìî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âçÿâ ìåíåå ïîäðîáíóþ ñåòêó, íî ïðîâîäÿ â êàæäîé å¼ òî÷êå
ëîêàëüíûé ïîèñê çàäàâàÿ ýòó òî÷êó êàê îòïðàâíóþ äëÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà è ñðàâ-
íèâàÿ ðåçóëüòàò ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ òåêóùèì ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì, ìîæíî
ïîëó÷èòü î÷åíü õîðîøèå ðåçóëüòàòû, òàê êàê âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ âî âñå îáëà-
ñòè ïðèòÿæåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ.

Â ëþáîì ñëó÷àå, âû÷èñëåíèÿ âñåãäà çàêàí÷èâàþòñÿ ëîêàëüíûì ïîèñêîì ïðè
êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà t, íà÷àëüíûìè òî÷êàìè äëÿ êîòîðîãî ñëóæàò òî÷êè,
íàéäåííûå ïåðåáîðîì. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ì. Äæ. Ä. Ïàóýëëà [34], òàêæå
èçâåñòíûé êàê ìåòîä ñîïðÿæ¼ííûõ íàïðàâëåíèé. Ìåòîä íå òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ
ïðîèçâîäíûõ, ÷òî õîðîøî, òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò
ìîäóëü.

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ìåòîä íå îòíîñèòñÿ ê ìåòîäàì óñëîâíîé îïòèìèçàöèè, ïî-
ýòîìó ïðèìåíÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå óõèùðåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ðåäóêöèÿ ðàçìåðíî-
ñòè òî÷êè ñ öåëüþ ïðåâðàùåíèÿ ãðàíè÷íîé òî÷êè ∆6 âî âíóòðåííþþ òî÷êó ∆k,
k ∈ {2, 3, 4, 5}, à òàêæå îáðàáîòêà ñîáûòèÿ âûõîäà òî÷êè çà ãðàíèöó (øòðàôû).

Ðàñ÷¼òû ïðîèçâîäÿòñÿ ïàðàëëåëüíî. Äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ñåòêà íà ∆6 ðàç-
áèâàåòñÿ íà �êóáèêè�.

10. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé

Âñå âû÷èñëåíèÿ, îïèñàííûå â ýòîé ðàáîòå ïðîâåäåíû íà êîìïüþòåðå àâòîðà.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé áóäóò ïðåäñòàâëåíû â ãðàôè÷åñêîì âèäå. Ðàäè ïîëíîòû
èçëîæåíèÿ ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàòû äëÿ n = 1 è n = 2. Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíû 2
êðèâûå |{F}1(t)| è max

t
(|{F}1(t)|, |{F}2(t)|) íà ïðîìåæóòêå [0, 7]. Êàê èçâåñòíî [25]

|{f}1| ⩽ |{F}1|, |{f}2| ⩽ max
t

(|{F}1|, |{F}2|), f ∈ Bt, t > 0.

Êðèâûå max
Bt

|{f}1| è max
Bt

|{f}2| ñîâïàäàþò íà ïðîìåæóòêå [0, 2].
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Ðèñ. 2: Êðèâûå max
Bt

|{f}1|, max
Bt

|{f}2| íà ïðîìåæóòêå [0, 7].

10.1. Ñëó÷àé n = 3.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [20]

Òåîðåìà 6 (Ïðîõîðîâ, Øèíàëü). Åñëè f ∈ Bt, òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òî÷íàÿ
îöåíêà

|{f}3| ⩽ 2te−t



1, t ∈ [0, t1],√
2

3

√
(2t− 1)3

t
, t ∈ [t1, t2],√

2

3

2t2 − 6t+ 3

t

√
(t− 2)3

t− 3
, t ∈ [t2, t3],

√
2

3

√
(2t− 3)3

−t2 + 6t− 6
, t ∈ [t3, t4],

1

3
(2t2 − 6t+ 3), t ⩾ t4,

(2)

ãäå t1 = 1.65 . . . , t2 = 3.22 . . . , t3 = 3.47 . . . , t4 = 3.82 . . .

Àâòîð â ñòàòüå [11] äîêàçàë, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 7. Åñëè f ∈ Brt , òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òî÷íàÿ îöåíêà

|{f}3| ⩽ 2te−t



1, t ∈ [0, t1],√
2

3

√
(2t− 1)3

t
, t ∈ [t1, t2],√

2

3

√
(2t− 3)3

−t2 + 6t− 6
, t ∈ [t2, t3],

1

3
(2t2 − 6t+ 3), t ⩾ t3,

(3)

ãäå t1 = 1.65 . . . , t2 = 3.30 . . . , t3 = 3.82 . . .

Óäèâèòåëüíî, íî ôîðìóëà (2) îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìóëû (3) òîëüêî íà èíòåðâàëå
(3.20 . . . , 4.48 . . .). Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíû ñðàçó äâå êðèâûå. Îòëè÷èå ìåæäó
íèìè ïîêàçàíî êðóïíûì ïëàíîì â ìàñøòàáå 1:1 íà ðèñóíêå 4.

Ïåðåõîäèì ê ÷èñëåííûì âû÷èñëåíèÿì. Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàíà êðèâàÿ, çàäàí-
íàÿ ôîðìóëîé (2) è å¼ ïðèáëèæåíèå, íàéäåííîå ïîëíûì ïåðåáîðîì íà ïðîìåæóòêå
[t1(3), t2(3)]. Ðàçáèåíèå ïî t � 0.98, à ïî z � 1/3. Ìû âèäèì, ÷òî ðåçóëüòàò âû÷èñ-
ëåíèé ìåñòàìè äàë¼ê îò èñòèíû.
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Ðèñ. 3: Êðèâûå max
Bt

|{f}3|, max
Br

t

|{f}3| íà ïðîìåæóòêå [0, 7].

Ðèñ. 4: Êðèâûå max
Bt

|{f}3|, max
Br

t

|{f}3| íà ïðîìåæóòêå [3.2, 3.5].

Íà ðèñóíêå 6 ïîêàçàíà ëîìàíàÿ ëèíèÿ, àïïðîêñèìèðóþùàÿ êðèâóþ (2), ïîëó-
÷åííàÿ ëîêàëüíûì ïîèñêîì. Â êà÷åñòâå îòïðàâíûõ òî÷åê äëÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà
âçÿòû âñå òî÷êè ñåòêè, óïîìÿíóòîé â ïðåäûäóùåì àáçàöå. Âñå óçëîâûå òî÷êè ïîëó-
÷åííîé ëîìàíîé ëåæàò íà èñêîìîé êðèâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî t íà ñåòêå
íàøëàñü òî÷êà, ëåæàùàÿ â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Èòàê, âåñüìà ñêðîìíûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷åíî î÷åíü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå
ïðè n = 3. Â ñëó÷àå ôóíêöèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðåçóëüòàòû
àíàëîãè÷íû. Êðèâûå max

Bt

|{f}1| è max
Bt

|{f}3| ñîâïàäàþò íà ïðîìåæóòêå [0, 1.654].

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà óêàçàíà ïðèáëèçèòåëüíî.

10.2. Ñëó÷àé n = 4.

Äëÿ ñëó÷àÿ n = 4 òî÷íîé îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ íå íàéäåíî. Åñëè âçÿòü ðàç-
áèåíèå ïî t � 0.01, à ïî z � 0.01, òî ìû ïîëó÷èì î÷åíü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê
êðèâîé max

Bt

|{f}4|.
Âîçüì¼ì òåïåðü ñåòêó, ïîëó÷åííóþ äîñòàòî÷íî ãðóáûì ðàçáèåíèåì ïî t � 0.98,

à ïî z � 0.25. Âûïîëíèì ëîêàëüíûé ïîèñê â êàæäîé òî÷êå ïîëó÷èâøåéñÿ ñåòêè.
Âñå óçëîâûå òî÷êè ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì ëîìàíîé ëèíèè ëåæàò íà êðèâîé,
èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 7. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êàæäîì t íà ýòîé ñåòêå áûëà
íàéäåíà òî÷êà, ëåæàùàÿ â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Êàê è â ñëó÷àå n = 3, âåñüìà ñêðîìíûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷åíî î÷åíü õîðî-
øåå ïðèáëèæåíèå ïðè n = 4. Â ñëó÷àå ôóíêöèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íû. Îòëè÷èå ìåæäó êðèâûìè â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíûõ
è êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîêàçàíî êðóïíûì ïëàíîì â ìàñøòàáå 1:1 íà ðè-
ñóíêå 8.

Êðèâûå max
Bt

|{f}1| è max
Bt

|{f}4| ñîâïàäàþò íà ïðîìåæóòêå [0, 1.506]. Âåðõíÿÿ

ãðàíèöà óêàçàíà ïðèáëèçèòåëüíî.
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Ðèñ. 5: Êðèâàÿ max
Bt

|{f}3| è å¼ ãðóáîå ïðèáëèæåíèå.

Ðèñ. 6: Ïðèáëèæåíèå ê êðèâîé max
Bt

|{f}3|.

Íà ðèñóíêå 9 ïîêàçàíû êðèâûå max
Bt

|{f}2| è max
Bt

|{f}4|. Âèäíî, ÷òî îíè ñîâïà-

äàþò íà ïðîìåæóòêàõ [0, 1.5] è [2.3752, 3]. Ãðàíèöû âòîðîãî ïðîìåæóòêà óêàçàíû
íå òî÷íî.

10.3. Ñëó÷àé n = 5.

Äëÿ ñëó÷àÿ n = 5 òî÷íîé îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ íå íàéäåíî. Åñëè âçÿòü ðàç-
áèåíèå ïî t � 0.01, à ïî z � 0.033, òî ìû ïîëó÷èì î÷åíü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê
êðèâîé max

Bt

|{f}5|.
Âîçüì¼ì òåïåðü ñåòêó, ïîëó÷åííóþ äîñòàòî÷íî ãðóáûì ðàçáèåíèåì ïî t � 0.98,

à ïî z � 0.2. Âûïîëíèì ëîêàëüíûé ïîèñê â êàæäîé òî÷êå ïîëó÷èâøåéñÿ ñåòêè.
Âñå óçëîâûå òî÷êè ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì ëîìàíîé ëèíèè ëåæàò íà êðèâîé,
èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 10. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êàæäîì t íà ýòîé ñåòêå áûëà
íàéäåíà òî÷êà, ëåæàùàÿ â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Êàê è â ñëó÷àå n = 4, âåñüìà ñêðîìíûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷åíî î÷åíü õîðî-
øåå ïðèáëèæåíèå ïðè n = 4. Â ñëó÷àå ôóíêöèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íû. Îòëè÷èå ìåæäó êðèâûìè â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíûõ
è êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîêàçàíî êðóïíûì ïëàíîì â ìàñøòàáå 1:1 íà ðè-
ñóíêå 11.

Êðèâûå max
Bt

|{f}1| è max
Bt

|{f}5| ñîâïàäàþò íà ïðîìåæóòêå [0, 1.421].

10.4. Ñëó÷àé n = 6.

Äëÿ ñëó÷àÿ n = 6 òî÷íîé îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ íå íàéäåíî. Åñëè âçÿòü ðàç-
áèåíèå ïî t � 0.02, à ïî z � 0.02, òî ìû ïîëó÷èì î÷åíü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê
êðèâîé max

Bt

|{f}6|.
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Ðèñ. 7: Õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê êðèâîé max
Bt

|{f}4|.

Ðèñ. 8: Êðèâûå max
Bt

|{f}4|, max
Br

t

|{f}4| íà ïðîìåæóòêå [4.68, 4.76].

Â ñëó÷àå ôóíêöèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷-
íû. Îòëè÷èå ìåæäó êðèâûìè â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 12.

Êðèâûåmax
Bt

|{f}1| èmax
Bt

|{f}6| ñîâïàäàþò íà ïðîìåæóòêå [0, 1.367] (ðèñóíîê 12)
Êðèâûå max

Bt

|{f}2| è max
Bt

|{f}6| ñîâïàäàþò íà ïðîìåæóòêå [3.155, 3.305]. Ýòî ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå 13. Êðèâûå max

Bt

|{f}3| è max
Bt

|{f}6| ñîâïàäàþò íà ïðîìåæóòêå

[1.902, 2.257]. Ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 14. Çäåñü âñå ãðàíèöû ïðèáëèçèòåëüíûå.

11. Ýêñòðåìàëüíûå ôóíêöèè

Â ïóíêòå 5 óïîìèíàëîñü, ÷òî

max
Bt

|{f}n| = max
Bt

|{f}1| = |{F}1(t)|, t ∈ [0, t1(n)], n = 1, . . . , 6.

Êàê óïîìèíàëîñü â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, êðèâàÿ max
Bt

|{f}1| ñîâïàäàåò ñ êàæ-

äîé èç êðèâûõ max
Bt

|{f}n|, n = 2, 3, 4, 5, 6 íà ïðîìåæóòêàõ [0, t∗1(n)], ãäå t
∗
1(2) = 2,

t∗1(3) = 1.654, t∗1(4) = 1.506, t∗1(5) = 1.421, t∗1(6) = 1.367. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì èç-
âåñòíî (ñì. ïóíêòû 4 è 5), ÷òî

max
Bt

|{f}n| = |{F}1(t)|, t ∈ [0, t∗1(n)], n ∈ N.

Ñîïîñòàâëÿÿ ýòè ôàêòû âèäèì, ÷òî t1(n) < t∗1(n). Íàïðàøèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ãèïîòåçà:

t∗1(n) > 1, n ∈ N.
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Ðèñ. 9: Êðèâûå max
Bt

|{f}2|, max
Bt

|{f}4| íà ïðîìåæóòêå [0, 3.5].

Ðèñ. 10: Õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê êðèâîé max
Bt

|{f}5|.

Âîçìîæíî òàêæå, ÷òî t∗1(n) → 1, ïðè n→ ∞.

Ñóäÿ ïî ðåçóëüòàòàì ïóíêòà 10, åñëè t∗1(n) > 1, n ∈ N, òî ãèïîòåçà Êøèæà
ñêîðåå âñåãî âåðíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëåííûé ìåòîä, îïèñàííûé çäåñü õîðîøî
ïîäõîäèò äëÿ îïðîâåðæåíèÿ ýòîé ãèïîòåçû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ãèïîòåçà Êøèæà
íå âåðíà íàïðèìåð ïðè n = N, òî çíàÿ ýêñòðåìàëüíóþ òî÷êó, â êîòîðîé hN > 2/e
ìû ñìîæåì ïðåäúÿâèòü ôóíêöèþ êëàññà Bt, òàêóþ, ÷òî |{f}N | > 2/e. Êàê ýòî
ìîæíî ñäåëàòü îïèñàíî â ñòàòüÿõ [9, 15].

Â ïóíêòàõ 4 è 5 óïîìèíàëîñü òàêæå, ÷òî

max
Bt

|{f}n| = |{F}n(t)|, t ⩾ t2(n), n ∈ N,

è ïðèâîäèëèñü çíà÷åíèÿ t2(n), n = 1, . . . , 6. Ýòè çíà÷åíèÿ òîæå íå íàèìåíüøèå,
òàêæå êàê è t1(n) íå íàèáîëüøèå. Íàïðèìåð, t2(6) ≈ 9.786, à t∗2(6) ≈ 9.405.

Èç ïîäïóíêòà 10.2 ñëåäóåò, ÷òî

max
Bt

|{f}4| = max
Bt

|{f}2| = |{F}2(t)|, t ∈ [2.3752, 3].

Èç ïîäïóíêòà 10.4 ñëåäóåò, ÷òî

max
Br

t

|{f}6| = max
Bt

|{f}2| = |{F}2(t)|, t ∈ [3.155, 3.305],

è

max
Bt

|{f}6| = max
Bt

|{f}3| = 2

√
2

3
et
√

(2t− 1)3, t ∈ [1.902, 2.257].

Ïðè t ∈ [1.902, 2.257] ýêñòðåìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f(z) := e−t
1−ω(z)
1+ω(z) ,
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Ðèñ. 11: Êðèâûå max
Bt

|{f}5|, max
Br

t

|{f}5| íà ïðîìåæóòêå [6.26, 6.285].

Ðèñ. 12: Õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê êðèâûì max
Bt

|{f}6| è max
Br

t

|{f}6|.

ãäå

ω(z) = z
x∗ − z

1− x∗z
, x∗ :=

√
1

3

1 + µ

1 + ν
, µ :=

{F}1
2te−t

, ν :=
{F}2
2te−t

ñ òî÷íîñòüþ äî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z.

Íà îñòàâøèõñÿ ïðîìåæóòêàõ äàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä íå ïîçâîëÿåò íàéòè òî÷-
íûé âèä ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé. Äà è ñ ïðîâåðêîé óãàäàííûõ ýêñòðåìàëüíûõ
ôóíêöèé íà îòðåçêàõ ïðîìåæóòêîâ [t1(4), t2(4)] è [t1(6), t2(6)] òîæå íå âñ¼ ãëàäêî.
Âåäü âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ, ïóñòü è íå áîëüøîé. Ìû
ìîæåì óñòàíîâèòü, ÷òî óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ ëåæèò íà ãðàíèöå n-ãî òåëà êîýôôè-
öèåíòà êëàññà Bt èëè B

r
t , íî êàê ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé

íå ÿñíî. Åñòü, êîíå÷íî íåêîòîðûå ïðèçíàêè ýêñòðåìàëüíîñòè, îäíàêî îíè òîëüêî
íåîáõîäèìûå, íî íå äîñòàòî÷íûå [25, 28]. Åù¼ âîçìîæíî óäàñòñÿ äîêàçàòü ëîêàëü-
íóþ ýêñòðåìàëüíîñòü óãàäàííûõ ôóíêöèé [16, 17].

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà 1-ãî êîýôôèöèåíòà íà Bt è íà B
r
t ñîâïàäàþò. Îöåíêà 2-ãî

êîýôôèöèåíòà íà Bt è íà Brt òàêæå ñîâïàäàþò. Â ñëó÷àå n = 3, 4, 5 îòëè÷èÿ íå
âåëèêè. Ñëó÷àé n = 6 íåñêîëüêî âûáèâàåòñÿ èç ýòîãî ðÿäà, íî è çäåñü îòëè÷èå
åñòü íà îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì èíòåðâàëå. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðîâåñòè îöåí-
êó íà Brt , òî ìîæíî ïîëó÷èòü âèä ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé äëÿ áîëüøåé ÷àñòè
ïðîìåæóòêîâ [t1(n), t2(n)], n = 4, 5, 6.

Åñëè ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî t∗1(6) ≈ 1.367 âåðíî, òî ïðè t > t∗1(6) ÷èñëåííûå
âû÷èñëåíèÿ äàþò ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì m6 :≈ 0.7008, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ ïðè
t ≈ 1.4768. Ïîëó÷àåòñÿ, äëÿ ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Êøèæà ïðè n = 6
ìåòîäîì ïîëíîãî ïåðåáîðà íàì äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ñåòêó ñ øàãîì íå áîëåå ÷åì
ε6/L6, ãäå ε6 := 2/e − m. Òî åñòü, åñëè L6 = 5, òî øàã ñåòêè δ6 äîëæåí áûòü íå
áîëüøå ÷åì 0.007.
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Ðèñ. 13: Êðèâûå max
Bt

|{f}2|, max
Br

t

|{f}6| íà ïðîìåæóòêå [1, 3.5].

Ðèñ. 14: Êðèâûå max
Bt

|{f}3|, max
Br

t

|{f}6| íà ïðîìåæóòêå [1, 3.5].

Ïóñòü n ∈ N, t ∈ (t1(n), t2(n)). Çàìåòèì, ÷òî ýêñòðåìàëüíûå ôóíêöèè äëÿ
ôóíêöèîíàëà {f}n íà Bt ìîæíî èñêàòü â âèäå (ïî ýòîìó ïîâîäó ñì. [9, 25]):

f(z) := e
−t

n∑
k=1

αk
1−zeiφk

1+zeiφk , 0 ⩽ αk ⩽ 1,
n∑
k=1

αk = 1, φk ∈ [0, 2π), φj ̸= φk, j ̸= k.

Áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ⩽ φ1 < . . . < φn ⩽ 2π. Áîëåå
òîãî, òàê êàê Bt èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z,

òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî φ1 = 0. Çàìåòèì åù¼, ÷òî f(z) =
n∏
k=1

F (zeiφk , αkt).

12. Êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïî íà÷àëüíûì êîýôôèöèåíòàì

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé î÷åâèäíî, ÷òî |{f}0| ⩽ 1. Òî÷íóþ îöåíêó
|{f}1| ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ðàáîòàõ íà÷èíàÿ ñ 1934 ãîäà; ïåðâîé áûëà ðàáî-
òà [24].

Îöåíêà |{f}2| íå âûçûâàåò ñëîæíîñòè ñ 1943 ãîäà [4]. Â ñòàòüå [25] îöåíêè
|{f}1| ⩽ 2/e è |{f}2| ⩽ 2/e áûëè íàéäåíû ìåòîäîì ñòðóêòóðíûõ ôîðìóë, ïàðàìåò-
ðè÷åñêèì ìåòîäîì è ìåòîäîì ïîä÷èíåíèÿ.

ß. Êøèæ, ðàñïîëàãàÿ òî÷íûìè îöåíêàìè |{f}1| è |{f}2|, âûñêàçàë ñâîþ ãèïî-
òåçó â 1968 ãîäó [2].

Â 1977 ãîäó, ïîÿâèëàñü ðàáîòà Äæ. Õàììåëÿ, Ñ.Øåéíáåðãà è Ë. Çàëüöìàíà [25],
â êîòîðîé ïðè ïîìîùè âàðèàöèîííîãî ìåòîäà, ïåðåíåñ¼ííîãî ñ êëàññà Êàðàòåîäî-
ðè, çàäà÷à î ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà áûëà ñâåäåíà ê çàäà÷å î ìàêñèìèçàöèè
ôóíêöèè áëàãîäàðÿ ÷åìó áûëà âïåðâûå íàéäåíà îöåíêà |{f}3| ⩽ 2/e. Òî÷íàÿ îöåí-
êà |{f}3| äàíà ýòèìè àâòîðàìè íå äëÿ âñåõ t > 0, îäíàêî èìè äîêàçàíî, ÷òî ãëî-
áàëüíûé ìàêñèìóì |{f}3| äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 1.
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Ñïóñòÿ 10 ëåò, Äæ. Áðàóí â [19] íàïèñàë, ÷òî ïîëó÷èë òî÷íî òàêîé æå ðåçóëüòàò
êàê è â [25], íî äðóãèì ìåòîäîì. Òî÷íåå, â [19] ïðèâåäåíà ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íóæíî
èññëåäîâàòü íà ìàêñèìóì, ïðè÷¼ì òî÷íî òàêàÿ æå êàê è â ðàáîòå [25]. Ïî âñåé
âèäèìîñòè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ óïîìÿíóòîé ôóíêöèè èñïîëüçîâàëîñü êðîìå ïðî÷åãî
íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Èññëåäîâàíèå íà ìàêñèìóì â [19] îòñóòñòâóåò.

Òî÷íàÿ îöåíêà |{f}3|, ïðè êàæäîì t, áûëà ïîëó÷åíà ïîçäíåå Ä. Â. Ïðîõîðîâûì
è ß. Øèíàëåì [20] ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâ Êàðàòåîäîðè-Ò¼ïëèöà.

Îöåíêà |{f}3|, ïîëó÷åííàÿ àâòîðîì â ðàáîòå [12], ñîâïàäàåò ñ [25], íî ïîëó÷å-
íà äðóãèì ìåòîäîì. Àâòîð òàêæå ïîëó÷èë òî÷íóþ îöåíêó |{f}3| äëÿ ôóíêöèé ñ
äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ðàáîòå [11].

Êðîìå òîãî, ñòîèò îòìåòèòü ðåçóëüòàò Ð. Ïåðåöà [30], êîòîðûé äîêàçàë îöåíêó
|{f}3| ⩽ 2/e èñïîëüçóÿ òî, ÷òî îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà {f}0 + . . . + {f}3z3 ëþáîé
ôóíêöèè èç B ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ôóíêöèè êëàññà Êàðàòåîäîðè. Äîêàçàòåëü-
ñòâî Ð. Ýðìåðñ [28] èìååò àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìó, à ñàìà îöåíêà ñîñòîèò âñåãî èç
òð¼õ ôîðìóë.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî |{f}4| ⩽ 2/e â 1983 ãîäó ïîÿâèëîñü ó Ä. Òàíà â
ðàáîòå [26], íî åãî ðàññóæäåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå ïîä÷èíåíèÿ è ëåììå
Øâàðöà-Ïèêà, íå áûëè ïîëíûìè [21]. Â òîì æå ãîäó ïîÿâèëîñü äîêàçàòåëüñòâî
Ï. Í. Ïðîíèíà [27], îñíîâàííîå íà òîì æå ñàìîì âàðèàöèîííîì ìåòîäå, êîòîðûé
èñïîëüçîâàëñÿ â [25] ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè |{f}3|. Ïîçæå, â 1987 ãîäó, Äæ. Áðà-
óí [19] îïóáëèêîâàë ñâîé âàðèàíò ïîäõîäà ê äîêàçàòåëüñòâàì îöåíîê |{f}n| ⩽ 2/e
äëÿ n = 1, 4. Îí èñïîëüçîâàë òî, ÷òî

|{f}n| ⩽ |{F}1{ω1}n + . . .+ {F}n{ωn}n| ⩽ |{F}1{ω1}n|+ . . .+ |{F}n{ωn}n| ⩽ 2/e.

Îäíàêî, ïîñëåäíåå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè n < 5. Ð. Ýð-
ìåðñ [28] ïðåäîñòàâèë áîëåå îáñòîÿòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî, ïðîâåä¼ííîå ïðè ïî-
ìîùè àëãåáðàè÷åñêîãî ìåòîäà, âîñõîäÿùåãî ê È. Øóðó. Êàê îòìå÷àåòñÿ â [21],
íàèáîëåå óáåäèòåëüíûì ñòàëî äîêàçàòåëüñòâî Â. Øàïåëÿ [29].

Îöåíêà ïÿòîãî êîýôôèöèåíòà ìåòîäîì Â. Øàïåëÿ ïîÿâèëàñü â ðàáîòå Í. Ñà-
ìàðèñà [3].

Àâòîð äàííîé ñòàòüè â ðàáîòå [10] ïðè ïîìîùè ìåòîäà Øàïåëÿ ïîëó÷èë îöåíêè
|{f}n| ⩽ 2/e, n = 1, 5, à òàêæå îöåíêó |{f}6| ⩽ 2/e+ 0.001163. Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè
n = 2 îöåíêà ïîëó÷èëàñü òî÷íîé ïðè âñåõ t, à ïðè n = 3 îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ
àâòîðîì ýòîé ñòàòüè ñîâïàëà ñ îöåíêîé Ð. Ýðìåðñ [28]. Â. Øàïåëü â [29] çàäàë
âîïðîñ: äî êàêîãî íîìåðà n ïðèìåíèì åãî ìåòîä? Ïîõîæå, ÷òî îòâåò òàêîâ: n = 6.

ÄîêàçàòåëüñòâîØàïåëÿ [29], êàê è äîêàçàòåëüñòâî Ñàìàðèñà [3] íåëüçÿ ñ÷èòàòü
ñòðîãèì, òàê êàê îíî îñíîâûâàåòñÿ òîëüêî íà ãðàôèêàõ. Îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ýòè
ãðàôèêè íàðèñîâàíû êîððåêòíî îòñóòñòâóåò. Îòñóòñòâóåò òàêæå îöåíêà ïîãðåø-
íîñòè. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ãðàôèêîâ ìîæíî íàïðèìåð èñïîëüçîâàòü
îöåíêó äèëàòàöèè. Ýòèì æå íåäîñòàòêîì ãðåøèò è ñòàòüÿ àâòîðà [10].

Èññëåäîâàíèÿ ïî ïðîáëåìå Êøèæà íå îãðàíè÷èâàþòñÿ îöåíêàìè ìîäóëåé íà-
÷àëüíûõ òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ. Îáçîð ïî òåìàòèêå êîýôôèöèåíòîâ ãîëî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè ïî ãèïîòåçå Êøèæà, èìååòñÿ â ñòàòüÿõ [12, 21].

13. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îïèñàí ïîäõîä ê ðåøåèþ çàäà÷è ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ îöå-
íîê ìîäóëåé òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ {f}1, . . . , {f}6 íà êëàññàõ Bt, t ⩾ 0.
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Äîêàçàíà êîððåêòíîñòü ýòîãî ïîäõîäà â ñòðîãîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå.
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû, îñíîâàííûå íà ðåøåíèè êëàññè÷åñêîé ïðî-

áëåìû êîýôôèöèåíòîâ íà êëàññå Ω0 [15], à òàêæå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì
ïîä÷èíåíèÿ [30].

Â ðàáîòå [15] ðåøåíà çàäà÷à ïåðåõîäà îò ôóíêöèîíàëà |{f}n| íà êëàññå Bt, ê
ôóíêöèîíàëó íàä êëàññîì Ω0. Äàëåå çàäà÷à ñâåäåíà ê çàäà÷å î ïîèñêå óñëîâíîãî
ìàêñèìóìà äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ñ îãðàíè-
÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ, ÷òî â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò äàæå ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûå
ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Çäåñü îäíàêî ìû ïîëüçîâàëèñü ÷èñëåí-
íûìè ìåòîäàìè ãëîáàëüíîé ëèïøèöåâîé îïòèìèçàöèè.

Ãðàôèêè òî÷íûõ ïðè êàæäîì t ⩾ 0 îöåíîê ôóíêöèîíàëîâ |{f}n|, n = 1, . . . , 6
íà êëàññàõ Bt ïîëó÷åíû íà èíòåðâàëàõ (t1(n), t2(n)) ÷èñëåííûì ìåòîäîì, îäíàêî
òî÷íîñòü íå óêàçàíà.

Ñîáðàííûå äàííûå òàêæå ïðèâåëè ê óòî÷íåíèþ ãèïîòåçû Êøèæà (ñì. íà÷àëî
ïóíêòà 11). Òàêæå âñå ñîáðàííûå äàííûå ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ãèïîòåçà ñêîðåå âñåãî
ñïðàâåäëèâà. Òåì íå ìåíåå, â òîì æå ïóíêòå 11 èçëîæåí âïîëíå àäåêâàòíûé ìåòîä
îïðîâåðæåíèÿ ýòîé ãèïîòåçû.

Âñå èçëîæåííûå çäåñü ïîäõîäû ìîæíî ïðèìåíÿòü íå òîëüêî íà êëàññàõ Bt, à
òàêæå è íà äðóãèõ êëàññàõ ïîä÷èí¼ííûõ ôóíêöèé.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî çäåñü ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðà-
òà ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ïðè ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà êëàññå B, à òàê-
æå íà äðóãèõ êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Çàäà÷è íà ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà
øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â íàóêå è òåõíèêå è èìåþò ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ.
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